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V. IDÉAUX DIFFÉRENTIELS

par J.-C. HERZ

Faculté des Sciences de Paris
-:-:-:-

Séminaire A. CHÂTELET et P. DUBREIL
(ALGÈBRE et THÉORIE DES NOMBRES)

THÉORIE DES IDÉAUX
Aimées 1951-1953

Exposé n~ 5

Ies idéaux différentiels ont été introduits par RAUDENBUSH [4], en 1g33! 
lenent en vue de la théorie algébrique des systèmes d’équations différentielles
créée par RITT [ ~ ].

1. Anneaux différentiels.

Un anneau différentiel est un anneau connutatif d’une application dans

lui-même, appelée dérivation, telle que, a’ désignant le dérivé de l’élément

a , on ait

THEOREME. - " Un anneau d’intégrité différentiel 03B1 peut-être plongé dans un

corps différentiel". En effet, si l’on définit sur les couples (a , b) , élé-’

nents du corps Ç’ des quotients de , la dérivation

iii est aisé de voir que  est un corps différentiel contenant .

a. Idéaux. - Soit B une partie de  . La relation a - b ~ B entre les élé-

m6nts a et b de est une relation d’équivalence si st seulenent si B est
un sous-aodule de ~~~ . Elle est alors régulière pour l’addition, et les classes
d’ 1 équivalence, forment un module 03B1/03B2 .

Elle est régulière pour la dérivation si et seulement est un sous-module

différentiel de C~. /~wv: est alors un nodule différentiels

Elle est régulière pour la multiplication si 6t seulenent si 03B2 est un idéal
de 03B1 . 03B1/03B2 est alors un anneau. Ces deux dernières conditions font de 03B2

un idéal différentiel de 



Tout diviseur de zéro de 03B1/03B2 est nilpotent si et seulenent si l’idéal 03B2

est prinaire.

(a/ 03B2 est sans élément nilpotent si et seulenent si 03B2 est semi-premier [3 ].

03B1/ 03B2 est un d’intégrité si et seulenent si &#x26; est premier. Un idéal

primaire semi-premier est premier, et réciproquenent. 03B1/03B2 est un corps si et

seulenent si un idéal sans diviseurs.

b. Anneau de polynômes différentiels. - Si l’on adjoint à un corps différentiel

~ les indéterminées (i = 1 , 2 , ... , n , j entier ~0 quelconque) on

obtient un anneau 7~ ’ ’ 

Yi = yi0 est appelée indéterminée, yij la j-ième dérivée de Dans la

suite, Y sera supposé de caractéristique nulle [6’].

2. Idéaux parfaits.

Un idéal parfait est un idéal différentiel semi-premier.

Un idéal 03B2 est semi-premier si et seulement si

ou encore

THEOREME 1.-~ ~ est un idéal parfaite ab ~-p 2014~a~b~~ ~

En effet. ~ contient (ab)~ == ab + ab’ ~ donc a~ 2 b 2 + ab a~b~ ~ donc
22

a~ b ~ donc 

COROLLAIRE 1 . - Si p est parfaite

COROLLAIRE 2. - est parfait et cà , Nf : °ù)) est un idéal parfait [1 ].

a. Calcul d6s idéaux. - Soit 1£5 une partie de Lù . L’intersection de tous les

idéaux ordinaires contenant (É est l’idéal ( 4§) . L’intersection de tous les

idéaux différentiels contenant àJ est un idéal. différentiel, noté [ 15] .

L’intersection de tous 16s idéaux parfaits contenant 63 6st un idéal parfait,

note {03B2}.
i 03B2] est l’ensemble des sommes finies > À ii Où bi ~ ’> et >ii  ù UC ,

G étant l’anneau à6s entiers.



est la réunion d’une suite non décroissante d’idéaux différentiels 

~~ ~o=~~ ~i ~~iK4] .
!~ est aussi la réunion des idéaux semi-preniers G avec ~i ~ rad J ~

C~ = rad [C~][2],
On a

b Cas où (~ contient le corps t* des rationnels*

lEMME.-~ ~-’5~~. ~~[~], on a a’~~~. [(B].
En effet 2014 (p a~* a’) &#x26;.~ , donc aussi (p - 1) a* + a" y donc

aussi ap-2 a’2 , et par récurrence a’2p-1 ~03B2.

THEOREME 2. - est le radical de [03B2].

COROLLAIRE 3. - {03B2 C} = {03B2} ~ (Ci ] .
Montrons l’inclusion du second membre dans le premier : si a ~ {B} ~ {C},

aP &#x26; [ ~~ [ C ] , donc a~~ ~ [ C ] ~ ~3’’.- C), et a ~ 



Inversement,

(corollaire 3 )~ Gt

’ /

GENERALISATION.

3. Axiome de la base.

REFKRQUE. - Dans l’anneau de peines différentiels à une indéterminée{y} , l’axione de la base n’est pas vérifiée. En effet le système infini
des peines A,, ... , , ... où Ai = Yi-1 Yi contenudans l’idéal différentiel engendré par un sous-système fini.

Un axiome plus faible est cependant renpU par les anneaux de polynômesdifférentiels sur un corps de caractéristique nulle.

DÉFINITION. - On dit que 03A6 est une base. (Unie) de 03A3 si 03A6 ~ 03A3 c {03A6}.
Si I: a une base, une base, et réciproquement [4]. On voit, comme
dans la théorie ordinaire des idéaux, que l’axiome de la base est équivalent
à l’axiome des chaînes parfaits, qui entraîne pour tout idéal parfait03A3 l’existence d’une décomposition

r

en idéaux parfaits indécomposables cn idéaux parfaits (plus brièvement "indécom-posables").

Tout idéal premier est irréductible, et a .fortiori indécomposable. Réciproque-



THEOREME 3 . - Si (pL3fB tout idéal parfait indécomposable est 

En effet, si 03A3 n’est pas premier, il existe a ~ 03A3 , b ~ H 

corollaire 4), donc ~ n’est pas indécomposable.

On a dans ce cas une décomposition on idéaux premiers. Elle est unique si l’on

supprime les diviseurs premiers surabondants. Les diviseurs restants sont

appelés diviseurs premiers essentiels.
~ ,

THEOREME 4. - Tout système de polynômes différentiels sur un corps de carac-

téristique nulle a une base.

La démonstration de ce théorème de la base sera donnée en appendice.

4. Théorème des zéros.

Soit D = {y1 ... y J un anneau de polynômes différentiels sur un corps ’’
de caractéristique nulle.

On appelle zéro d’un polynôme de A l’ensemble  de n éléments

~1 , ... ,  n différentiel 1 de f tels si l’on

remplace yij par ~(j)i dans » , l’élément de 1 obtenu soit nul, ce 

note A( ~ ~ .~ ~ ~ ~) = 0 ou A( ~ ) = 0

Un zéro commun à tous les polynômes d’un système 1 est appelé zéro de 03A3
~ , 

~2014 

THEOREME 5. - Tout idéal premier 03A3 distinct de G a un zéro.

En effet, l’idéal 03A3 , étant distinct de D = (1) , n’a en commun avec 
que l’élément 0 , donc l’hononorphisue canonique qui applique D sur D = 
est un isonorphisme pour  . D’autre part, 03A3 étant premier, D possède un

corps des quotients (paragraphe 1) qui est par suite un surcorps

Si 0, est polynôme (JL y =~(y~ ~ V~ ~ ~* ~ V~) *
Donc

I0h==(y ~~t ***~F) est un zéro de T~y 6t le théorème est démontré.

2~ Tout polynôme s’annulant appartient à ~ . ~ est appelé zéro
générique de T* Si l’on appelle V l’ensemble des zéros do ~1 (variété de

03A3), g ( ~) = 0 entraîne G(v) = 0 .



THÉORÈME 6.(théorème des zéros ) . - Si un polynôme G est annulé par tout zéro
du système ~ ~ F~ ... ~ appartient à l’idéal ~F~ ~ F2 ’ ... ~ F~j
En effet, si 03A9 = {F1 , F2 , ... , Fr} est D, la conclusion est vérifiée.
Si i~ (~~ ~ est l’intersection de p Idéaux premiers différentiels

~* ~ ?" distincts de Soit ~/ zéro générique de

Hi quel que soit J ~ 9(1~ ~ ~ ~ Donc

G ~ 03A9 , ce qu’il fallait démontrer.

le radical de [F1 , F2 , ... , Fr] , la conclusion s’exprime encore
ainsi : une certaine puissance est une conbinaison linéaire (dont les

coefficients sont des polynômes différentiels) des F, et de leurs dérivées.

REMARQUE. - Réciproquement~ si .~ ~ F ~ ~ j est annulé

par tout zéro du système ... , F2 . Plus généralement, G appartient à un
idéal parfait £1 si et seulement si tout zéro est un zéro Il y a

donc une correspondance biunivoque entre idéaux parfaits et variétés.

APPENDICE

Démonstration du théorème de la base (théorème 4) [6~

5 . Comparaisons des polynômes différentiels.

On appelle ordre polynôme A relativement à une indéterminée yk le
plus grand indice j tel que apparaisse effectivement dans A.. Si A

ne contient aucune sera dit d’ordre 0 par rapport à y~ .
On appelle classe d’un polynôme A le plus grand indice k tel que y~ ou

une de ses dérivées apparaisse effectivement dans A .

Si A sera dit de classe zéro.

On dit que A. est (de rang) inférieur à (celui de) A~ relativement à y~
soit si l’ordre de A. pour y. est inférieur à celui de A~ ~ soit si

A et A~ ont même pour Yk et si le degré de A. pour Ykq est

inférieur à celai de A~ . On dit que A est inférieur à A~ soit si la

classe de A est inférieure à celle de A ~ soit si A et A ont même

classe p et si A est inférieur à A2 pour y . Notations A1  A2/yk ,



à « à .
Si A1 n’est pas inférieur à A2 , ni A2 à A1 , A1 et A2 sont dits de

même rang. Notation A1 A2 .
~~2 est pour si ~~l est de classe de P ~ ~ et ~2 ~ 

r polynômes A1 A2 .. , l: 
r 

pris dans cet ordre constituant une chaîne soit
si r = 1 et A1 / 0 , soit si les ciasses des Ai sont positives et croissantes,
chacun d’eux étant réduit pour tous ses précécesseurs. Une chaîne a au plus n

termes.

’~ l ~ ~’2 ’ °°* ’ ~r est dite ~2 °°°° ~2 ’ °°° ’ ~s
Soit Si ki = Bi pour tout 1  q et À,+i -Bq+i , Soit Si r > x et

À~ "’" Bi pour tout 1  S .

REMARQUE importante. - Dans un système l£ de polynômes, il existe un poly-
nôme de rang minimum ; il existe une chaîne ; il existe une. chaîne de rang
mum. Une t611e chaîne cst appelée chaîne caractéristique de T .
Un système 03A31 sera dit inférieur à un système ÎÔà si toute

téristique de 03A31 .est inférieure à toute chaîne caractéristique de 03A32 .
Un polynôme B 6st dit réduit pour la chaîne .à" s ’il est réduit pour tout

terme de la chdne.

THÉORÈME 7. - É , chaîne de É , est caractéristique si et ji
aucun polynôme non nul ,§e, E pour §- .

(~ ~ ~’2 ’ °. ~ 
Supposons F £ 0 , ’- £ , et réduit pour É . Supposons la classe de F

supérieure à celle de et non à celle de 1£. +1 . Le système
Ai , A2 , ... , Àj ; F est une chaîne inférieure à 03A6 , donc 03A6 n’est pas

caractéristique.

non caractéristique, et ’~ ~ ~ ~ ~2 ’ ° ° ’ Si ~’i ~Y ~i
pour -..- et ’~ ~q+1 ’ on ~q+1 ° Si " ~ ~ et

Ai ~Bi tout i  " , on prendra F * Bp+1 .
6 . Algorithme _j6 , Qéd£c£,1,g,£.
Si 1£ est un polynôme de classe p > 0 , d’odre q pour y , de degré

n pour y , on appelle : séparant d6 À , le polynômePq



initial de A ~ le polynôme 1 coefficient de y~ dans A .

THÉORÈME 8. - 03A6 étant la chaîne A1 , A2 , ... , Ar (A de classe ~ 0)

Si et 14 étant le séparant et l’initial de Q étant un polynôme
quelconque, il existe un polynôme R réduit pour 03A6 et des entiers non

négatifs s~ ~ ~~ ~ s ~ t~ ~ ... ~ t tels qqe

/

DEMONSTRATION. - Supposons d’abord r = 1 . On a :

P, ~~C avec S ~-A et +h.

Supposons C~ d’ordre pour 

~ 
+E retord E/y 

P 
~-q +k

d’où

D’où en répétant l’opération,

- r

Si H est d ’ordre q pour y , on aura, par simple division
P

It Il xR(E£ ) avec degré R/y  n , donc R réduit pour À .
Pq

En défini tive, S~ I~ % 5 R lài 1 .
Remarquons que R = l j /y , pour p’ > p .

Supposons r > 1 . On a

ainsi que pour Ap d’après la remarque précédente.r



De proche en proche, nous trouvons bien

R est appelé reste relativement à la cha~n~ ‘~ .

7. Théorème de la base.

Supposons que 16 théorème soit faux. Il existerait alors, d’après la renarque
du paragraphe 5, un système 03A3 sans base tel que tout système ££’ inférieur à
~ ait une base. Soit

une chdne caractéristique de 2:, S i et I. la séparant et l’initial de Ai .
Le système 03A9 formé par les tern6s de (1) et les restes r61atifs à (1) des

autres éléments de ~ a une base. En eff6t, si tous les restes sont nuls, (l)
est une base. Si un reste n’est pas nul, (1 ) n’est pas caractéristique pour
‘~ (théorème 7) et inférieur à ~ ~ a une base. Soient

cette base, B. le polynôme de 03A3 dont R. est le rester

Le système 03A3 ~Si a une base, car S. est réduit pour (l) } de même pour
le système ~ ~1. * On peut ~ ~S. et ~ ~1. les 

et 03A6 ~Ii , où 03A6 , indépendant de i , contient les Ak et les B et est

inclus dans ~ . Remarquons [ ~] . En effet R. ~ B. ~.. ~ A ]
(théorème 8)~ donc R~ [A~ ~ A~ ~ ..~ ~ A~ ~ B~] ~[~] .
Montrons que, contrairement à l’hypothèse, 03A6 est une base 

Soit A ~ ~ ~ distinct des A.. Il y correspond un élément R de ~. avec

(d’après le corollaire A ~ ~ donc p étant un certain entier positif,



Cette contradiction montre que le théorème est vrai.
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