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Faculté des Sciences de Paris 5=01

Séninaire Ae CHATELET et P, DUBREIL
(ALGEBRE ¢t THEORIE DES NOMBRES )
THEORIE DES IDEAUX
Années 1951-1953

Exposé n°® 5

V. IDEAUX DIFFERENTIELS

par J«=Ge¢ HERZ

Les idéaux différentiels ont été introduits par RAUDCNBUSH [4], en 1933, spécia=
lenent en vue de la théorie algébrique des systénes d'équations différentielles
crdéée par RITT [51].

1. Anneaux différenticlse.

Un anneau différentiel est un anneau comrmtatif (% nuni d'une application dans
lui-néne, appelée dérivation, tells que, a' désignant le dérivé de 1'élénent
a , on ait
(a +b)! =a' + 1!

et
(ab)! = a'b + ab?

THEOREME. = " Un anncau d‘'intégrité différentiel (Lpeut-Etre plongé dans un
corps différentiel". En effet, si 1l'on définit sur les couples (a , b) , é1lé-
nents du corps § des quotients de O, la dérivation

(a, b)' = (a' = ab' , b°)

ih est aisé de voir que ¢ est un corps différentisl contenant Gl

ae Idéauxe = Soit &3 une parthe de i o La relation a - b e 5> entre les é1lé=
nents a et b de ‘A est une relation d'équivalence si et seulenent si {5 est
un sous-module de . o+ Elle cst alors réguliére pour l'addition, et les classes
d'équivalence forment un module W/&> .

-

Elle est réguliérc pour la dérivation si ot seculement si ¥ est un sous-nodule
différenticl de (1o @ /5 est alors un nodule différentiel.

Elle est régulidre pour la rultiplication si et seulenent si OY est un idéal
de &, « ©G/% est alors un anncau. Ces deux dernidres conditions font de O
un idéal différenticl de @ »
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Tout diviseur de zéro ds ©/F est nilpotent si et seulement si 1'idéal &
est prinaire.

@/ > est sans élénent nilpotent si et seulenent si 6> est semi-prenier [31e

G/ 65 est un anrcen d'intégrité si et seulerent si 5> est preniers Un idéel
prinaire seni-prenier est prenier, et réciproquenent. @/ ) est un corps si et
geulenent si (2 est un idéal sans diviseurse

. Ammeau de polyndmes différentiels. = Si 1l'on adjoint & un corps différenticl
f les indéterninées Vi (=1,2, eee o, | entier > 0 quelconqus) on

obtient un anneau différentiel U =§ Lyl s Fo 5 eee s Y §2VEC yi; yi, 41 3
Y3 = V30 est appelée indéterninée, yij la j-ié&ne derivee de ¥y o Dans la

suite, { sera supposé de caractéristique nulle (61

2. Idéaux parfaitse.

Un idéal parfait est un idéal différentiel seni=preniers

Un idéal 0D est semi-prenier si et seulenment si

Pel® —5ac® (p entier > 0)

ou encors
({a T
(% = radical 7

I AN
THEOREME 1, - Si fr est un idéal parfait, ab ¢} —>a'bed .

En effet, ¥ contient (ab)* = a'b + ab' , donc at® t¥ + ab atb! , donc

a'2 b 4 donc a'b .

COROLLAIRE 1, = 51 }f:, est parfait,

ab =g —> a(i) b(j) e [4]

COROLLAIRE 24 = 51 g est parfait et 90js Gy ¥ % st un idéal parfait [1].

ae. Calcul des idéaux. - Soit 75 une partie de i o L'intersection de tous les
1déaux ordinaires contenant v est 1'idéal (¢3) . L'intersection de tous les
1ddaux dMfférenticls contenant & est un idéal différentiel, noté [ ] .
L'intersection de tous les idéaux parfaits contenant 5 est un idéal parfait,
noté ; SOTaN

[®] est l'ensemblc des sormes finies > A (j) ot b, &Gl et A

1j 1 5 je(:wG,

C étant ltanncau des entierse.
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{®™? est la réunion d'une suite non décroissante d'idéaux différenbicls ® ’
s . i
avo0 By =0®], 6 =[rad &, 1047

{@} est aussi la réunion des idéaux semi-preniers Qi avec C, = rad [c1],
Cy=rad[C,;1[2].

On a
DeC 5 (2) c(c) ~[Plelc ]~ (Dlc (o
(@) + (C) = (B 0C)
[(@l+[c]=[Gve]
LR R CRV
(HC) ¢ (3) n (L)
[Gelel@]nle]

(T ’ STC NN 1
{mel ¢ 1@ nic)

-

[3L ] & (<] (en vertu du corollaire 1)

be Cas ou (o contient le corps v des rationnels.

IEME, - Si @27 ¢t apé[fé], on a a'2p"l ¢ [83]).
En effet % (p P a') €, donc aussi f(p - 1) aP? at® 4 oPL am , done
P2

aussi at? » ¢t par récurrence ar?Pl ¢,

/ ~
THEOREME 2, - {¢ est le radical de [&].

COROLLAIRE 3, - {3 C} = @) nich

Montrons 1'inclusion du second nenbre dans le premier ¢ si a € {®]}n (¢ 5
Pel[®], ale[C], dome P [RI[CIc (F2CF, et a ¢ (BC].
COROLLAIRE 44 = 5(3'{;) ‘J@,C’} - {S: w O :’{ ) id’J UC-‘} [4] .
En effet
(

YoThe) ¢ (Gu)

H4
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donc

Inversenent,

(@oein{@uct={cf v DHuicuvn]

(corollaire 3), st

@, D Bunule C(@uke) .

Donc o
(pudFuidoue;c OV,
/o
GENERALISATION

i=p

§ P g} i=q | o

i N = R Tow )

(L @ib )?L \Bj} L} Gy 0 j}

j=

3¢ Axione de la basee

REMARQUE, - Dans 1'anneau de polyn8nes différentiecls 3 une indéterminée
f (Ly} y 1'axione de la base n'est pas vérifiée. En effet le systéns infini
des polyn8nes Al ’ Az s eee y ‘*p 9 ese OU Ai =Via Ny n'est pas contenu
dans 1'idéel différentiel engendré par un sous-systénc fini.

Un axione plus faible est cependant rempli par les anncaux de polynfnes
différenticls sur un corps de caractéristique nulle.

DEFINITION, ~ On dit que & est une base (finie) do J_ si ®cY_ cidl,

-~

S1 Z a une base, {Z% a une base, et réciproquenent [4 Jo On voit, comne
dans la théorie ordinairc des idéaux, que 1l'axions de la base est équivalent
& 1'axione des chafnes d'idéaux parfaits, qui entrafns pour tout idéal parfait

> l'existence d'une décomposition

Z=Zln§:-—2 ) eee .N,Z)

en idéaux parfaits indéconposables cn idéaux parfaits (plus bridvenent "indécone

posables" ).

Tout idéal prenier est irréductible, et a fortiori indécomposable. Réciproque=

nent,
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THE:,OREME 3¢ =51 21, tout idéal parfait indéconposable est preniers

En effet, si Z n'est pas prenier, il existe a ¢Z , b& Z tels que

ab < Z s &b
( . T b ﬁ —— )
=12 waby=(2 vay0{ 2 uby
corollaire 4), donc n'est pas indéconposablc.

On a dans ce cas une déconposition en idéaux prenierse Elle est unique sl 1'on

supprine les diviseurs preniers surabendants. ILes diviseurs restants sont

appelés diviseurs preniers cssenticls.

THEOREME 4. - Tout systéne de polynbnes différentisls sur un corps de carac—

téristique nulle a une basce

La dénonstration de ce théoréne de la base sera donnée en appendicce

4+ Théorene des 2zérose

&

Soit (x = § ’yl ees ¥, Un anneau de polynfnes différentisls sur un corps

de caractéristique nulle.

On appelle zéro d'un polyndme de 4 1'ensemble v de n délénents

”]1 y *00 3 7 d'un surcorps différentiel S“l de §” tels qus, si 1l'on
renplace vy PT Y] ij dans & , 1'élénent de 1 obtenu soit nul, ce qu'on
note A(0, 5 eeey vn)=0 ou A(y) =0

~

Un zéro corrmm 2 tous les polyndncs d'un systéne ;) ost appelé zéro de f:

7 \
THEOREME 5+ = Tout idéal premier > distinct ds @ a un zéro.

En offet, 1'idéal J_, Stant distinet de ¢+ = (1) , n'a en comrmn avec §
que 1'élément O , donc 1l'homomorphisne canonique qui applique Q sur = ’v@
est un isomorphisme pour ¥ . D'autre part, ) étant prenier, (I posséde un
corps des quotients (paragraphe 1) 3‘1 s qui est par suite un surcorps de ¥
8i § est 1'hononorphe d'un polyndme L‘jé @ ,ona 9 =4y, » yz s nee o yn) .

Donc
1° 4 = (7 » To s see s .y"n) est un zéro de y_ , et le théortnme est démontrée
2° Tout polynéme s'anmulant en +) appartient & o ¥ est appelé zéro
génériquc de Y _ o Si 1'on appelle V 1'ensemble des zéros de y_ (variété de
Y, 8( v/) =0 entratne 'ij‘(V) =0 .
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THE:ORI:‘.I«IE 6.(théoréne des zéros)s - Si un polynfue { est anmulé par toub zéro
du systime Fy  F, , eee , F_, ¢ apparticnt & 1'idéal {Fl s By y aeey Fr}
En effet, si & = iFl s Fyy eeey Fr% est i, la conclusion est vérifiée.

s1 2# u, % cst l'intersection de p 41déaux premiers différentiels
Zl ’ Zz s seey Zp distincts de (@ o Soit v} (1) = zéro générique de

Zi 3 Fie 2y el que soit j , dome ?(i-})-:: 0, donc G &Zi « Donc
J ¢siy ce qu'il fallait dérontrers

SLétapt le radical de [Fy 5 Fy 5 «ee Fr] , la conclusion s'exprine encore
ainsi : une certaine puissance de ¢ est une combinaison linéaire (dont 1les
coefficients sont des polyndmes différentiels) des Fi et de leurs dérivées.

REMARQUE, = Réciproquenment, si g eiFl g see FI} ’ (j est éviderment anmulé
par tout zéro du systéme F, 5 eee 5 Fy o Pjus généralement, Cj appartient a un
1déal parfait <@ si et sculement si tout zéro de 2 est un zéro de §§ « Il y a
donc une correspondance biunivoque entre idéaux parfaits et variétés.

APPENDICE

Démonstration du théordme de la base (théoréme 4) [6].

5+ Comparaisons des polynfnes différentielse

On appelle ordre d'un polynéne A relativenent & une indéterminée R 1s
plus grand indice J tel que Ficj apparaisse effectivenent dans A . Si &
ne contient aucune yy. il sera dit d'ordre O par rapport & Vi

On appelle classe d'un polynfme A 1le plus grand indice k tel que Vi ou
une de ses dérivées cpparaisse effectivement dans 4 .

Si Ac¥ , A sera dit de classe zéro.

On dit que 4, est (de rang) inféricur & (celui de) 4, relativenent a Vi
soit si l'ordre de 4#; pour y est inférieur & celui de 4, , soit si
A, et A, ont néme ordre q pour ¥, ot sile degré de A, pour Yiq est
inféricur & celudi de AZ e On dit que Al est inféricur a Az soit si la
classe de Al est inférieure & celle de 4, , soit si A 6t A, ont néne
classe p et si 4, est inférieur & A, pour Vp Notations 4, iﬂz/yk ’
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<.
Al A2 .

51 A, n'est pas inférieur & 4, , ni A, & A, A, ot A, sont dits do
néne rang. Notation hy i Ay e

4, est dit réduit pour 4, , si A, est ds classe e p >0 et A2<A1/yp .
r polyndmes Al A2 cee j‘r pris dans cet ordre constituant une chaine, soit
si r=1 et 1
chacun d'eux étant réduit pour tous ses précécessemrs. Une chaine a au plus n

#0 , soit si les classes des A, sont positives et croissantes,

ternes.

soit si Ai =Bi pour tout 1 <q et A

Ai o Bi pour tout 1 <s .

g+l 4'Bq+1 s Soit si r >s8 et

REMARQUE importantes - Dans un systéme z de polynfmes, il cxiste un poly-

ndne de rang ninimum 3 il existe une chefne ; il existe une chaine de rang nini-
r

7 ]
pra.

mume. Une telle chafne est appelés chaine caractéristique de

Un systéme ) , sScra dit inféricur & un systdmc  , si toute cheine carece
téristiaue de E-l ecst inférieure a toute chalne caractéristique de }_:2 .
Un polynfne B est dit réduit pour la chofne &'s'il est réduit pour tout

terne de la chalne.

v N .
THEOREME 7+ - <&, chafne de Y, est caractéristique si ct seulement si
aucun polynfme non nul de 3 _ n'est réduit pour & .

(3 =4,y by eeey Ar) .

Supposons F # 0 s © Z s 6t réduit pour &, Supposons la classe de F
supéricure a celle de Aj et non 4 cellc de Aj o ® Ls systéme i
By s By s eee by 5 F estune chaine inférisure &3 £ , donc ¥ n'est pas
caractéristiquee.

Supposons ¥ non caractéristique, et F > ¢ = By » By s eee, B 5 * S1 Ai u Bi
pou{‘ tout i <q et Aq+1 = Bq+1 s On prendre F = Bq+1 « 51 r<s et
Ai .fw'Bi tout 1<r, on prendra F = By *

6+ Algorithme de riduction.

Si 4 est un polyndne de classe p >0 , dlodre q pour Vp 0 de degré
n pour Ypq ? on appelle & séparant de A , le polyn8ue
Oh

ov ’
Ypq

S =
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initiel de A , le polynfme I coefficient de yg q dens 4 .

THEOREME 8, - & Stemt la cheine A  , &y » eee , A (4 de classe >0)
Si et Ii étant lec séparant et 1'initial de Ai s St Qv dtant un polyndme
quslconque, il existe un polynfme R réduit pour P et des entiers non
nésatifs Sl 9 82 9 ece Sr ’ tl » t2  ece tr tels 926

s, s s. b, t t
1472 r-1:2 T e
, 8,7 8,° «ee 87 L7 L7 e TT Gz R(D) -
DEMONSTRATIONe - Supposons d'abord r =1 . 0On a ¢

I
A=1 +B avec ord I < et B <A
Ypq rd I/y,<q

A(h) +C avec S <A et ord C/yp4q+h.

=S
yPoQ"'h
Supposons ¢y d'ordre q + k> q pour Vp On a
= +E avee N < Yet ord E <q+k
63 Dyp,q+k . E / Vp =1

d'ou

LA

S ‘1 = (1 (A(k)) avec %14 G

Dol en répétant llopération,
u 1 k " ;'A_
S CJ\ E(ju (A( )) avec ord (jl < ord j/yp
et ensuite
s® Cj = H(A(k) ’ A(k-l) y see g A" 4 A') avec ord H/yp/:q .
S1 H est d'ordre q pour yp s On aura, par sinple division

It H zR(4) cvec dagrd R/ypq< n, donc R réduit pour A .

En définitive, 5°I° G zR[4].
Renarquons que R = B/yp s POUr P'>D e

Supposons r >1 . On a

s. t
r r- - A 2 . .
Sr 1. 4 2 Rr[Ar] s R, réduit pour Ar ’

s . %
srtlyrlp =g

r~1?

ainsi que pour Ar d'aprés la remarque précédentee
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De proche en proche, nous trouvons bien

s sa Sr tl t2
1 Sa see Sr Il 12

i,
*

t
Irr =H $J], R réduit pour °
R est appelé reste de CJ relativement & la chatne € .

7+ Théoréne de lao basce

Supposons que le théoréme scit fauxe Il existerait alors, d'aprés la renarque
du paragraphe 5, un systéme Z sans base tel que tout systéme Z‘ inférieur a
3~ ait une base. Soit

(1) ['-l [} Az 9 *c0 A

une chafne caractéristique de 7, S; et I, la séparant et l'initial de Ay «

Le systime -2 formé par les ternes de (1) et les restes relatifs & (1) des
autres éléments dc y_ a unc base. En cffet, si tous les restes sont nuls, (1)
est une basee S1 un reste n'est pas nul, (1) n'est pas caractéristique pour
€L (théoréme 7) et (L, inférieur & 3, a unc base. Soient

r

\{;:Al ,1{2, ...’An’Rl 9 ‘."RS
oette base, B, le polyntme de  _ dont Ry est lo restes

Le systénme E uSi a une base, car Si est réduit pour (1) 3 de méme pour

p) - 2 <«
le systéme oI, o On peut donner a > w8, et 7 VI, les bases ¢ VS,

et
ot & VI, s 0b ¥ , indépendant de 1 , contient les Ay et los B et est
inclus dans z__ o Romarquons que < [ 2] . En effet Ry -B H [A g see y A ]
(théoréme 8), donec R, \.[A By g veey by B1] c[¥].

Montrons que, contrairement 2 1'hypothése, ¥ est unc base de o

Soit A 6:): s distinct des Ak ¢ I1 y correspond un élénent R de <L avec

8y e sr tl t2 tr ‘ 4
Sl S2 LN J Sr Il 12 [ X N ] Ir n = H A ER[Al ’ oo 0 ’ Ar] [ ]
On a
A C .3 ...:. = F\ - { !\-. )= ‘i ‘ w5 i T’: R ‘) U
€ <'Y uH, ii‘_bsi FRPEEEA sl peu)={dva}

(d'aprés le corollaire A), donc p étant un certain entier pos:_tlf’



or HA=R[ ¥] et R € 22{4j, donc P HA
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A,
P

1y S % J S
C L0, don PPed) ot

L€ {3},

Cette contradiction mentre que le théoréme sst vraie

[1]
(2]
(3]
4]
(5]

[6]
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