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IV. STRUCTURE DES GROUPES PRÉORDONNÉS

par Paul JAFFARD

Faculté des Sciences de Paris

, 

..;.~;..;..

Séminaire A. CHÂTELET et P. DUBREIL
(ALGÈBRE et THEORIE DES NOMBRES)

THEORIE DES IDEAUX
Années 1951-1953

Exposé n° 4

INTRODUCTION. - Cet exposé fait suite au précédent (La théorie des idéaux

dtArtin, Prufer et Lorenzen)que nous désignerons par T.I.A.

Etant donnés le groupe préordonné  , 0 l’ensenble des entiers

et G 16 groupe ordonné associée nous rappelons que 0 est dit 

groupe de valuation si G est totalement ordonné. L’application canonique
correspondante v sur G est dite valuation de ~~~ .
Si G n’6st pas totalement ordonnée nous allons chercher dans ce qui suit

à le plonger dans un produit direct ordonné de groupes totalement ordonnés.

(Etant donné un ensemble (r) -r de groupes totalement ordonnés, le produit
direct ordonné de ces groupes est le produit direct ~’ au sens habituel ordonné

par la relation x ~ y ;-~ (x~ ~ y~~ pour tout ~. ~ est un groupe réticulé).
Si G est plongé dans un tel groupe r , si ~ ~ désigne l’application canoni-
que de G dans  et si on pose  = on voit que G est encore plongé
dans 16 produit direct des et que cette fois pour tout

, G s ’applique canoniquement sur Nous supposerons toujours désormais

qu’il en soit ainsi (on aura On voit alors que l’appli-
cation canonique v Li de (( sur £ (produit des applications canoniques de C(
sur G et de G sur ( ) est une valuation De plus si x , y ~ C( 1

(1 ) (x)  vjy) pour tout L e I).

Réciproquement si on se donne un ensemble valuations de ~X tel que
la relation (1) se trouve vérifiée,et si F est le groupe totalenent ordonné
associé à la valuation on voit que le groupe ordonné G associé à ~r
se trouve plongé dans le produit direct ordonné Î~~~ ~o . Le problème que nous

posons S6 ramené donc à trouver un ensemble d6 valuation (v ) ~ I tel que la

relation (1 ) se trouve satisfaite.



1. Homomorphismes croissants.

Etant donnés deux groupes préordonnés g et g’ , un homomorphisme 03C6 ds w s
dans g’ sera dit croissant si poux x , y ~ g :

(2) x  y entraîne 03C6 (x)  03C6 (y) .
Si g est un groupe ordonné on voit facilement que 1’ homomorphisme croissant

i s6 factorise En l’ application canonique dE i: sur le groupe ordonné asso-

cié G Et cn homomorphisme croissant de G dans g 
# 

.

Si Gr ost lo groupe, ordonné associé à g’, ls produit de 03C6 6t do l’appli.
cation canonique ds g’ 

1 

sur G’ est encore un homomorphisme croissant ds cr’
..> J

dans G t 
. On cn déduit le diagramme de compatibilité :

Soit ~ un homomorphisme croissant du groupe préordonné ~f sur le groupe
préordonné g’ . Soit 0’ l’ensemble des entiers de g’ . 01 = 03C6-1 (0’) est

un certain sous-semi-groupe de  qui contient 0 . Ce semi-groupe 0.. définit

sur 03B1 une nouvelle structure de groupe préordonné g1 dont le groupe ordonné

associé est G. ~ ~ i~~i ~ ~7 ) * On voit facilement que G. est un groupe

ordonné isomorphe au groupe ordonné associé à C(~

Réciproquement, si on se donne un semi-groupe °1 qui contient 0 ce

semi-groupe définit sur g une nouvelle structure de groupe préordonné g1
et Inapplication identique sur ~. est croissante. On en déduit un

homomorphisme croissant de  sur G. 
. ~ ~ 

THEOREME 1 . - Les homomorphismes croissants de g sur des groupes ordonnés

correspondant biunivoquement aux sous-semi-groupes de /Y qui contiennent 0 .

A l’homomorphisme croissant 03C6 de g sur le groupe ordonné G’ correspond
le semi-groupe 03C6-1 (G’) o Au semi-groupe 0. contenant 0 correspond
l’homomorphisme canonique sur le groupe ordonné ’’~/(0.r! o7 ) ~

Dans le cas = G est un groupe ordonnée on voit que le noyau de ~-p
est nul si et seulement si 0. ~ l 0. == ~1 ~ .En ce cas G’ sera le groupe
G mais muni d’une structure d’ordre plus fine. G’ sera dit alors

un affinement d6 G. Une étude systématique des affinements d’un groupe ordon-
né permet d’arriver au théorème 12 sans se servir do la notion de système de



r-idéaux (on pourra consult’er à cc sujet le mémoire de DIEUDONNÉ).
Etant donné un groupe préordonné g , une valuation v de g sera dite

Compatible avec sa structure d’ si et seulement si 6116 définit Un homo-

morphisme croissant de q sur un groupe totalement ordonné. On a alors S

, , 

’~’’

THEOREME 2 . - L6s valuations d6 g compatibles avec sa, structure j’orjr6_

correspondent biunivoquement ,qçx sous-semi-groupes de, valuation ç ui con...

tiennent Ô o 

’

Par la suite les valuations d’un groupe préordonné qui seront considérées

seront touj ours compatibles avec sa structure 4’ordre. Nous n6 le répéterons pas

chaque fois et quand nous parlerons d’une valuation de (j il faudra entendre

"valuation compatible ;avec sa structure d’ordre". On voit aisément que si

(v) ~ I 6st un ensemble de valuation de  j et si pour chaque L , I , °i

désigne 1a semi-groupe de valua.tion correspondant à v , une condition néces-

saire et. suffisante pour qus la condition (1 ) s6 trouve réalisée est que
o = 

COROLLAIRE du théorème 2 . - Plonger le groupe G y£ produit de 

totalement ordonnés revi*nt à représenter le semi-groupe d6s entiers de ,’f
- -.- - - .. -...-.>,---... , - -... - - ..m- -..- - -.. - - . - -,-. 

- --- -... 
-. -.- 

- . w

comme intersection _§6 semi-groupes de valuations.
S étant un ensemble multiplicativement clos de :g , on désigne par OS

w

le sous-ensemble de £i ainsi défini :
~-~

(3 ) x é 0s ~ ?j a = 0 et s ~ S avec x = as-1

°s est Un sous-semi-groupe de .j qui contient ° .

, ,

THEOREME 3 . - Si 0’ cst un sous-semi-groupe de g gui contient 0 , ù
existe un sous-ensemble 5 multiplicativement clos de 03B1 tel ue 0’ = 0S .

Il suffit pour le voir de prendre pour S l’ensemble des inverses des

éléments de 0’ .

Etant donnés Un système de r-idéaux défini sur Îj et Un r-idéal premier

+ , 
* °  i ’ on °s * ° 1 .

2 , ga§ § ’ un groupe réticulé.

Etudions d’abord le cas où 16 groups ordonné associé à rjj est réticulé. On

dira aussi que jj’ est préréticulé. Si a , b t 11§ , mf(a , b) et sup(a, b)
sont définis à une unité près de >( e



G étant réticulée un sous-groupe H de G est dit propre ou coréticulé si

x , y ~ H -~ y) (ceci entraîne également y) 

Un sous-groupe de G peut être réticulé sans être propre.

G et G’ étant deux groupes réticulés, un homomorphisme ~ de G dans G’

est dit propre ou coréticulé si 03C6(inf(x , y)) = infl( 1f (X) , 03C6(y)) . Un homo-
morphisme propre est nécessairement croissant. Définïtiomoga6s pour’.) .

Nous nous proposons dans ce paragraphe de montrer que tout groupe réticule

peut être considéré comme un sous-groupe propre d’un produit de groupes tota-

lement ordonnés. Soit ~ = TT r un produit de groupes totalement ordonnés
l 

’"

et G un sous-groupe réticulé de r . Soit v la valuation de G correspond

dant à L.. On voit à partir des définitions que la condition nécessaire et

suffisante pour que G soit un sous-groupe propre de r est que pour tout

I ~ v soit un homomorphisme propre de G.

Etant donnés un groupe préréticulé un sous-seni-groupe 0’ de g conte-

nant 0 et l’homomorphisme croissant 03C6 de G sur o(/0’ n 0’ nous

allons chercher les conditions pour que r soit totalement ordonné et que 03C6
soit propre. Les théorèmes 4 et 5 répondent à ces questions :

~ ~

THEOREME 4. - La condition nécessaire et suffisante pour que F soit réticulé

et ; un homomorphisme propre est qu’il existe un sous-ensemble 
S d6 0 qui

soit multiplicativement clos et tel que 0’ = Og .
Pour simplifier les notations on va supposer dans les démonstrations dos

théorèmes 4 et 5 que C( = G . Ceci ne change évidemment rien aux résultats.

Nécessité. - Soit H le noyau H est un sous-groupe propre de G.

Soit S =s H fi 0 . S est un sous-ensemble multiplicativement clos de 0 .

Montrons que 0’ = Oq a 0~ r est ainsi défini :

(4) " 0’ ~~ 

0~ . 3 a ~ 0 ~ s ~ S = S . Donc ~(x) = ; ~ = ~(a) ~1
et x 6 0’ .

Soit x ~0 . ~(x)~l -~inf(~(x) ~ étant propre,



Comme inf(x , 1)~1 ,

D’autre part a = sup(x , 1) ~ 0 . Comme x = inf(x , 1) sup(x , 1) on en

déduit 

Suffisance. - Soit S un sous-ensemble multiplicativement clos de a .

Montrons d’abord que :

Si a~ b e0~ ~S avec x=2014~ 
. 

ov

Conne S  o , at, bx e 0 et in£(at , bs ) t 0 , st é S et inf(x , y) é 0~ .
Mais alors

ce qui équivaut, diaprés (5) à

On voit alors que existe et est égal à ~~ ~ ~
d’où le théorème.

THEOREME 5. - La condition nécessaire et suffisante pour soit totale-

nent ordonné Et un homomorphisme propre est qu’il existe un t-idéal re-

mier  de 0 tel que 0’ = 0  .
Gardons les mêmes notations qu’au théorème 4.

Nécessité. - Soit S défini comme dans la nécessité du théorème 4 et soit P
le complémentaire de S dans 0 . Montrons que p est un t-idéal 1 f est
défini simplement par :

En effet ~ 03C6(x) , 03C6(y) > 1 , et 03C6 étant propre,



Donc inf(x , y ) ~ ~? .

En effet ~(x) ~ 1 ~ ~ (a) ~ 1 entraînent ~ (ax) ~ 1 .

Ceci posé = ~+ ~ Parcourt l’ensemble des sOnS-6ns6nbles finis

(al’ ... , a ) . Puisque G est réticulée

1~.= ... , a ) ~ or d’après (7), ... , et diaprés (s)

CP . Donc Pt = P est un t-idéal qui est premier puisque S est multi-

plicativement clos.

Suffisance. - Remarquons d’abord que :

(9) ~(x)~l s ~S avec 

En effet si x = ~1 = 1 entraînent ~1 . Si

on avait 03C6(x) = 1 , 5 a ~ 0 , t ~ S avec x = t a =p s et st = pa . Mais
st ’ S et montrent que ceci n’est pas possible.

Réciproquement si 03C6(x) > 1 , x ~ 0S et a ~ 0 , s~S avec 

Mais on ne peut avoir a ~S sans cela ~(x) = 1 , donc a~:t..
Ceci posé le théorème 4 montre que  est réticulé et que l’application 03C6

est propre. Montrons que r est totalement ordonné. Si f n’était pas totalement

ordonné il existerait deux éléments entiers et tels que

~=inf(~ ~ ~) ~ ~~ ~ .Posons ~/= ~~"~ et ~== j~~~.. ~’sont
deux éléments entiers de 1°° , différents de 1 et tels que inf(~’ ~ = 1 .

Or si ~’ 
1 

= ’{(x) ~ p~ q~~ ~ s ~ t  S avec x ==ps~ ~
y et = 

Mais pt ~ qs entraînent puisque ~ est un t-idéal, inf(pt , qs) ~~ ~
et 6n vertu de (9), ’1’ (inf(x , y)) ~"1 ~ d’où une contradiction. Le corollaire
du théorème 2, le théorème 4 et la remarque faite au début do ce paragraphe
montrent que pour qu’un groupe réticulé G soit réalisable comme sous-groupe

propre d’un produit de groupes totalement ordonnés ~ = "~ il faut et
"

il suffit qu’a chaque indice ~ corresponde un t-idéal premier tel que
F soit isomorphe à ~/(0~ 00 ) et que = 0 . 
" ~ ~~ -’ ~ 



~ ~

Si G est un groupe préréticulé et (P0)~I ’un ensemble

de t-idéaux premiers de g (différents de 0) tel que tout élément de g
strictement supérieur à 1 soit contenu dans un il existe un isomorphis-

me propre de G dans r= Tr ~ _ avec 
t L~

! V

I1 suffit de montrer que ~~ Q ~ yB == 0 .
~u

Si x ~ 0 , soit y un plus grand commun diviseur de x et 

donc y-1 > 1 avec v0 la valuation de 03B1 corres-

pondante.

donc et 0 ~ ~ On a donc bien ~ ~ 0~ = 0 .~ ~ i~ t~
Si > 1 ~ (a) est un t-idéal différent Le corollaire 1 de

théorème 16) montre donc qu’il existe un t-idéal premier maximal P tel
que (a)~P . Par suite l’ensemble de tous les t-idéaux premiers maximaux de

o répond aux conditions du théorème 6 et on a le :

~ ~

. THEOREME 7 Tout groupe réticulé peut être considéré comme un

sous-groupe propre d’un produit de groupes totalement ordonnas

REMARQUE. - Si G est un groupe réticulé non totalement ordonné et si  est

un groupe totalement ordonné qui soit un affinement de G , l’application iden-

tique 03C6 de G sur F ne peut être propre : Soit en effet a , b avec

a , b F inf(a. , b) . On a par exemple

lu méthode des affinements, si elle permet de plonger tout groupe réticulé
dans un produit de groupes totalement ordonnés, n6 permet donc pas de le faire
d’une manière propre .

3 . Cas d’un groupe quelconque.

f0{ étant un groupe préordonné quelconque et G son groupe ordonné associée
nous voulons chercher un ensemble de seni-groupes de valuation (0)(~-r
d6 j tel que 0 =, 0 désignant l’ensemble des entiers 

Si on se donne un système de r-idéaux de caractère fini un sur-

semi-groupe 0 de 0 est dit r-semi-groupe si et seulement si



Puisque le r-système est de caractère fini, cette condition équivaut à :

Une valuation vide fe( est dite une r-valuation si le seni-groupe 0’ asso-

cié à v est un r-semi-groupe. On voit que pour qu’il en soit il faut

et il suffit que :

Il est facile de voir que dans le cas où il existe un corps K et un ordre A

de K tel que K* = g et A* = 0 , les d-semi-groupes de K* correspondent
biunivoquement aux sur-anneaux de A (contenus dans K) et que les d’évaluations

sont les valuations au sens habituel telles que

Tout sur-semi-groupe de 0 est évidemment un 

~ ~

THEOREME 8. - Si 03B1 est un groupe réticulé toute valuation propre est

une t-valuation et réciproquement.

Soit v une valuation propre de g , v(a1) , ... , V(an)  1 et

x ~(a~ ~ ... ~ 

Soit a = inf(a. ~...~a). Puisque v est propre, v(a) "?1 ~ et conne

... , a ).== (a) , x a et v(x) 1 . Donc v est bien une 

tion.

Réciproquement soit v une t-valuation Soient x , On a

par exemple v(x) ~ v(y) . Conne v est une t-valuation, v(yx-1)  1 et

v(l ) ~1 entraient

v est bien propre.

Nous allons chercher s’il existe un ensemble (0’) Í - de r-semi-groupesL’ 

do valuation tel que  0 = 0 .
Dans le cas des idéaux de Dedekind on sait diaprés un théorème dE Krull que

l’anneau A est intersection d’anneaux dE valuation si et seulement si il est

entièrement clos dans K , c’est-à-dire d-clos. Nous allons montrer plus généra--
lement que si le groupe préordonné est r-clos, 0 est intersection de



r-semi-groupes de valuation.

Soit G lE groupE ordonné associé à g . Nous allons plonger G dans un

groups réticulé  tsl les r-semi-groupes dE valuation de G correspon-

dent biunivoquement aux vaJ.uations propres de  .

Soit donc g r-clos . Les r-idéaux dE g nc forment pas en général un

semi-groupe, mais on va introduire un nouveau système de caractère fini, les
r -système, tsl que les ra-idéaux forment un semi-groupe. Soitr ; r .. . ~. R .~t, ~ ~,. ... = a~ ~ ~ on ~.~.r .

Montrons qu’on définit bien ainsi un système d’idéaux finis.

1~ On a évidemment ~ ~ 
r~ 

(il suffit de prendre C 
r 

== 0)~

2° Soit 03B1 = {a1 , ... , an}~ br * a. e b ra implique qu’il existe un

(i)r tel ai r(i).
Soit 03BEp le r-idéal fini

On a 
r 

; h x ~ r donc :

Soit x ~ -~ . Par définition ) 0 fini avec x 0 c..~ x o ~
r r r r r

Mais alors en vertu de (l4)p x( c x x (o x y ) et xe b *

Par suite 03B1 c bra ~ 03B1 ~ bra

3° x ~ (a) 
ra 
~ ~ o

r 
fini avec x or 

" ~ (a) or , mais puisque g est

r-clos, en vertu (iu. théorème 6 de x C C (a)c r équivaut à x ~ (a)
donc (a) = 

a



~ ~

THEOREME 9. - Si C( est r-clos la permet de définir un système
d’idéaux. 

’

On voit à partir des définitions que le ra-système coïncide avec le r-système
si et seulement si les r-idéaux finis forment un semi-groupe (propriété r-03B3).
De plus on a toujours ~ ~~ .

a

COROLLAIRE. - Le r -système est moins fin que lo r-système.

en effet (&#x26;L ) c: (03B1ra)ra = 03B1ra .
, , 

a a a a.

THEOREME 10. -’ les finis forment un 

Pour cela on va montrer le lemme suivant.

Etant donné un système de finis ~ la propriété r~-~ est

équivalente à la condition : pour tout couple ~ ~ ~ ~ de 
o r’ C br’  or’ entraine br’ .
En vertu du théorème 5 de T.I.A, on voit immé’diatement que si la propriété

r’-  est vérifiée, cette dernière condition se trouve également vérifiée. En
vertu de ce même théorème il suffit de montrer que si cette condition se trouve

vérifiée, 03B1r, x C ~br,  or, implique 03B1r,

03B1r, ,  ~ r,c br, " cr, entraîne x r, ~br,  o y ou  r’ ~ (b x-1)r, x c r,
donc par hypothèse 1 ~ (bx") , ou x ~ br’ et 03B1r ’ ~ br’ .

Passons maintenant à la démonstration du théorème :

Il suffit en vertu du lemme de montrer que 
r 
~ b 

r 
x C 

r 
entraîne

1 ~ br .Soit br = (b1 , ... ,bn)r , cr = (c1 , ... , cm)r .On a donc ï
a a a a ’a

~1 ~ ’~ ~ ~1 ~ "’ ~i~j ~ " ~ 
a

On a vu plus haut (formule (14)) qu’il existait alors un r-idéal fini ? r toi

que :



et comme ~ r est un r-idéal fini ce.ci entraîne par définition

1 ~ (b1 , ... , b ) = b * D’où le théorème 10
i ’ 

r- a
Soit l’ensemble des r -idéaux finis. La correspondance a ~ (a) permet dea’

considérer le groupe G (groupe ordonné associé à ) comme plongé dans le semi-
groupe  . Le semi-groupe peut être plongé dans son groupe des quotients 
On vérifie sans difficulté que si

la relation X 1 ~ br 03B1ra défini t sur une structure d’ordre compa-

tible avec sa structure de groupe qui prolonge sur la structure il ordre do G ~

II est facile do voir que le groupe ordonné (5 est réticulé. Soient X , X’ e .
On peut supposer X et X’ rédui ts au même dénominateur : X = a u , X’=:2014 

1

~ ’ b
( .~ y ~ ~ b ~ ~) ~ On a alors

Le groupe réticulé sera dit le groupe fonctionnel attaché au r-système ou

r-groupe de Lorenzen. Le théorème 7 et la considération du groupe fonctionnel
montrent déjà que si  est G peut être plongé dans un produit de

groupes totalement Ordonnés*

On se propose maintenant de montrer le :

THÉORÈME 11. - Soit w) le groupe fonctionnel du groupe préordonné r-clos .
Les r-valuations et les valuations propres de se correspondent biuni-

voquement. Une r-valuation du groupe ordonné associé G est la restriction à

G de la valuation propre de correspondante.

Pour simplifier l’écriture nous supposerons C(= G .

Soient 0’ un de valuation de G et v la valuation corres-

pondante, 0’ est également 
En effet soient a1 , ... , a_ e 0’ et x ~ (a1 , ... , an)r . définition

~c.~***~c ~G avec

On peut supposer par exemple v(c1) ~v(c2) , ... , v(cm) ou :

c2 c1 , ... , cm c1 ~ 0’ . Par suite :



x(l ~ c~c~ ~ ...~ c~)~C(~ , ...B (1 , o~c~ ~ ... ~ 

Or puisque 0’ est un le r-idéal écrit au deuxième membre est

contenu dans 0 et 03B1 ’-0’ et O’ est bien un r-semi-groupe.
~a 

Ceci pose soit 03B1 == ... , a . Puisque v est une ra-valuation, pour tout
x ~ ~ 

r 
on a ... ~~n~ * Supposons les notations choisies do

sorte que v(a~) ~ v(a~) ~ ~. ~ ~n~ ~ on a donc x ~ 

L’ensemble v(03B1) admet donc un plus petit élément v(a1) . On posera
v(03B1) = v(a’i ) et cette valeur sera dite valeurs du r-idéal fini 03B1r *

l &#x26;à ~
et b 

ra 
sont deux ra-idéaux finis, vérifie immédiatement que :

Si v est une. r-valuation de « par le groupe totalement ordonné T et

si pour tout élément
~,

on pose = 

v 03B1 

a 

r la formule (17) montre que w est un homomorphisme de

ra
~~ ~~~ sur ~‘ ~ (16) montre que w ~ induit sur G l’application v et (18) montre

que ’~ ~ ~ = est donc une valuation propre de ~~ .

Toute r -évaluation de G par  se prolonge donc en une valuation propre de

G par. r . Cette prolongation ne peut sc faire que d’une seule manière : soit

w s une valuation propre de ~.r-~- par le groupe totalement ordonné ~ ~ qui induit

sur G la valuation = ~’ ~ ~ Soit



Soit = ( ’ . ~. ~ a i . Supposons v ( ~ ~- v( j ~ ~ ~. ~ v( ~ . Commer a a1 n r a ’~. ~ s‘n .

w’ est propre,

Montrons réciproquement qu’une valuation propre w de induit sur G une

r-valuation :

Si a. ~ ... ~ a ~G sont tels que ... ~w(a )~1 ~ et si
x ... , an)r , x ~ (a1 , ... , an)r . Soit a le plus grand commun

JL n r ~’ n r

diviseur de ... , an dans  . On a ax  a . Donc

w(x) ~ 1 montre que w induit bien sur G une r-valuation.

On a donc complètement démontré le théorème 11. Le théorème 8 montre aussi que :

COROLIAIRE 1. - LES r-sur-semi-groupes d6 valuation de g correspondent biuni-

voquoment aux t-sur-semi-groupes de valuations de 
.

COROLLAIRE 2. - est le semi-groupe des entiers do g est in-
tersection de ses r-sur-semi-groupes de valuation. 

C’est une conséquence immédiate des théorèmes 7, 8 et 11.

Ce corollaire donne une condition suffisante pour la résolution du problème

que nous posions au début de ce paragraphe. Dans 16 cas où le système d’idéaux
considéré est le d-système (idéaux ordinaires) KRULL a montré que c’était aussi

une condition nécessaire. C’est aussi uno condition nécessaire dans le cas du

On voit en effet qu’un groupe ordonné plongé dans un produit de

groupes totalement ordonnés est s-clos en se reportant au critère donné au

théorème 11 de T.I.A. : le groupe ordonné G est s-clos si et seulement si

tout élément x de G ~ tel qu’il existe un nombre entier n > 0 avec 1
est supérieur à 1 . D’où:

, ,

THEOREME 12 (Lorenzen-Dieudonné). - La condition nécessaire 6t suffisante

pour qu’un groupe ordonné G puisse être plongé dans un produit do groupes
totalement ordonnés est qu’il soit semi-clos.



4. b-idéaux.

Dans ce paragraphe nous considérons un groupe préordonné ~( muni d’un système
de r-idéaux de caractère fini et nous supposerons que or soit r-clos. L’en-

semble 0 des entiers de g est alors intersection de r-sur-semi-groupes de
valuation. Soit (0)~I l’ensemble de tous les r-sur-semi-groupes de valua-
tion qui contiennent 0 . Soit v la valuation de g correspondant au semi-
groupe 0v .

Associons à un sous-ensemble borné de g le sous-ensemble sb ainsi défini 1

(19) x~ ~~~pour chaque ~~1 ~ "~ a~~ avec ~.~(x)} .
Il est facile de voir que ceci définit un système d’idéaux sur 0( :

lo on a Ce C ~ b
2o Si ~. c b b
3~ pour tout ~~1 ~ ou v~(xa"~) ~ 1 ~ donc

0 et x ~ (a)  Comme (a) ~(a)~~ on a donc = (a) ~
40 On voit que OL .
On dit que le r-système est arithmétiquement utilisable s’il est confondu

avec le b-système.
~ ~

THEOREME 13. - est un groupe préréticulé le t-système est arithmétiq;ue-
ment utilisable. 

~ ’~~

En ce cas (v~)~~~ est l ensemble des valuations propres Soit ~
un sous-ensemble borné de 0( . Si al , ... , ~avec
x .~ ~ L~l . Supposons ~.~ ~ 
Comme x ~ 

... , a~) , ... , a~)) ~ 
Donc pour tout ~1 ~ avec Par suite CL ~
Si x ~ 6c~~ 1~ ~)~ .Soit b~ le t-idéal (x~ n0 .

Comme 1 ~ b.~ ~ le système multiplicativement clos S = ~1~ est tel que
S fl ~ = ~ , Donc (T.I.A. théorème 16) , il existe un t-idéal premier ~
tel que 1 ~Pt et bt ~Pt . Soit v la valuation propre correspond
dant à Comme (v)~I contient toutes les valuations propres 

avec existait a ~ 03B1 cavec v(x) >v(a) on aurait
xa" ~ 0 ~ ou = ~ avec b~0~ Mais alors on aurait
s = ax-1 b e contrairement à p x-1 03B1~0 . Donc x ~ 03B1b et on a



bien ’% *
, ,

THEOREME 14. - 9e système des b-idéaux est identique au système __gj_ 

Il suffit de le montrer pour le groupe ordonné G . Considérons G comme plon-

gé dans le groupe fonctionnel © . D ’ après le théorème 1 1 , 1’ ensemble 

de toutes les valuations propres de  induit l’ ensemble de toutes les

r-valuations de G . On voit par suite, à partir de la définition de 3Q , que
Si nous désignons Par le b-idéal engendré Par 03B1 dans fik :

Or en vertu du théorème 13~ ~ est un t-idéal de ~)~ Donc si x ~ o. ~
’~ a~~ .. ~ avec ..~ ~ et x ~~ ~ a).
nG== (a1 , ... , an)b . système des b-idéaux est de caractère fini.

Pour démontrer le théorème 14 il suffit de montrer que si a,~*..~a 6G~
... , a ) == (a1 , ... , an)b . Or si a est le plus grand commun divi-

a

seur de a~~ *~*~ a dans ~)~

le théorème. On en déduit le :

COROLLAIRE. - Le r-système est arithmétiquement utilisable si et seulement si

g vérifie la propriété r -  , c’est-à-dire si les r-iàéaux finis 

forment un semi-groupe.

REMARQUES. - On voit que si g est r-cios, les r -idéaux de G sont la

trace sur G des t-idéaux de ~:;; . "Dans le groupe fonctionnel tout r -idéal
fini de G devient principal".

Soient K un corps, A un ordre de ce groupe entièrement clos dans K , il~ r~ l ~

est possible de trouver un sur-corps K de K et un ordre A de K tel

que K ~ Ã = A , tel que les traces snr K des d -idéaux de K soient les

d-idéaux de K et tel que tout d-idéal fini de % soit principal. A est

dit anneau fonctionnel (de Kronecker) de A . Le groupe de divisibilité de K
par rapport à A est le groupe fonctionnel relatif au d-système du groupe .

préordonné K* .



Addenda à 

1$ L’ intersection de deux r-idéaux (faisant partie d’un système total) est en-
core un idéal de ce système*
Soient C.L et b deux r-idéaux, 03B1 

r 
ob 

r 
est borné, On peut donc consi-

03B1r ~ (03B1r~br)
De même br ~ (03B1r ~br)r. Donc 03B1r n br)(03B1r obr)r et par suite :

2. La condition nécessaire et suffisante pour u’ un rou e réordonné

g soit r-clos est que le semi-groupe des entiers de g soit intersection de

sur-semi-groupes de r-valuation.

On a vu (structure des groupes préordonnés, corollaire 2 du théorème 11) que
cette condition était nécessaire, Montrons qu’elle est suffisante.

Pour simplifier on va raisonner sur le groupe ordonné associé G. Soit G
+

l’ensemble des entiers de G. Supposons que G soit intersection de sur»
+

semi-groupes de r-valuations. Montrons que G est r-clos.

On peut considérer G comme plongé dans un produit de groupes to-"

talement Ordonnés, l’ homomorphisme v 
~, 

de G sur étant pour tout L ~ x

une r-valuation.

Il est facile de voir que l’on peut définir de la manière suivante un ensemble
dt idéaux finis G ( ensemble des 

On définit bien ainsi un système d’idéaux finis car s

1~ 6~ C ~c ~ si ~c est un sous-ensemble fini de ’G .

20 ~( b~ entraxe &#x26;~( b~
3~ (a)~ 3 x équivaut à : pour tout ~ ~ v~(x) ou 

Mais puisque G( r ~ ceci équivaut à xa"~ ~ G ou x t (a) ~ On a donc

(a)~ = (a)
40 On a arx = (a ~)~ .

~B ~

Montrons que -système est moins fin que le r-système. Soit un sous..

ensemble fini de G . Il faut montrer que Ce c. ’~ *
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Soit x ~ ~. et ~ ~ ? ... ~ a ~ . Puisque v est une an
r . ~ ns i

a

quel que soit  I , donc x ~ 03B103BB.

Montrons maintenant que G est 03BB-clos.

Soit ~~~ ~ ~ s’1 ~ ... , a n ~~~ f et x ~ G tel que x ~~ ~ ~.’~ il faut montrer que
ceci entra1ne x 1 . Soit I et supposons que la numérotation des indices
soit choisie de telle manière que :

x ~~.. permet d’écrire v ou v (x~ ~ 1 . Donc quel que
soit ! I . Par suite x ; G 

+ 
et G est bien "/B -clos. Conne on a

vu que le 03BB-système était moins fin que le r-système il suffit donc d’appli-
quer le théorème de monotonie ~T. LA..~ théorème ?~ pour voir que G est bien

r-clos.
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