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Exposé n° 4

IV, STRUCTURE DES GROUPES PREORDONNE'IS

par Paul JAFFARD

INTRODUCTIONe = Cet exposé fait suite au précédent (La théorie des idéaux
dtArtin, Priifer et Lorenzen)que nous désignerons par T.I.A.

Etant donnés le groups préordomné & , 0 (ou 3 ,) 1'ensenble des entiers
de & 4 6t G le groups ordonné associé, nous rappelons que O est dit seni-
g;ou}e de valuation si G est totalenent ordonné. L'application canonique
correspondante v de ¢f sur G est dite valuation de e

5i G n'est pas totalenent ordonné, nous allons chercher dans ce qui suit
4 1o plonger dans un produit direst ordomné de groupes totelement ordonnése
(BEtant donné un ensemble (r V)k eI de groupes totalement ordonnés, le produit
direct ordonné de ces groupes est le produit direct [ au sens habituel ordonné
par la relation x zy % (x_ > y, pour tout teI), [ est un groupe réticulé).
51 G est plongé dans un tel groupe T , si \?‘vdésigne 1'application canoni=-
que d¢ G dans [ et si on pose f]‘/ = ¥ _(G) , on voit que G est encore plongd
dans le produit direct des groupss "U( L&I) et que cette fois pour tout
v s G s'applique canoniquenent sur M'. Nous supposerons toujours désormais
qu'il en soit ainsi (on aura donc I = '"C = ‘fb(G)). On voit alors que l'appli-
cation canonique v, de O{ sur U (produit des applications canoniques de o
sur G et de G sur T ) est unc valuationde & o« Deplussi x,y €%

1) xzy & & =zv(y) pour tout LeI).

Réciproquenent si on se donne un ensenble (VL)L&I de valuations de o tel que
o

la relation (1) se trouve vérifide,ect sif est le groupe totalement ordonné

associé a la veluation Vv, s on voit que le groupe ordomné G associé 2 ¥

se trouve plongé dans le produit direct ordonné T1| (_ « ILe probléme qus nous
Lel

posons se ranéne donc & trouver un ensemble de valuation (vL)L er tel que la '
relation (1) se trouve satisfaite.



1, Homonorphismes croissantse

Etant donnes deux groupes préordonnés < et \:5 s Un honomorphisme « de Y
dans 0( sera dit croissant si pour X,y € ¥ 3

(2) X >y entraine p (x) =2 “f() »

Si A ‘est un groupe ordonné on voit facilement que 1l'homomorphisme croissant
¥ se factorise en l'application canoniqus de Yy sur le groupe ordonné asso-
cié G et on un houomorphisme croissant de G dans o "o

Si G' est le groupe ordonné associé a 4", le produit de ¥ et de 1'appli~
cation cancnique de -‘5(' sur G' est encors un hononorphisme croissant de <
dans G !' « On en déduit le diagramme de compatibilité

Soit  wun hononorphisme croissant du groupe préordonné f‘j sur 16 groupe
préordonné ‘J e Soit 0! 1'ensemble des entisrs ds ?(' . (f (O') est
un certain sous—scml—groupe de fj qui contient O o Ce sem—groupc 0 définit
sur « une nouvells structure de groupe préordonné g dont le groupe ordonné

s/

associé est G = 31/ (0, n O1 ) « On voit facilement que G, est un groupe

ordonné isomorphe au groupe ordomné associé & '

Réciproquenent, si on se donne un semi-groupe O1 de 7§ qui contient 0 ce
seni-groupe définit sur ¢ wune nouvelle structure de groupe préordonné o 1
et 1'application identique de % sur “«,l est croissante. On en déduit un

hononorphisne croissant de 3 sur (‘:1 .

/ AN
THEOREME 1o = Les homomorphismes croissants de o sur des groupes ordonnés

correspondant biunivoquenent aux sous—semi-groupes de .',y qui contiennent O .

A 1'honomorphlsnc croissant kf de ’\ sur le groupe ordonné G' correspond
le seni-groupe \f (G') o Au seni-groupe O contenant O correspond
1'hononorphisne canonique de 3 sur le groupe ordonné X / (O N 01 ) o

Dens le cas ot ™ =G est un vroupc ordonné, on voit que le noyau de P
est nul si et seulement si 0O, a 0 = {1} e En ce cas G' sera le groupe
G lui-méne, mais nuni dtune structure d'crdre plus fines G' sera dit alors
un affinenent de G o Une étude systénatique des affinements d'un groupe ordon-
né pernet dlarriver au théoréme 12 sans se servir de la notion de systéme de
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r-idéaux (on pourra consulter & ce sujet le némoire de DIEUDONl\Ef:).

Etant donné un groupe préordonné 5 5 une valuation v de i sera dite
compatible avec sa structure d'ordre si et seulement si elle définit un homo-
morphisne croissant de < sur un groupe totalement ordonné. On a alors 3

s \

THEOREME 2+ - Les valuations de conpatibles avec sa structure d'ordre

correspondent biunivoquement aux sous-semi-groupes de valuation de & qui con-

tiennent O o

Par la suite les valuations d'un groupe préordonné qui seront considérées
seront toujours compatibles avec sa structure d'ordre. Hous ne le répéterons pas
chaque fois et quand nous parlerons d'une valuation de =t 1l faudra entendre
Ngaluation compatible.avec sa structure d'ordre". On voit aisénent que si
(v")L ¢ ©st un ensenble de valuation ds ¢ et si pour chaque \ & I, 0,
désigne le semi-groupe de valuation correspondant & v , une condition néces-
saire et suffisante pour que la condition (1) se trouve réalisée est que

0= L@Iob'

COROLIAIRE du théoréme 2. = Plonger le groupe G dans un produit de groupes

totalement ordonnds revient & rcprésenter le seni-groups des entiers de 7
L%

corme intersection de semi-groupes de valuationse

S 4tant un ensemble mmltiplicativement clos de = , on désigne par OS
A
le sous-ensenble de ‘C{j ainsi défini

3) xc0 z=> J acO ot seS ave x=as"
0S est un sous=seni-groupe de '5 qui contient O .

THEOREME 3. - S1 O' est un sous-seui-groupe de & qui contient 0 , il

existe un sous-ensemble S rmultiplicativement clos de ¢ tel que 0! =0y o

=

I1 suffit pour le voir de prendre pour S l'ensenble des inverses des
éléments de 0! .

Etant donnés un systéne de r-idéaux défini sur o et un r-idéal prenier
pssi 8=0 A { ¥ on pose Oy =0% .

2+ Cas d'un groupe réticulé.

Etudions d'abord le cas oh lc groupe ordonné associé & <f est réticulés On
dira aussi que % est préréticuldé. Si a , be i , inf(a , b) et sup(a , b)
sont définis & unc unité pres de 9 .
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G &tant réticulé, un sous-groupe H de G est dit propre ou coréticulé si
x,y<H => inf(x , y) «H (cocl entraine également sup(x , y) ¢H) o

Un sous=groupe de G peut &tre réticulé sans &tre propre.

G et G' étant deux groupss réticulés, un homonorphisnme i de G dans G!
est dit propre ou poréticulé si ¢(inf(x , y)) = inf(«f(x) ’ \f(y)) « Un hono-
norphisne propre est nécessairenment croissant. Définitionsanalogues pour % e

Nous nous proposons dans ce paragpaphe de montrer que tout groupe réticulé
peut 8tre considéré comme un sous-groupe propre d'un produit de groupes tota-

lenent ordonnéss Soit T = TT r un produit de groupes totalement ordonnés
ter

et G un sous-groupe réticulé de © .+ Soit v la valuation de G correspone
dant & ¢ « On voit 3 partir des définitions que la condition nécessaire et

suffisante pour que G soit un sous-groupe propre de I est que pour tout

Lve«I, v, soitun horomorphisne propre de G o

Etant donnés un groupe préréticulé Cjy un sous-seni-groupe 0! de ¥ conte~-
nant O et 1l'homomorphisme croissant ‘¢ de G sur (.‘,g /ot n 0" nous
allons chercher les conditions pour que I soit totalement ordonné et que ‘¢
Soit propre. Les théorémes 4 et 5 répondent & ces questions @

\

THEOREME 4o = Le condition nécessaire et suffisante pour que F soit réticulé

st ¢ w hononorphisme propre est qu'il existe un sous-ensemble S5 de 0 qui
soit multiplicativenent clos et tel que O' =0y o

Pour sinplificr les notations on va supposer dans les dénonstrations des

théorémes 4 et 5 que ©{ =G o Ceci ne change éviderment rien aux résultats.

Nécessitée = Soit H le noyau de @ » H est un sous—groupe propre de G o
Soit S=HNO . S est un sous~ensenble nultiplicativenent clos de O «

Montrons que O' =0q4 o 0! est ainsi défini s
(4) ' x €0 =2 f(x) 21 .

R e R _a _ ‘fla) _
Soit x € 0 Jac0, s€S avec x =7 o Done tf(x) —.-?2‘;}-\(«(&)21
et x 0! ,

Soit x €0« Y(x)z1=>inf(y(x), 1) =1, Mais ¢ étant propre,

y(nf(x , 1)) =inf(¢ (x) , 1) =1

et
inf(x , 1) €H .



Corme inf(x , 1)<1,
s = (inflx , 1)) €HNO =8 .

D'autre pert a =sup(x , 1) €0 . Comme x =inf(x , 1) sup(x , 1) onen
déduit x =% 04 .

Suffisancee - Soit S un sous-ensenble rultiplicativement clos de O
Montrons d'abord que $

(5) X,y €0g—>rinf(x, y)c0q o
51 x,yc0q, da,be0, 8,t S avec x=§-, y:%.fslors
inf(at , bs)
inf(x’y)“ st

Come S8<0, at,bs €O et inf(at , bs) €0 o st €S et inf(x, y) €0g »
Mais alors
$z) € 4, () —=> £, Zcqq

ce qui équivaut, d'aprés (5) a

ou .
¥(z) £9@nf(x, y)) »
On voit alors que inf(¢(x) ,p(y)) existe et est égal 3  (inf(x, y)),
d'ol le théoréne.

THEOREME 5. = La condition nécessaire et suffisante pour que U soit totale=
nent ordonné et P un honomorphisme propre est qu'il existe un t-idéal pre-
nier sp ds O tel que O' =09,

Gardons les mémes notations qutau théorémes 4.

Nécessitée =~ Soit S défini comme dans la nécessité du théoréms 4 et soit %)
le complémentaire ds S dans O . Montrons que P est un t-1déal 3 ¥ est
défini simplement par

(6) x Lperp(x) =1 .
Ona s ‘
(7) ‘ X,ye¢p —>inf(x, y) €P .

En effet x, ycft —> ¥(x), Y(y) >1, et P étant proprs,

kf(inf(x ’ Y)) =ini‘(‘{/(x) » \f(y)) >1
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Donc inf(x , y)q; .
(8) x ¢p et at0—>axcyp
En effet (x) >1, ¢(a) >1 entratnent (ax)>1 .

Cecl posé g = Y{E”* ka % ol . parcourt l'ensemble des sous-ensembles finis
de Y o Soit = (a; 5 eeey a )« Puisque G est réticuld,
M, =inf(a; 5 eee y 2 ), or d'aprds (7), infla; , «ee p 2 )ep ot dlaprés (8)
Yig Cf e Done ¥y o= P est un t-idéal qui est premier puisque S est rmlti-
plicativenent close

Suffisancees =~ Remarquons dtabord que $

(9) Y(x) 1 = "p ¢y, s €5 avec x:--ps"'1 .

En effet si x = ps-'1 s (@) =1 et y(s) =1 entrafnent ¥(x) =1 .81
on avait ¥(x) =1, Jae0, t &5 avec x=£'-=£- et st = pa o Mais
st €S et pac .Jr”) nontrent que ceci n'est pas possiblce

Réciproquement s1 ¥ (x) =1, x €0y et a €0, s&S avec x=as" ,

Mais on ne peut avoir a =8 sans cela (x) =1, donc a ey,

Ceci posé le théoréme 4 montre qus ™ est réticulé et qus l'application ¥
6st propres Montrons que [ est totalement ordonné. Si { n'était pas totalement
ordonné il existerait deux éléments entisrs X et f‘f= de T %els que

¥ =inf(x , 2) £ 2, /> « Posons = r’\‘é,_l 6t (5 = F’?ﬁ‘l.. x'et ' sont
dsux élénents entiers de ' , Aifférents de 1 et tels que inf(«x', ') =1 o
Or si 0< = f(x), f'=9Y@)y, T P, €y, s,t eSS awec X = ps ’
y—qt et inf(wx'y (') =‘f(inf(x,y))=1.0r

inf(x , y) = j_nf(ps"l , qt"l) - lnf(p:t’ as)

Mais pt , gs €y entrafnent puisque ¥ est un t-idéal, inf(pt , gs) ¢ ,
et en vertu de (9), ¢ (inf(x, y)) >1 , d'oh une contradiction. Le corollaire
du théoréme 2, le théoréme 4 et la remarque faite au début de ce paragraphe
montrent que pour qu'un groupe réticulé G soit réalimable comme Sous-groupe

propre d'un produit de groupes totalement ordomnnds ' = TT T 11 faut et
Le T
il suffit quta chaque indice comSponde un t-idéal premier \{k tel que
T, soit isomorphe & 6(/(0{) (‘\0?‘ ) et que /) O’T =0,
" v
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’ A

THEOREME 6 - Si G est un groupe préréticuld et qau ) I
de t-idéaux premiers de ¢ (aifférents de 0) tel que tout &élément de q

un cnscrible

strictement supéricur & 1 soit contecnu dans un des ,\F s il existe un isonorphis=-
v

me propre d6 G dang T = TT [ avec
LeI v

T ¥ -1
-f:g/(o>!¢<b noy ) e

‘ N
Il suffit de montrer que 1 O, =0 . v
Si x €0, soit y un plus grand corymn diviseur d& x et ds 1 o y <1
done y'“l >1 et 4 wc¢I avee 0 y-l . Soit v la valuation de ¢f corres-

pondante .
inf(v (x) , v (1)) =v_(inf(x, 1)) =v (y) =1,

done v (x)<1 et X2 OX: o Onadonecbien ¢\ 0y, =0
v ” %‘« e R )
Si “¥=za>1, (a) estun t-idéal différent ds % o Le corollaire 1 de

(TeI.ho, théordme 16) montre donc qu'il existe un t-iddal prerier maximal X tel
que (a)<¥ o Par suite 1l'ensemblc de tous les t-idéaux premiers maximoux de

0 répond aux conditions du théoréne 6 ct on a le ¢

- THEOREME 7 (Lowenzem)s = Tout groupe réticulé peut &tre considéré corme un

sous-groupe propre d'un produit de groupes totalenent ordonnése

REMARQUE. -~ Si G est un groupe réticulé non totalcnent ordonné et si ( est
un groupe totalement ordonné qui soit un affinenent de G , 1l'application iden-

tique 2’ ds G sur [ ne peut €tre propre 3 Soit en cffet a , b <G avec
a,b#inf(a , b) « On a par exemple

yla) =inf(¢(a) , (b)) # plinc(a , b)) »
Ia néthode des affinements, si elle permet de plonger tout groupe réticulé
dans un produit de groupes totalement ordonnés, ne permet donc pasde le faire

d'une manidre propree

3+ Cas d'un groupe quelconques

125 étant un groupe préordonné quelconque ¢t G son groupe ordonné associé,
nous voulons chercher un ensemble de semi-groupcs de valuation (O u) LeT
de & tel que O= ()0, , O désignant 1l'cnsenble des entiers de ¥

51 on se donne un systéme de r-idéaux de caractére fini sur < , un sur-
semi-groupe O0' de¢ O est dit r-semi-groupe si et seulenent si

(10) . XK, GOV -’-}air o,



4~08
Puisque le r-systéme cst de caractére fini, cette condition équivaut a 3

Une valuation vide ©f est dite une r-valuation si le semi-groupe O! asso=
cié & v est un re-semi-groupee. On voit que pour qu'il en soit einsi il faut
et 11 suffit que ¢ '
(11) v(al) y see v(an) 21 et x¢€ (a1 s see an)r-—}v(x)tzl .
I1 est facile de voir que dans le cas ou il existe un corps K et un ordre L
de K tel que k¥ = o et IRl y 168 d-seni-groupes de Kt correspondent
biunivoquement aux sur-anncaux de A (contenus dans K) et que les d=valuations
sont les valuations au sens habituel (c'est-a~dire teclles que

v(x +y) 2inf(v(x) , v{y)) ) .

Tout sur-semi-groupe de 0 est évidemment un s—seni-groupece

7 \

THEOREME 8. - 51 ¢ est un groupe réticulé toute valuation propre de <« est

une t-valuation et réciproquenente

Soit v une valuation propre de & , v(a;) 5 eee, v(an) 21 et
x €(ay 5 ooy ).

Soit a =:'Lnf(al s o0e an) « Puisque v est proprs, v(a) 21 , et comme
() 5 eeepa) =(a), x>a et v(x) 21 .Donc v est bien une t~valua-
tion.

Réciproquement soit v wune t-valuation de R Soient x , y ¢ e On a
par exenple v(x) =v(y) . Corme v est une t-valuation, v(yx ) =1 et
v(l) 21 entratvent

v(ing(l , yx)) = 1
ou

v(inf(x , y)) = v(x) = inf(v(x) , v(y))
v &8t bien propre.

Nous allons chercher s'!il existe un ensenble (OL), eI de r-semi~groupes

i
.

de valuation tel qus { 0 =0
.

" Dans le cas des idéaux de Dedekind on sait d'aprés uh théoréme de Krull que
l'anneau A est intersection dtanneaux de valuation si et sculement si il est
entiérement clos dans K , c'est-d-dire d-clos. Nous allons nontrer plus généra-
lenent que si le groupe préordomné est r-clos, O est intersection de
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r-seni-groupes de valuation.

Soit G 1le groupe ordonné associé & & o Nous allons plongsr G dans un

groupe réticuld (& tel que les resemi~-groupes de valuation de G correspon=
dent biunivoquenent aux valuations propres de ()

Soit done o r-clos. Ies r-idéaux de * ne forment pas en général un
seni-groupé, mais on va introduire un nouveau systéns de caractére fini, les
-systéme, tel que les r, ~idéaux forment un seni-groupe. Soit

( = )
1 a 10 see 4 8 (o On de finit ainsi QLI‘ H
a

Ta
o =

(13) x e, & un r-idéal finl O avec X O C %, x T
a

Montrons qu'on définit bien ainsi un systéme d'idéaux finis.

1° On a évidemment < o, (11 suffit de prendre © o F 0)e
a
20 Soit =% = {al g eoc o an)/ c‘b o 3y & b, inplique qu'il existe un
reidéel £ind T tel qus 8 (-") W7
T Sp *Sp
Soit :r le r~idéal fini
L (1 -
ar g 8
a,) ¥ _ <k T ‘ :
On a (i)>r<hr><§r donec
(14) Z S S
Soit x ¢ ra o Par définition L“r fini avec x © »C “’r x -:tr .
Mais alors en vertu de (14), x(tr x fr)c LA’r x (c:r X 'gr) et x € bra R
Par suite “iC br — r;t,r ok
a a Ta
3° x € (a), — 4 ¢, fini avec x 2 _C (a) 2, » mais puisque @ est

a
r-clos, cn vertu du théorims 6 ds TeIehe, x T C (a)i:r dquivaut 3 x ¢ (2)
donc (za.)r = (a) »
a
“l "'—‘»3 Fad ] Iy

4° X ca & TEx ¢ g, &1 ¢ find
T &y r
a a
avec
-l N
xa o Mo% £ &FAC fini
bp C%p rS "V
avec
(& ) x e (aa)
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Donc

a o = (a 20
Ta Ta
’ \
THEOREME 9¢ = Si ¢( est r=-clos la ra-opération pernet de définir un systéms

d 'i _déaUJCo

On voit & pertir des definitions que le ra-systéme coincide avec le r-systéne

si et seulenment si les r-idéaux finis forment un semi-groupe (propriété r-¥).

De plus on a toujours & _ ¢ % _ .
T r,

COROLLAIRE. = Le ra-systéme est moins fin que lo re=systéme.

i

On a en effet (ac_ ). c (w_ ) A e
r'r r,'r, T,

.

THEOREME 10, = Les ré-:&dé&ux finis forment un seni-groups .

Pour cela on va nontrer le lerme suivante

IEME. - Etant domné un systéne de rf-idéaux finis, la propriété r'-) est

équivalents 3 la condition & pour tout couple b'r"’ S 4 s r'-ddéoux,
¢ pr K ’br, X 5oy entrafne 1 € br' .

En vertu du théorene 5 de Telehe on voit immédiatenent que si la propriété
r'= ¥ est vérifiée, cette derniére condition se trouve également vérifide. En
vertu de ce méne théoréme il suffit de montrer que si cette condition se trouve
vérifide, o, x C, b, x ¢, implique o, b, «Soit xe :x,r,l.
gt X &by x €y entrafne x 3 ,Ch i xe oouw 2 e (bxT ), x€

N "'1 ,
donc par hypothése 1 € (lyx )r' ou x &b, et & ¢ br' .

Passons naintenant a la dénonstration du théoréns ¢

e

I1 suffit en vertu du lerme de nontrer que i‘,r < '“c‘/r x ";r cntraine
a

a a
1 éb’r e Soit br = (bl 9 vee bn)r » !?.r = (Cl g o0 Om)ra>c On a done ¢

a a a a
(01 9 cee Cm)r(.,(bl cl 9 eoe bi Cj 9 vee bn Cm)r "

On a vu plus haut (formule (14)) qu'il existait alors un r-idéal fini 3, tol
que ¢

(15) (Cl y o0 cm)r x gr (.(bl 01 9 cee bi cj 3 eee bn Cn)r x §r .

En posant _
70 = (Cl ? 0 cm)r.x Syt

(15) peut encore se lire 3 1 v by 5 eee, b)), x Ve
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et corme v €stun r-idéal fini ceci entraine par définition

- e,y T AN 'S |
Lc(by 5 eeey bn)ra = bra . D'od le théoréme 10.
Soit i 1l'ensemble des r, -iddaux finis. La correspondance a = (a) permet de

considérer le groupe G (groupe ordonné zssocié a & ) corme plongé dans le seni-
groupe “i\ o Le seni-groupe <4 peut 8tre plongé dans son groupe des quotients )
On vérifie sans difficulté que si

la relation X 21 = bk o o, définit sur () une structure d'ordre compa-

I
a a

tible avec sa structure de groupe qui prolonge sur (= la structure d'ordre de G
I1 est facile de voir que le grcupe ordenné 9 cst réticulée Soient X , X! & &
"

P
-
<

On peut supposer X et X' réduits au néne Aénoninateur ¢ X = -L-;ﬁ y XV = =
(ot y 2’y kb ed) o On a alors

inf(X , XV) =

. 12
Gl L

A

Le groupe réticulé i) sera dit le groupe fonctionnel attaché au r-systéne ou

r-groupe de Lorenzen. Le théordme 7 ot la considération du groupe fonctionnel

montrent déja que si <« est r-clos, G pcut &tre plongé dans un produit de
groupes totglement ordonnés.

On se propose naintenant de nmontrer le ¢

THEOREME 11. = Scit ‘v le groupe fonctionnel du groupe préordonné r-clos 2 e

Les r-valuations de <« ¢t les valuations propres de <%y se correspondent biuni-

voquenent. Une mp-valuation du groupe ordonné associé G est la restriction &

G de la valuation propre dc (i) corrcspondantee

Pour sinmplifier 1l'écriture nous supposerons w=G .

Soient 0! un regur-scii-iroupe de valuation de G et v la valuation corres-

pondante, O' est dgalenent un ra—seni-grouge.

En offet solent a; 5 ees y 8, € 0" ot x €(a; 5 o0v, an)ra « Par définition

4 ¢y s eee 50 €G avee
X(Cl 9 seey Cm)r < (a]. 9y see an)r X (Cl 9 cee g Cm)r .

On peut supposer par exenple v(c;) <v(cy) 5 «oe v(cm) ou 3
ey c'l"l s see 5 C, C € O' . Par suite :
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X ,0201 ,ooo’cm,cl rwal,...,anrx ,0201 ,...,cmclr
Or puisque O0' est un r=seni-groupe, le r-idéal écrit au deuxiéme membre est

contenu dans O!' et x £ 0' o Donc '&“r <0' et O'esthienun r -semi-groupée
a
Ceci posé soit X =a; 5 «es , a o Puisquc v est unc r, ~valustion, pour tout

x 2%, ona v(x) = inf(v(é.l) see ¥(a )) o Supposons les notations choisies de
a
sorte que v(al) ﬁv(az) ) see v(an) s onadone X — v(x) zv(al) .

a
L'ensemble v(r.) admet donc un plus petit élément v(al) « On posera
v( @, ) = v(al) ot cette valeur sera dite valeurs du r -idéal fini oy, -

a a
51 ~, et ls, sont deux r -idéaux finis, vérifie imnédiatement que $
a a

(16) v((a)) = v(a)

(17) v(a, x b )=v(wu_)vii_)
ra ra ra ra

(18) v(a, + b, ) =inf(v(a, ), v(b, )
a a a a

Si v est une r-valuation de G par le groupe totalement ordonné M et

si pour tout élément

X == €,
v(z‘;’,r ) a

on pose w(X) = 'ﬂ—'i)' la formule (17) montre que w est wn homomorphisme de
.
a

osur T o (16) montre que w  induit sur G 1'application v et (18) montre
que w(inf(X , ¥)) = inf(w(X) , w(¥)w est donc une valuation propre de VI
Toute ra-*valuation de G par  se prolonge donc en une valuation propre de
G par [ o Cette prolongation ne peut se faire que d'une seule maniére : soit
w! une valuation propre de .1’ par le groups totalement ordonné ¥ qui induit
sur G la valuation v(! C 7') . Soit
L
a

——

[

On a wt( o )
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Soit ".‘.’(ra = (al 9 wee o a.n)ra . SuppOSOIlS v(al) S_V(az) 9 see v(an) « Comme

W' est propre,

wi(e, ) = w(inf((a) 5 «ee (a,))) inf(u'(ay) 5 oo, wia)) =w'(a) = v(-b'ra)
a

et w'(X) = w(X) « En particulier I = ',

Montrons réciproquement qu'une valuation propre w de ‘@ induit sur G une
r-valuation ¢

Si @) 5 ees, 8 <G sont tels que w(ag) s eee g ula ) =1, ot si
x €(a; 5 oee, an)r y X < layy eeny an)ra « Soit a 1le plus grand commun
diviseur de &, , ses , &, dans <> « On a x >a « Done
wX)> w(a) = 1nf(w(al) s soe w(an)) =1 ,
w(x) > 1 montre que w induit bien sur G une r-valuation.

On a donc complétement démontré le théoréme 1l. Le théoréme 8 montre aussi que $

COROLLAIRE 1, = Les r—sur-semi-groupes de valuation de o correspondent biuni-
voquement aux t-sur-semi-groupes de valuetions de H)e

COROLIAIRE 2, = Si 1« est r-clos, le semi-groupe des entiers de e est in=
N o)

tersection de ses r-sur=semi-groupes de valuatione

C'est une conséquence immédiate des théorémes 7, 8 et 1l.

Ce corollaire donne une condition suffisante pour la résolution du probléme
que nous posions au début de ce paragraphee Dans le cas ou le systéme d'idéaux
considéré est le d-systéme (idéaux ordinaires) KRULL a montré que c'était aussi
une condition nécessairece Clest aussi uno condition nécessaire dans le cas du
s-systéme. On voit en effet qu'un groupe ordonné plongé dans un produit de
groupes totalement ordonnés est s-clos en se reportant au critére donné au
théoréme 11 de TelsAs ¢ le groupe ordonné G est s-clos si et seulement si
tout élément x de G , tel qu'il existe un nombre entier n >0 avce xn:w].)
est supérisur 3 1 + D'ol ¢

4

AY
THEOREME 12 (Lorenzen=Diecudonné). = La condition nécessaire et suffisante

pour qu'un groupe ordonné G puisse &trs plongé dans un produit de groupes

totalement ordonnés est qu'il soit semi~close




414
4s  b-idéaux.

Dans ce paragraphe nous considérons un groupe préordonné < muni d'un systéme
de r-idéaux de caractére fini et nous supposerons que Y s0it r=close L'enw
semble O des entiers de & est alors intersection de r-sur-semi-groupes de

LV
valuations Soit (0,) el 1l'ensemble de tous les resur-semi-groupes de valus=
tion qui contiennent O . Soit v, la valuation de 3 correspondant au semim
groupe O, «

Associons & un sous-ensemble borné <t de % le sous=-ensemble éa.b ainsi défini ¢

(19) xe =2 @ipour chaque L¢I, { ae¢™ avec v (a) &v\‘(x)} .
I1 est facile de voir que ceci définit un systéme d'idéaux sur (B :

° ; &

1°ona & ¢ Y

°08i WCh o b

3081 x e (a).b on a pour tout eI, vL(x) zvfa) ou vU(xa"l) 21, done

-

xa €0 et x ¢(a) o Comme (a) <(a) 5 on a donc (a), = (a) »
4° On voit que (a tx,)b =a 0L .
On dit que le r-systéme est arithmétiquement utilisable s'il est confondu

avec le b-systéme.

THEOREME 13. = Si % est un groupe préréticuld le t-systéme est arithmétiquee
ment utilisables

En ce cas (vb)L*I est 1'ensemble des valuations propres de tﬁ e Soit o
un sous-ensemble borné de ¥ « Si x ¢ Coy Bl eeey a € avec
x €(a; 5 ees, an)t « Soit L € I , Supposons vb(ai) f:_v‘_gal) y toe vb(an) .
Come x > inf(a, , e an) s v (x) z v (inf(ay 5 oo, an))?.vb(ai) .
Donc pour tout \ €I , x ¢“tavee v (x) > VL(XL) o Par suite Dy € TG e

Stox ¢ sy, 14 (7 ), . Soit by, le tedéal (< =), NoO.

)'b
Comme 1 ¢ bt s le systéme multiplicativement clos S = {1y est tel que
sn b’b =f + Done (TeI.As théoréme 16), il existe un t-idéal premier Py
tel que 1 ?YP s et by CAyg » Soit v la valuation propre de ¥ correspon
dant 3 ’?}-t « Comme (vL) LeT contient toutes les valuations propres de &
J Xel avec v=v, » S'il existait a € avec v 4(x) >v, (a) on aurait
xa~ ¢ OXx ou xa'lz-g- avec b« 0O, s €0 '\(,-‘? o Mais alors on aurait

~1 - k)
s=ax begx 1.'>~Lﬂo contrairement a ‘: > X 1 .0 o« Donec x f D et on a
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bien cx.t = fn.b .

THEEORL%ME 14, = Le systéme des b-idéaux est identique au systéme des ra—idéaux.,

Il suffit de le montrer pour le groupe ordonné G . Considérons G comme plon=
gé dens le groupe fonctiomnel &)+ D'aprés le théordéme 11, l'ensemble (w ) eI
de toutes les valuations propres de (i indult 1'ensemble de toutes les
r-valuations de G « On voit par suite, & partir de la définition de c;b s Que
8i nous désignons par 'ZX'b le beidéal engendré par <«-dans (F)s
(20) R A LN N = C.z;r\u
Or en vertu du théoréme 13, . est un t-idéal de (T Donc si x ¢ ,
o8y gy ey a, € avec xe(a), eee, 2)) et x €(ay y eeey a)

NG = (a,l y see an)b o Donc le systéme des beidéaux est de caractére finie
Pour démontrer le théoréme 14 il suffit de montrer que si 8y 9 ese 9 a €G,

n
(a) 5 eee y a )r = (8y 5 eev 5 8), ¢ Orsi a estle plus grand commmn divi-

seur de al y 000 an dans t/’

. ot - .
Xé(&l’ ses an)ra-"{-:—"' X za s=2X Q‘/«b (\Gﬁx Q'Jb .
D'ohr 1le théoréme. On en déduit le
COROLLAIRE. = Le r-systéme est arithmétiquement utilisable si et seulement si
&( vérifie la propriété r = ¥y, c'est=a-dire si les r-idéaux finis de =

(v

forment un semi-groupes

REMARQUESs = On voit que si ¢ est w~-clos, les r_-idéaux de G sont la
trace sur G des t-idéaux de (fi; « "Dans le groupe fonctionnel tout ra—idéal

fini de G devient principall.

Soient K un corps, A un ordrec de ce groupe enti&rement clos dans K, il
est poss:Lble de trouver un sur-corps K de K et un ordre K de K tel
que KNA=A, tel que les traces sur K des d -J.deaux de K soient les
d-idéaux de K et tel que tout d=-iddal fini de K soit principale A ost
dit anneau fonctionnel (de Kronecker) de A o Le groupe de divisibilité de K
par rapport a X est le groupe fonctionnel relatif au d-systéme du groupe

pI‘éOI'dané K* .
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Addenda & 1'exposé

1. L'intersection de deux r-idéaux (faisant partie d'un systéme total) est en=

core un idéal de ce systémee

Soient or, et b, deux r-idéaux, o Nb_ est bornés On peut donc consi-
2 “ . N . A & D(ac
dérer (“’Lr n k’r)r « Or @y, O (u.r o) br) entratne . ("(r r\br)r .
D 3 > Q i % & P N s 3
e m8me b, (& r ”“'r)r o Done &, 0 ir)( S “%’r)r et par suite @

((\.ir I k‘fr)r = v, 0 k‘\’r

2¢ THEOREME. = La condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe préordonné

L soit r=clos est que le semi-groupe des entiers de '25 soit intersection de
o RS

sur=semi=groupes de r=valuations

On a vu (structure des groupes préordonnés, corollaire 2 du théoréme 11) que

cette condition était nécessaire. Montrons qu'elle est suffisantee

Pour simplifier on va raisonner sur le groupe ordonné associé G e« Soit G+
1'ensemble des entiers de G « Supposons que G+ soit intersection de sur=
semi=groupes de r-valuationse. Montrons que G est r-close

On peut considérer G comme plongé dans un produit |1 i, de groupes to=

el
talement ordonnés, 1'homomorphisme v , de G sur T étant pour tout L€l

une r=~valuntion.

I1 est facile de voir que 1l'on peut définir de la manidre suivante un ensemble
d'idéaux finis sur G (ensemble des A -idéaux) @

X & (ta1 s ses an)} ;"’j;{pour tout teI, 3 a; avec vb(x) ’ vb(ai)}
On définit bien ainsi un systéme d'iddaux finis car ¢

10 a0 ¢ o N si & est un sous-ensemblc fini de ‘G e

20 % C b entrefne Uy C by

30 (a);\ 3 x équivaut & s pour tout L, v (a) £ v\‘(x) ou vk(xa-l) =1

Mais puisque G¢ T, ceci équivaut 3 xa"1 €G ou x € (2) « On a done
(a), = (a)

4° On a a (Xl:: (a QQR'

Montrons que le ) ~systéme est moins fin que le r-systimes Soit #. un sous=-
ensemble fini de G « I1 faut montrer que ()cr C Nl N
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3 O ) . . .
Soit x ¢, et va..gal s *++ 5 8} ¢ Puisque v est une r-valuation on
a
v, (x) > inf(v (ay) 5 oo, v (a)
quel que soit &I, donc x &\3(.;\.

Montrons meintenant que G est "\ =cloSe

Soit M =1{a , eeo, 2,f et x€G tel que x LAY, il faut montrer que
ceci entrafne x >1 . Soit L %I et supposons que la numérotation des indices

soit choisie de telle maniére que
vL(al) = inf(v&(al) s sov v{t(an)) .

x ay € &, permet d'écrire vL(x) v (ay) zv(ay) ou vL(x) 2 1 o+ Donc quel que
soit L, v (x) I . Par suite x €G_ et G est bien 7 =clos. Comme on a
vu que le A-systéme était moins fin que le r=systéme il suffit donc d° appli-
quer le théoréme de monotonie (TeI.A., théoréme 7) pour voir que G est bien
r—close
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