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IIT, L4 THEORIE DES IDEAUX D'ARTIN-PRUFER-LORENZEN

par Paul JAFFARD

Cette théoric généralise & un groupe abélien préordonné filtrant la théorie des
idéaux fractionnaires de Dedekind. Elle retrouve des résultats inportants de la
théorie classique des iddaux, (en particulier la théoric de la déconposition de
Noether), et elle est un des principaux outils dans 1'étude de la structure des

groupes ordonnés (théorie de Lorenzen)s

1. Groupes ordonnés et groupes préordonnés.

Tous les groupes intervenant dans cet exposé sont abéliense Ils sont écrits
multiplicativenents.

Un groupe g sera dit préordonné si on a défini sur ¢ une relation de pré-
ordre qui soit invariante par les translations, c'est-a-dire une relation

a €b vérifiant
aga
as=b et b<ec—ra<ec
a <b—¥»ax <bx pour tout x = )

Si on désigne par 1 1'élément unité du groupe ¢ on dit que 1'élénent x de
est entier s1 1 £ x « On voit que l'ensemble ¢ des entiers forme un sous=-seni=-
groupe contenant 1 o Réciproquement la donnée d'un sous-senl-groupe contenant 1
pernet de définir sans ambiguité (grficc & la relation a =b 21 sba"l) sur

§ une structure de groupe préordonné .

Le groupe préordonné % est dit filtrant si pour tout couple a , be<f il
existe x¢ o avec a <X, b<x.lacondition nécessaire et suffisante pour
qu'il en soit ainsi, est que le groupe g soit engendré par l'engemble = des

-

entiers, ou encore que soit le groupe des quotisnts du seni-groupe < e
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En effet, si & est filtrant, st s1 x ¢ , 3 a €9 avec X, 1 <a
et x = ea.(ax"1 )"1 avec a , ax-l e 3§ o est bien grou;;e des quotients de ©
Réciproquensnt, si | esk zroupe des quotgents :ij ¢ :-16t s1 a,bex ,on

peut trouver des entiers x et y tels qus ab =Xy .« Soit alors z =ay =bxX «

Ona 2z za , b et le groupe est bien filtrant.

Le groupe préordonné o est dit ordonné si la relation de préordre qui y est
définie est une relation d'ordre, c'est=a-dire si a <b et b »a entrafnent

a=Db e

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que
1, 1 \ . étant un groupe préordonné quelconque, l'ensemble ¢© nc,"l = g)
forné des élénents x tels que 1 £x et x %1 est un sous-groupee On l'appells
sous-groupe des ¢lénents inversibles de & ou encors, sous-groupe des unités de

O one”

(]

L

On voit alors que la relation a & = b ¥ & a <b pernet de considérer le

groupe quotient /% =G come un groupe ordonné . G est dit groupe ordonné
associ¢ au groupe préordonné g . L'ensenble G, des enticrs ds G est 1l'ina-
ge ds 1l'ensemble des entiers de ¢ par l'application canonique & =¥G . S1 !
est filtrant, G 1'est aussi st réciproquenent.

EXEMPIE, - K est un corps commutatif, » un ordre de K (c'est-a-dire un
sous-anneau dé K contenant 1 , et tel que K soit corps des quotients de A),
K* (resp. A*) 1tensemble des éléments non nuls de XK (resp. de A). a*
pernet de définir une structure de préordre sur le groupe rmltiplicatif k¥ . Ie
groupe ordonné associé T = K*/A* N (A*)-l est dit le groupe de divisibilité de
K par rapport & llordre 4 o Dans ls cas ou [ est totalement ordonné on voit que
1'application K* —> [ définit une voluation de K (au sens de Krull)e A
est dit dans ce cas anneau de valuation.

G étant un groupe ordonné quelconque, deux élénents entiers a et b de G
seront dits preniers entre eux si x <a , b entratne x <1 (ou encore si
inf (a , b) existe et est égal a 1).

’ A
THEOREME 1+ = G Jtant un groupe ordonné quelconqus, si ¢ est prenier & a et

4 b, il est prenier zu produit ab .

Soit x<ab, c e Puisquse 1 <a,ona x<a.0r x gab, ac s'écrit

-1 . s -1
¥ <b,c,come b estpremierd ¢, xa <1 ou x<a.Mlsx<a,c

inplique x <1 « Donc ¢ est premier & ab .
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Un groupe ordonné G est dit réticulé siee structure d'ordre est une structure
de treillis.

THEOREME 2, = La condition nécessaire et suffisante pour qu'un groups ordonné
filtrant G soit réticuld est que pour tout couple (a , b) d'élénents entiers
de G inf(a , b) cxiste.

La condition est évidemment nécessairc. Montrons qu'slle est stffisantee. Si
X,y €G, on peut trouver des ontiers a , b, c tels que x = ad'"1 sy ¥V = bdm1 .
On voit alors que
. ' -1

inf(x , y) = (inf(a , b))d

et
-1 =] y\~1
sup(x , y) = (inf(x~ , ¥y )) .

S1 les groupes G (L e I) sont des groupecs totalenent ordonnés et si G est
la somnme directe de css groupes, la relation d'ordre sur G ¢ x £y Z  pour
tout eI, x <y fait de6 G un groupe ordonné dit some directe ordomnée

des groupes G_ e On dit que le groupe ordomné G est décomposable ou factoriel
s'il peut se représenter comme une sorme directe ordonnée de groupes isonorphes a

Z (groupe additif des entiers usuels).

/s
THEOREME 3. = Pour que le groupe réticulé G soit déconmposable, il faut et il
suffit que toute suite décroissante d'élénents entiers de G n'ait qu'un nonbre

fini de termes distinctse.

On voit facilement que cette condition est nécessaire. Montrons qu'elle est
suffisante ¢ soit P = (px)\ e 1'ensenbles des élénents nininaux de G, (é1é=
nents non égaux & 1 qui ne scnt strictenent supérieur & aucun élénent entier
autre que 1)« Soit a <G , ¢ Définissons par récurrence une suite d'élénents

entiers qui soit strictement décroissante

On pose a; =a s a, &tant défini, on arréte la suite si a; =1 81
ay #1 11 existe d'aprés les hypothdses un certain élément mininal b, tel qus
-l \
bi éai « On posera a44 = aibi e On a ay > 8% 1 o Par hypothése, il
existe un certainnombre m tel que a. = 1, a= ‘nlb2 ces bn-l et tout entier

a , non égal & 1 , peut se nettre sous la forme d'un produit d'élénents entisrs
X * .
mininauxe Ecerivotis a = ) p22 ces pnn avec 1 £ 35— Py # pj (et peut-tre
certains exposants nmuls). Mont.rons% que cette déconposition ne peut se faire que
_ ~ :
dtime geule nanidre ¢ soit a = 12 p22 ese pnn et montrons que %, = (y o
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Supposons par exemple (i 17 % e On a s
- /5 ;"3
T R Lt n
b —pz eoe pn —-pl p2 see pn °

On a p; =b d'aprés la deuxiéme forme de b , nais P, étant prenier a

v X X ,
p2 9 o0 pn est premier a b= P22 XY pnn en vertu du théoréme 1. CGCi
contredit p; <b donc ona x; = ﬁfl .

Une fois que 1l'on a nontré l'unigdté de cette déconposition on voit que tout
& P4 . o “
élénent x € G peut sc nettre sous la forma x =p;l «ue p," les exposants
Xy étant des nonbres entiers quelconquess On en déduit que le groups G est

isonorphe 3 la somme directe ordonnée Z Z_ ot 2 6 est, quel que soit L ,

un groupe isonorphe au groups additif ordonné des emtiers ususls.

2+ Systénes de r-idéauxe Opérations dans ce systéme.

Soit <« un groupe préordonné filtrant, <& l'ensenble des entiers de ©f « On pose
x€ &l @ xly ¢ oc.Sl ¢ est un sous-ensenble de < , on désigne par

-1 v
€07 1'ensemble & 3 5¢

Ls sous-ensemble <. est dit borné (inférieurenent) si -.:x_l n'est pas vids.

On dit que l'on a défini sur /v un systéme total ds r-idéaux (resp. un sys-
téme de r-idéeux finis) si on a défini une application «¢ =9 « » des parties
bornées infériecurement (resp. finies) de 7 dans 1'enserble des partiss de
tells que ¢

0 ¢ P
1 X Ly,

o :\(.‘ ~ — o .
20 cby p ‘“’r

o o0 = O
3081 a e , (a)r a

o Ny em .

4% a &, = (a )r
%, est dit le r-idéal engendré par . « Un r-idéal est dit fini s'il peut

-
8tre engendré par un nonbre fini d'éléments. Il est dit prineipal s'il peut &tre

engendré par un seul élénent. Si = (a)r est principal on pose encore
w, = (a) (=a ).

Un idéal est dit entier s'il est contenmu dans ¢ .

Les propriétds 1° et 2° montrent que (b ~—» i, < br .
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On voit de plus que si = est borné, il en est de néne de ™, et que
o — Cﬂf: ™
(“”r)r T

Tout systéme de r-idéaux finis peut &tre prolongé en un systéme total de

r-idéaux.

S1 & est un sous-ensemble de ¢ borné quelconque, on peut poser ¢

., o= W o 1. parcourt les sous-ensenbles finis de <. .
Ty wmco r
On définit un systéme total d'idéaux (dit le r S—Systéns), tel que si o est

find o = <
\.rs r °

Supposons que l'on ait défini sur ¢ un systéne total de r-idéaux. On peut
définir la sgmue et le produit ds deux r-idéaux de la naniére suivante 3

o !:;r =(x vip )r

r~ % I~ = A L\
Ry '-.Jr ( MAVERV )r
Montrons que ces définitions eont intrinséques, clest-a~dire que <« = f.:’u:'r 6t

] } 1 ¢ !
br = br ‘entratnent (o, v b)r = (Ct,'ub)r et (x b)r = (& b)r :
o ‘ 3 = ,\.{. '.I
1 (\’;.wb)r (&' vl )r :
,% ey, vl entratne (e ulk), < (e L br)r
4 [
1, v o~ [N NoUly v s Y ' VA
Dtautre par‘t g L,r (,,74 Ul )r entr'ﬁ,ns ('C,r u ‘Zr)r C'— ((, b )I‘ e Par
suite (.:,;r Ur,-r)r = (2 uly )r « De néne ((‘Lr Ubr) = (o b)r et on a bien
1'égalité voulus.
o (b)) = (¢ b
20 (. b)r (e b )r
Montrons d'zbord que (< L’)')r =(e_b)_

b= U a b= (®b), .
T o peb T bpeb r
Donc
(e b)r < (a.b )r inpliqus 7, kb ¢ (x b)r

et par suite

N [ k ®
ey 1)y © (00)
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Or

On a done
(k) = (= b)_ .

T r
En vertu de cette égalité

(k)= (e, b)) = (e, o), = (e, B ) = (&),

Si on a un systéne de r-idéaux finis comme on peut le plonger dans un systéne
total de r-idéaux (par exemple celwi des rs-idéaux), on psut faire correspondre

aux r-idéoux finis < et v des r -iddaux & + K. et 2 x b e
r T s Ty ry Ty ry
Puisque ces opérations sont intrinséques, on peut supposer <. et s finis,

alors oy, * ky et . x b sont finis, donc appartiennent au systéne des
s Ts Ts Ts
r-idéeaux finis dont on étcit parti. On peut donc sans cmbiguité définir la somne

et le produit dans un ensemble de r-idéaux finis.

On voit que ces opérations sont associatives et que la rultiplication est
distributive par rapport & l'additione

On voit d'autre part que si - = o N st y X & W X 55&'4:1__.? o Par suite,
les systenes de r-idéaux sur & correspondent biunivoquenent & ceux définis gup
le groupe ordonné associé G . Eoit R 1l'ensenbles des r-idéaux d'un systéns
(systéne total ou systéme de r-idéaux finis). L'application qui, 3 chaqus é1é-
nent de G fait correspondre 1'idéal principal engendré par cet élénent est
biunivoquee On peut donc considérer G comne plongé dans R o La relation

dtordre sur R

Gpz b &Y O <.‘br
(relation d'ordre opposée & 1l'inclusion) prolonge sur R la relation d'ordre de G .
De plus, R est semi-réticulé inférisurement par rapport & cstte relation d'ordre
On a en effet ccr + br = inf(f;)cr ’ br) + La considération d'un systéme de
r-idéaux sur & permet ds plonger G dans un monoide semi-réticulé inférisurement.
Réciproquement, si G est plongé dans un monoide M semi-réticulé inférisurement,
on peut définir ainsi un systéme d'idéaux sur G : pour 8 5 ses 58 €G on
pose (a; 5 eeo an)ra X&x zinfla, 5 oo, an) (dans M). On voit que cet
ensemble de r-idéaux finis peut &tre également considéré comme plongé dans M .
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Plus particuliérement, la considération d'un systéne total de r-idéaux permet
de plonger G dans un noncidc complétenent réticulé.

EXEMPIE, = Soient un corps K, A wun ordre ds X, % =K' ot o =4%,

L'ensenble des idéaux fractionnairc au sens ordinaire de A& ({0} n'étant pas
considéré ecume un idéel) forme un ayetime d'idéeux sur ¢ « On appelle ces
idéaux les idéaux de Dedekind et ce systéms.ls d—szaténe.t g déaignera 1'iddal
de Dedekind engsndré par ¢- .

Etant donnés deux systémes totaux d'idéaux r et r' , on dit que le r-systéime
63t plus fin que leé r'-systéme si tout r'-idéad est-un r-idéale. Parmi tous les
systémes totaux d'idéaux il en existe un plus fin que tous les autres, le
s-systéme, et un moins fin que tous les autres, le v-systéme. Ils sont ainsi
définis
wo= (a) « = M (a)

" a4 e Vo o (a) o

pour tout r=systéme on a donc
o0 QX
g TPy e

THEOREME 4. - S1 <. est borné inférisurcment le v-idéal engendré par «
est g, = (= = —1 = (2 ¢ (5 2 %)) . Les v-iddaux sont les sous-ensembles de

g de la forme k=t (b étant borné quslconque).

- On voit que

(1) (a) 2% & at e o,

Soit domc x € (,31‘1)-1 et a tel que (a)>% o (1) montre qus o™t X

done xa ™ € ou x < (a) o Par suite x ¢ %, et (CL~1 )"l »T:Lv .

Réciproquement soit x e Si y e w = , (1) montre que (y )

done (y‘l) X ou Xy< < e Par suite x ¢ (\’-‘x.-l )"'1 ot n C (e )- . On
a bien = (% -t )"1

Par suite, tout v-idéal est bien de la forme L -1

Réciproquement, soit un ensemble b “1 non vide. Soit x g el 3 bveb
avee xb ¢ % ou xe(b).OrbL <™ :melique b c(b).Donc,
d'aprés la définition des v-ideaux, (b « D'aprés la relation
b-l C (b-l )v s onabien (L~ ) . Cec:L montre que dens le cas o ¢
est défini A partir d'un corps st d un ordre de ce corps, on retrouve biem les
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v-idéoux tels qu'ils avaient été définis par VAN DER WAERDEN et ARTIN,

3. Propriétés particuliéres des systémes de r-idéauxe

Soit un systéme total de r~idéaux défini sur le groups préordonné & o On
dira que ce systéme vérifie la propriété

X =totale si chaque r-idéal est principal (3 (resps ©) est alors dit tota-
lement reprincipal)

p-totale si les r-iddaux forment un zroupe multiplicabif (’g)(resp. ) est

dit alors vérifier le théoréme du r-groupe total).

¥-totale si les r-idéaux forment un semi-groupe, c'est-a-dire si

d,x b= ong % o > b =0 o (9(respe 5 )

est dit alors vérifier le théoréms du r-groupe total).

S ~totale si pour tout r-idéal on a SRR C (1)« (y (respe ©) est
dit 2lors totalement r=clos).

Be méne on dit que le r-systéme vérifie la propriété s

x si chaque r-idéal fini est principah (¢ (resp. ) est alors dit r-prin-
cipel)e

Bsi les r-idéaux finis forment un groupe (f.:_; (respe <) est alors dit véri=-
fier le théoréms du T=groupe).

% si les r-idéaux finis forment un semi-groupe (< (resp. ©) est alors dit

vérifier le théoréme du r-semi=-groups)e.

osi pour tout r-idecl fini o ona % 8 A C (1) o« (a(rcspe =) est

dit alors r=clos).

Remarquons que si un systéme de r-idéaux finis (resp. un systéme total de
r-idéaux) vérifie la propriété (> , on vertu du théoréme 2 ces idéaux forment
un groupe réticulé.

On voit que les propriétés « , x et S (respe totales) ne sernient pas
affaiblies si dans leurs définitions on ne considérait que des idéaux entiers.
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4

THEOREME 5 = Lo _propriété ¥ (resp. X -totale) est équivalente & & Stant
donnés trois r-idéaux finis (respe trois r-idéaux quelconques) S br ot
Cpo Mp% Cp? br x <, dmplique AV by, e

Cette derniére propriété implique évidemment ¥ (resp. ¥ =totals) 3 réeipro-
quenent

e » »; o — Y o = & :; + © = + :"
wp X Cpd b x Oy 7 e X vp T N X g k’r ((xr br)x r*

Donc i ¥ est vérifié o x o = (-:;(,r + br) x D= 0L = g+ br ou
.',‘,(,r D ‘L“/r .

THEOREME 6e = La propriété & (resp. & ~totale) est Squivalente & ¢ = r
étant un r-idéal fini (resp. un r-idéal quelconquc), (a) x ©L 2 (b) x ¢
imEliggs (&) = (b) .

Cette derniére propriété implique % car x < C‘-?r : -.’,‘(,r - (1) x »:x,r:’(x) x &,
Réciproquement (a) x CL 2 (b) oL —_— -i)rD (b/a) x o, ou b/a ¢ o Done
(a) 2 (b) « A partir des théorémes 5 et 6 ot des définitions on voit immédiate-—
ment que pour un systéme de r-idéaux finis (resp. systéme total)

% (resps total) = £ (resp. total) —»-5(resp. total) = 5(resp. total)e

/ ~
THEOREME 7 (Théoréme de monotoniec)e = Si sur % sont définis deux systémes
d'idéaux r et r' , le r-systéme étant plus fin que le r'-systéme

1°© Lo propriété r - X (resp. totale) implique r' — = (respe totale)e

2° Le propriété » - [ (respe totale) impligque r' - [? (resp. totals)

30 La propriété r' -5 (resp. totale) impliqus r = ¥ (resp. totals)

1981 ., estun r'-idéal, c'est un r-idéal, donec 3 a < avec
o = ()

20 51 o vérifis r- (b totale et si G- oSt un r'-idéal, c'est un
r-idéal donc il existe un r-idéal br tel que &y, % b =0 ,0na
., brco « Dpne (Cir)r, x (br)r'c & et (-’:Lr)r, x (k)
Cpr X by = @ ¢ 81 ¢ vérifie r-(> ot si “ L. ©st un r'-idéal fini,
on a par exemple

=9 ou
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A

q«,r' = (a]_’...’an)r'. —:‘ bl,...’bq aVGC (al,ioo’an)r b3 (bl’...’bq)r = g [}

6t on en déduit comme précéderment (a; , eec, an)r‘ x (by » ooy bq)r' =% ,

08 a & O & a Ko, C s d a e AL oy, =
3 1 e r\ Q-r 9 v rt ! onc et r T .

Nous allons préciser quelques unes de ces propriétés.

Montrons d'sbord que la propriété pour ¢ d'€tre totalement r=-clos est
indépendante du systéme de r-idéaux considéré.

"

Hous dirons qu'un élément x de ¢ dépend presque entiérement de © si
1lt'ensenble (xn) est borné inféricurement., & sera dit totalement clos si

tout élénent de

n>0

oy

dépendant presque entierement de © est contenu dans &

THEOREME 84 - & o8t totalement r-clos si, et seulenent si il est totalement

clos.

Supposons que © soit totalement r-clos et soit a un élénent de % dépendant
presque entiérement de » o L'ensemble 4t = (a , a® y eee 8" , ess) ost bornd
inférieuremente On peut donc considérer oy o La relation a € 8 S,
inplique, puisque (LI, est totalement r-clos, a ¢> et & est totalement

close

Réciproquenent, si © est totalement closnet si x € C»-»r : ";f(,r s quel que
soit n>0 onat X ‘e, < w6, done (% )n Lo ©St borné inférieurenent,
X dépend presque entidérement de = et est par suite entier. Donc S : f;:,rc. &)
et O est totalement r-clos.

Idéaux de Dedekinde = Soient K un corps, A un ordre do¢ K, & = K* ’

* ]

o= A"

Dire que & est totalement d-principal revient & dire que A est un anneau

principale

Dire que < st principal revient & dire que tous les idéaux finis de 4
sont principaux, ou encore qu'étant donnés deux éléments a et b de A , ils
admettent un plus grand commun diviseur de la forme ax + by(x , y € 4) .

THEOREME 9¢ = <& est d-clos si et seuleuent si A est intégralement clos

dans son corps des quotientse

Supposons que @ soit d-clos et soit x un élénent de K* entier sur A .

X satisfait & une équation de la forme ¢
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x+a1x +000+&n=0 (al,OOO’aneA).

On a par suite, quel que soit p > 0 €L, %, eee, xn-l)d done
x(1 , X, eeoy xn-l)d Sl yxy eoey xn'l)d ot x €0 o A est biap intégra-
lement close

Réciproquement, supposons que A soit intégralement clos, et soit x £0 tel
que x(a; 5 eee ya)yC (a5 ooy )y

On a des équations de la forme ¢

ay X = ’\11 a +...+}\inan

C'est un systéme d'équations homogénes en &y , ees a e Ceci entratne ltannula=-

(gijCA’ 1:i€n).

tion du détermin-nt

N1 =X Ayp cee f'\\ln
IAZI 7\22 -X aee ('\2n

oo cee eee eee
Ant An2 P "%

-1

ce qui donne xn+bl x" +...+bn=0 avec b, ¢ A (1<41<n).

i
Par suite, x est entier sur 4 et A étant intégralement clos, x €&
» est bien d-clos.

s=idéauxe.

PN
THEOREME 10, = Le groupe préordonné g vérifie la propriété s-Y¥ si et seu-
lement si le groupe ordonné associé G cst totalement ordonnée Il vérifie

alors les propriétés s =X et s = .

©f étant un groupe préordonné quelconque et a €7 , on a toujours
-l

< (e

(1 ’ a)S (a

s » A -1 N
81 4 vérifie s= % le théoréme 5 montre que pour tout a <% , (a, a )s S

-1 2
,a)sx(l,a)sz(a ,l,a,a)s.

D'aprés la définition des s-idéaux ceci implique 1 € (a) U (a—l) o Par suite
1'un des deux éléments a ou a™l est entier, donc G est totalement ordonné.
Le théoréme est complétement démontré si on remarque qu'un groupe totalement
ordonné vérifie s = K
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le semi-groupe % correspondant sera dit semi-groupe de valuation et 1'appli-
cation 2{ =% G sera dite une veluation de ® « Si A est un ordre du corps K
et si ¢ = K* s = A* y A est alors un anneau de valuation.

THEOREME 11, = Le semi-groupe <y est s=-clos si et seulement si tout élément x

. . n . N
de o tel qu'il existe un nombre n >0 avec X €O , appartient 3 o oSi @

est s=clos et si xn e,

nel n Nel Nl
(l,X’QOO,x )SX':(X ,X’ooo’x )SC(]-,X,...,X )

done X @ o

S

Réciproquement, soit o, = (8, , «eo an) g un s-idéal fini ot x tel qus

X Oy Ty e Dtaprés la géfinition decs s-idéaux pour tout i (1 £i<m),
A1) tel que 1<¥(i)=n zet X, € (a %(i)) . Alors X" ay € (a ‘fn(li‘)) .
Considérons la suite ‘w(1) , ¢ (1) , «ee et s0it p un ndmbre tel que

«fp(l) = \Fp+q(1) e Posons 1 = ‘{p(l) «Ona fq(i) =1 et x a; e(ﬂi) ’
done x? €O 6t par hypothése x &7 . Par suite g G et © est '
s=close On dit encore seni-clos au lieu de s-cloSe

4e Idéaux finise

Nous allons dans ce qui suit nous occuper particuliérenent des systémes

dtidéaux finise

THEOREME 12 (PRUFER)s - La propriété d - ¥ inpliqus la propriété d -4

IEMME 1, = Pour que tout d-idéal fini admette un inversc (1), il suffit qu'il
en soit ainsi pour tout idéal engendré par deux élénents.

Raisonnons par récurrence sur le nombre des éléments qui engendrent un %iéal.

Supposons que nous ayons dénontré la propriété pour tout idéal engendré par
moins de n + 1 &léments, et soit 0= (a; , o0, 2 ) g un idéal engendré
par n + 1 {léments, D'aprés les hypothéses du lemme on peut supposer n 22 o
En vertu des hypothéses de récurrence on peut trouver des idéaux T, v et §

tels que ¢ J
() (a) 5 soep )y x% = ()

3) oy 5 wee s a )y xn = (1)

@) @y » oy % T= )

1 s . s A £
(") Cet inverse sera nécessairement fini em.vertu du théoréme 15.
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Considérons 1'idéal b=a1§x5+an+1 \7x’§.0na s

axb=a (agesya )x TSty o Tx SHay 8y, gxSia, (ayemnayy)gx ¥ * 3
d'ol, en tenant compte des égalités (2) et (3) s

on,xb.-..al‘;-l— 1‘; x‘ti-alalq ’5* +1§

cexb=a () +a  Yv)xTra ((A)+ea )T
0r (3) montre que a+17<.(1) ot (2) montre que a; ¥ < (1) ; d'ou s

¢be~a Stap,S =gy ’an+1)dx~7=(1)
en vertu de (4)e

IEMME 2, = Pour qus ls semiegroupe ¢ yérifie la propriété 4 - il suffit
qu'il soit intégralement clos et. que pour tout a & 3 1l existe des entlers

x et "y tels que a—x-l-ya .
Dtaprés ls lemme 1 41 suffit de montrer qu'un idéal engendré par deux é1énents
est inversibls dans l'cnsemble des idéaux finise. On peut supposer, en multipliant

su besoin par un idéal principal, que cet idéal soit de la forms (1, a)d

Soient donc x et y des entlers tels qus a-x+ya eOnat

(Lya)y=(xfa,y)y=Ke,x,y,a)y=
Montrons que B = © .

Comme 1 =x/a +ay o on voit qus b 59 o Montrons qus x/a et ay sont
entiers ¢

2 2
x(1 ,a)dz(x,ax)d=(a-ya ,ax)dC.(a,a)dz(a)(l,ah
or x/a (1, a); < (1, a); montre, puisqus @ est intégralensnt clos que
x/a € ® o On a de méme ay-.-.-l.-x/aeo ctonablen b = 0
Dénontrons maintenant le théoréme

En vertu du lemme 2, il suffit de montrer que si < végifie la propriété
de-Ypour tout a € , § X,y € avec a =X +ya o Cocl rovient &
montrer qus & € (1 , a) o En vertu du théoréme 5, 1l suffit de. remarquer qus $

() (1, a) Cli,a )y x(,a) »
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THEOREME 13 (LORENZEN). = Un groups préordonné v-clos vérifis le théoréme
&u v-semi-groupce

I1 nous suffire pour cela de montrer qu'un wv-idéal fini est inversible dans
l'ensemble des w=idéaux (finis ou non)e.

Soit o, un v-idéal fini s

- - -l
(xa)r =@ xat=(@) s ) sa.

Comme . est un v=-idéal, en vertu du théoréne 4, (1) wl = .

done (< (‘s,"l)"l =3 ou ((ao et )..1 )..1 =9,

Corme ! est veclos & 8§ Q= Y
rx w20 o (& -1 est donc un v=-idéal inverse

olest-a-dire (cu &™) = “x
de £.),

DIEUDONNE a donné un exemple montrant que v = ¥ n'implique pas v = f «En
résumé, on peut tracer le tablsau

groupe valué
_— B 8p == sy
d x

—

I dp Py dx anneau ('i'eer

groups réticulé v

ME

v, v,
- 5
intégralement clo \ 8¢

seni=clos

Si deux propriétés sont relides par un trait, la plus basse est la conséquence
de la plus hautes Lthorizontalité du trait impliqus 1'équivalence et récipro-
quements (L'horizontalité est souligné par deux traits).

5¢ Systémes totaux d'iddauxe

THEOREME 14 (ARTIN). - Un groupe préordonné totalement clos vérifie la con-
dition v« (",

La démonstration cst la mfne que celle du théoréms 13,

S1 on définit sur & un systéme d'idéeux finis, 11 est possible de prolonger
de plusieurs maniéres ce systéme en un systdne total d'iddaux sur & o Parmi
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ces systémes d'idéaux totaux, il y en a un qui est plus fin que tous les eutres,
clest ls rS-SEtéme, un qui est moins fin que tous les autres, c'est le

. . o 2 s e ; - U \&’ o - n N
rv-szstems. Ils sont ainsi définis ¢ ‘.ﬁgrs x) Col r S M -‘r ol
TeN
- r

Y désigne chaque fois un ensemble fini. On a évidemment X, = kg et
v

& = QL e
W
88 8

Le vs-systéme joue un r6le important, on l'appells ls t-systéme.

Un systéme total est dit de caractére fini si pour tout r-idéal %y, ona

f:{,r =y, ‘2,_& “’r ¢ Les systénes de caractére fini sont ceux qui se déduisent

des systémes finis associés par la rs-opération. Les idéaux de Dedekind, les
s-idéaux, les t-idéaux sont de caractére fini. Beaucoup de propriétés des

idéaux de Dedekind peuvent se généraliser aux idéaux de caractére finie

THEOREME 15 (KRULL)e - Dans un systime de r-idéaux de caractdre finl tout
idéal inversible est fini.

Soit un r-systime de caractére fini, et soit un r-idéal g, tel que

&, X r:.z'r =0 e0na 1¢ (X m.)r et corme le systéme est de caractére fini,
on peut extraire deux sous-snsembles finis Y& “*et ‘7‘1*‘5‘: avec 1 ¢ (‘} ‘}’)r
Done V/r x &, = & o On en déduit Vo= % et o est un r-idéal fini.

Un idéal entier < est dit premier si a , b€& , ab €t et a ¢ ot entrat-
nent bent ,

THE!ORﬁME 16 (KRULL)e = Soit S un systéme multiplicatiwement clos de > et un
systéme de r-idéaux de caractire fini sur o tel qu'il existe un r-idéal
dont 1'intersection avec S soit vide. Il existe alors un r-idéal entler
prenier AP qui gontient ¢, et qui a avéc S une intersection vide.

On considére l'ensemble “2! des r-idéaux entiers qui contiennent ™ et ont une
intersection vide avec S . COct ensemble n'est pas vide puisqu'il contient &
Le systéme des r-iddaux étant de caractérs fini on voit qus <2d est inductif.
I1 admet un élément maximal »‘P o Montrons que A est premiere. Soient
a,b&v”, a,becyp . Montrons que ¥ pab .

1081 a, b€ S, abeS ot prab

2081 ae¢S, b§(S,ona (,:P,b)rnsés.’ﬂpl,...,pn&:p avec
8 € (pl 9 ooe pn ’ b)r et Ba & (pl Q y see pn a , ab)r « S1 donc on
avait ab é/? s on aurait sa €P ce qui est inpossible puisque sa €S et



316
Sn?:zﬁ,
30 51 a,bé_—S, g s €S et Py » ey P E€f avec
s;é(pl,...,pn,b)r et sae(pla,...,ana,ba) o Si abe:fy on
aurait sa €{3 j mals come se S, a #,S on a vu au 2° qus ceci Stait in-

possibles

COROLLAIRE 1, = Dans un r=-systéne d'idéaux de caractére fini, tout r-idéal
entior différent de » est contenu dans un r-idéal maxinmal qui est premisre

I1 suffit dtappliquer ke théoréme 16 au cas o S = {1; .

COROLLAIRE 2, =~ Etant donnés deux systémes d'idéaux de caractére fini le
r-systéme et le r'-systéme, tels que le r-systéme soit plus fin que le
rt=systéme, un r-idéal premiser ninimal est encore un r'~idéale

Soit un r-idéal premier minimal, S 1le complémentaire de p dans ©
Soit & €p .+ (a) NS =¢ nontre qu'il existe un r'-idéal entier qui a une
intersection vide avec S o En vertu du théoréme 16, il existe un r'~idéal
prenisr dff)' qui a une intersection vide avec S

Donc Y'c ¥t o Mais lo r'-systine étant moins fin que le r-systéms, :g)' est
un r-idéal pfemier et par suite };‘f =P .

Nous dirons que ls seni=groupe ¢ (ou le groupe préordonné %) est r-noethé=
rien si dans 1l'ensemble des r-idéaux cntiers ordonnés par inclusion toute suite
ascendante ne comporte qulun nombre fini de termes distinctse.

s\

/’
THEOREME 17, = S1 l¢ r-systémc est de caractére fini, la condition nécessai-
re ot suffisante pour que < soit r-noethérien est que tout r-idéal soit
fini,.

Se démontre comme duns le cas des d-idéauxe

/’ ~

THEOREME 18, = Si l'ensemble des idéaux d'un r-systéme de caractére fini
forme un groupe, la relation d'ordre &,z br = Chy iy, SR fait un
groupe décomposablee

I1 est facile de voir que cettec relation d'ordre fait du groupe R des r-idéaux
un groupe ordonné car si s L‘;r>/ & on a O, % brz 3 et U F Y,
f-‘kré ©  implique Gy = % o R est filtrant car l'ensenble R, des idéaux
ontiers engendre R (81 o est queleonque, X a ewavee W =a a‘rcﬁ
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done % = 'z‘;r(a)m1 avec b'r » (8) €R)) « R est semi réticulé inférieurenent,
car

&, ¥ k":-:mf({zr’ b‘r) ’

done 11 est réticulé en vertu du théoréme 2. Puisqus le groupe est de caracteére
fini, le théoréme 15 montre que tout idéal est fini, le théoréme 17 montre donc
que % est r-noehtérien et le théoréme 3 montre alors que R est décomposablee

Dans un t61 groups, chaque 1déal est représentable d'une seuls maniére comme
produit de puissances (positives ou négatives) de r-idéaux premiers maximaux
(au sens de 1'inclusion)e Les iddaux maximaux sont dtailleurs ici les seuls
idéaux premiecrs.

Si en particulier 1l'ordre d'un corps vérifie la propriété d -4 cet ordre est
dit anneau de Dedekind.

Emmy NOETHER a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un annsau
d'intégrité soit un anneau de Dedekind (voir les deux exposés précédents)
1'anneau doit 8tre intégralement clos, noethérien et chaque idéal premier doit
8tre maximal. Ces conditions sont valables pour un r-systéme d'idéaux de carac=
tére fini quelconque 3

THEOREME 19 (E. NOSTHER)s = Pour que 1'ensemble des r-idéaux d'un systime de
caractére fini, défini sur le groupe préordonné « forme un groupe, il faut et
il suffit que les conditions suivantes soient remplies

10 ¢, 68t reclos

2° r» est r-noshhérien

3° Chaque r=-idéal prenier est minimal

Is théoréme 18 montre qus ces conditions sont manifestenment nécessairese Montrons
qu'ellessont suffisantes ¢

D'aprés le théoréme 17, puisque < est r-noethérien, tout »-idéal est fini.
Puisque & est r-clos, il est donc totalement clos, et, d'aprés le théoréme 14,
1l'ensemble des v=-iddéaux forme un groupe. Pour tout ensemble % borné infée

rieurement on a donc

(5) oox X T =,
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& étant r-nocthérien est évidemnent t-nosthérien, par suite tout t-~idéal est
un v—idéitl. Soit G‘\r un r-idéal quelconque C:&r x 621;1 < % o Supposons que
o x w; # © o Alors 1s corollaire 1 du théoréme 16 montre que <X, x m; est
conteruu dans un idéal prenier maxinal ﬂ?r « En vertu des hypothéses du théorénme,
cet 1déal est un r-idéal prenicr minimal le corollaire 2 du théoréme 16 montre
done que ctest t-idéal prenmier, et par suite de ce qui a été vu, un v-idéal.

-1 -1
a:\af, T; C C? scl gl A 3 {,\‘,’, C \)
Donc R # © o Ceci inplique donc v X%, < fpv # Sy ce qui

contredit 1'égalité (5)e Ceci est doncimpossillset on a bien M X "'X-r =9,

les r-idéaux forment bisn un groupe.

REMARQUE, ~ A 1a place des conditions 1° et 2° LORENZEN donne les conditicns
10' % est totalenent close.

20t & satisfait & la condition v-naxinale.

La démonstration est d'ailleurs la néme dans les deux case

Un groupe préordonné est dit factoriel si tout idéal principal s'y décompose
biunivoquement en un produit d'idéaux principaux premiers, c'sst-a-dire si son

groupe ordonné associé est factoriels

s\
THEOREME 20, - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe préor-
donné soit factoriel est que tout t-idéal soit principals

Nécessitée = I1 est facile de voir que tout t-idéal est principal en remar—
quant qu'ici un ensemble borné inférieurement adnet un pegecede

Suffisance. = Si tout t-idéal est principal, les t-idéaux forment un groupe
qui est factoriel en vertu du théoréme 18.

Phus généralenment, si un r-systéne est de caractérs fini, dire que tout idéal
est principal revient & dire que tout r-idéal ss déconpose d'une naniére, et
d'une seule, en un produit de r-idéaux principaux prenierse

(N

THEOREME 21, = Si les s=idéaux d‘'un groupe préordonné et fornent un groupe,

chaque s-idéal est principale La condition nécessaire et suffisante pour

qu'il en soit ainsi est que le groupe totalement ordonmné G associé & &y

~/

soit nul ou isomorphe & Z , groupe additif ordonné des entiers usuelse

Raisonnons sur le groupe ordonné associé G , supposé #{0}
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Si les s=idéaux de G forment un groups, tout s-idéal est fini d'aprés le
théoréne 15, donec G vérifie la pr priété s - (>et se trouve &tre totalement
ordonné d'aprés le théoréme 10. L'ensemble des s-iddéaux est totalement ordonné
car (a) = (b) 22a <b « Il ne peut donc exister qu'un seul idéal maxinmal (p) .
D'aprés le théorime 18, tout s-idéal (x) peut se nettre d'une naniére unique

n
sous la forme (x) = (p) .

L'application x =»n est l'isonmorphisne cherché de G sur Z .

En résuné, nous avons le tableau suivant @
G=Z ou {0}
s=~Xtot =8= (> tot

. /
groupe chtor'lﬂ &= X tot (Anneau princip

complétenent rétiiu’lé//_t- Xtof /d-l Ptot (Anneau de
v Atot = P tor i Dedekind)

v—(btot:::v-% tot== t=stot ——= d= % tot ————————s8~4 tot

totalenent clos

REMARQUE. = On montre que si l'on a sinultanément les conditions + = A totale
et d~-3 totale, on a la condition d = A totale ¢ wn anncau qui est & la fois
factoriel et de Dedckind est principal.
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