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Exposé n° 5

APPLICATION DE IA THEORIE DES ANNEAUX
A L'ETUDE DE DEMI-GROUFES

par Mlle M, TEISSIER
Le but de cet exposé est d'ap liquer les méthodes de la théorie des anneaux a
1'étude des demi-groupes, c'est-a~dire des ensembles sur lssquels est définie une

seule opération associative, notée multiplicativement, et en général ne vérifiant
pas la régle de simplification,

Nous utiliserons ici les notions d'idéal & gauche, c'est-ad=dire de sous=-ensembles

G permis pour la multiplication & gauche par un élément quelconque de demimgroupe
D , autrement dit vérifiant DG € G . Les idéaux & droite et les idéaux bilatéres
ont une définition analogue.

1, L'homamorphisme de Rees,

Soit D un demi-groupe, I un idéal bilatére de D . Nous allons définir un
nouveau demi-groupe qui aura des propriétés analogues a celles d'un anneau de clas-
ses résiduelles modulo un idéal. Nous définissons donc un demi-groupe D* de 1la
maniére sukvante 3

1° A chaque élément de D cor.espond un élément de D” ot réciproquement 2
chaque élément de D” correspond au moins un élément de D .

2° A tous les éléments de I correspond le méme éldment de D*

3° Réciproquement, si deux élément de D déterminent le méme élément de D*
ils appartiennent tous deux & I ,

4° la correspondance conserve la multiplication,

I1 est immédiat que , D et I étant domnds, D* existe, et est déterminé de
fagon unique, & un isomorphisme prés. Aux éléments de I correspond le zéro de
p* . n peut, pour obtenir D* » ajouter un zéro & D (si D est sans zéro) et
considérer l'endomorphisme de DV g'o} qui consiste a appliquer tout élément de
I sur zéro et tout autre élément de D sur lui-méme. On derit en général D¥ =Da-TI,

Cet homomorphisme, introduit par REES [4] peut &tre utilisé pour obtenir certains
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résultats dont la forme est tout & fait analogue & celle de théorémes contenant les
anneaux, mais dont la démonstration est beaucoup plus triviale. Nous allons les

énoncer rapidement.

/ \
THEOREME d'homomorphisme (dans cette section, on désigne, pour abréger, par

"jidéaux" les idéaux bilatéres).

10 51 I, , I, sont deux idéaux de D tels que I,= 1,

1 2

a) Il-I2 est wn idéal de D - I, .

B) @-1)= (I -I1)=D=-1 .

Réciproquement, tout idéal X de D = I, est déterminé par un idéal I, de D
tel que

~)
D-L=(-1)-X.,

2° Soient I wun idéal d'un demi-groupe D , H un sous-demi-groupe du méme demi=-
groupe. Appelons R 1la réunion (au sens de la théorie des ensembles) R= IV H,
K 1'intersection IMNH}3; IV H est un sous-demi-groupe dont I est un idéal

K est un idéal de H,etona R=-I=ZH-K,

TH'EORENE de Jordan-Holder. = Soit D un demi-groupe. On définit une suite desw
dendante de sous-demi-groupes D = DOD D1 ces 2 Dr dans laquelle Dr est vide

et Di+1 est un idéal de Di o les facteurs de la série sont les demi-groupes

dirférences. D, = D. . .
i i+l
Deux séries sont isomorphes si on peut établir une correspondance dans laguelle
les facteurs qui se correspondent sont isomorphes.

Deux séries d'un demi-groupe D
D =DOD Dl cee ‘-)Dr =\S~.

D:HODHI oooDHu=&

ont des raffinements iscmorphes qui sont respectivement s

D =DOO)D01 ese JDOU.:DIOD cee DDru

D=Hyy 2 Hgeeo Hg=Hy D eee DH

Dige = Dypq ¥ (03 N H)
Hip = By (A Dy)



5«03
d'aprés ce qui précéde

D i,k+1  Pik " Pisnk

ik

Deux séries de composition (séries n'admettant plus de raffinement) sont iso=

morphes,

2, Demi-groupes ayant des idéaux minimaux,

L'étude de ces demi-groupes a été faite par SUSCHKEWITSCH [5] pour les demimgrou=
pes- finis, puis par REES [4]) et CLIFFORD [1], [2] dans le cas général, avec une
méthods qui differe un peu de celle qui est exposée ici.

Un idéal & gauche est minimal s'il ne contient pas c'autre idéal a gauche que
lui-méme, et, éventuellement, 1l'idéal zéro.

A, D est un demi-groupe sans zéro contenant au moins un idéal & gauche minimale -

Soit ;3 cet idéals Pour tout x ¢ ,'j , 1'idéal & gauche Dx ¢ g , done Dx = Q3
de méme ¢ x = g 3 on peut donc faire division a gauche dans g e« On a les pro=

priétés suivantes 3

1°, Si ( est un idéal 2 gauche minimal, pour tout a €D, a est un iddal

4 gauche minimal, En effet, soit y ¢ O{a 3 y=xa, x ¢ {f; done

Dy = Dxa = §a . ¢ a est donc m:Ln:Lmal.

2°, Réciproquement, tout idéal & gauche minimal q de D peut s'écrire
”X Cjb ’) étant un idéal & gauche minimal quelconque. En effet, soit b € '
gb est un idéal & gauche contenu dans Cj' , donc Yb = qr

3°, Deux idfaux 3 gauche minimaux distincts sont disjoints.

40, I1 résulte de 1° et 2° que ,a U gx = (fD est la réunion de tous
x ¢D

les idéaux & gauche minimaux de D , C'est un idéal bilatére. Remarquons que, dans
"'4 A ’, . ’» . . 3
l'expression de . , j peut est remplacé par un idéal & gauche minimal quele

congque.

Montrons que ) est un idéal bilatire minimal, Soit 7 un idéal bilatére con-
tenu dans s donc )1 = :‘! n , €t 1 2 une intersection non vide avec au
moins un des idéaux minimaux & gauche de D y Soit ! A ’X ;é Q, donc
70‘Y 0(' 3 done "{"'jet;j—y'D(. :,D:j.Donc)..;,et:]
est mln:unal. De plus, il est contenu dans tout idéal bilatére de D ;3 c'est done
le seul idéal bilatére minimel (c'est 1'idéal minimum).

En effet, si K est un autre idéal bilatére J K € Tnx # 9.0k est done
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: ~
un idéal bilatere contenu dans /:j donc :] N K= (:’ et ~ € K.

On voit facilement que T est un demi-groupe ne possédant pas d'autre idéal
bilatére que lui-méme (puisque pour X ¢ v/ , ;7 x ;7 = ’\! = :7) on dit que
,/J est un demi~groupe simple,

Ces propriétés rappellent celles des anneaux vérifiant la condition minimale
pour les idéaux & gauche (anneaux d'Artin). Mais, contrairement aux anneaux, le
demi-groupe simple ,’:/4 , méme s'il vérifie la condition minimale pour les idéaux
3 gauche (s'il contient un nombre fini d'idéaux minimaux & gauche) ne contient pas
nécessairement un idempotent, ni un idéal minimal & droite. Nous sommes amenés &
faire 1'une ou l'autre des hypothéses supplémentaires suivantes, dont on montre

facilement 1l'équivalence : 7 contient un élément idempotent, ou D contient un

iddal 3 droite minimal,

. Supposons qu'il existe dans D un idéal & droite minimal . En reprenant a

b 1
droite les raisonnements faits & gauche dans ce qui précéde, on montrerait que la
réunion de tous les idéaux & droite minimaux de D est un idéal bilatere minimum,
donc nécessairement confondu avec J , Ona: j = (“D = Di)l = qu = bk .
Soient "jl , ' un idéel 3 gauche et un idéal & droite minimaux quelconques. On
a bk qi < E}k N gi , donc bkn qi n'est jamais vide., De plus, ?}k gi
est un demi-groupe car ?}k qi x /‘\’k »jl - bk{}}i . Soit xe,/)k eji ; ona
x €0, d'mqi $ X = ql et bk 9ix= bk LB ; + On peut done faire la di-
vision & gauche dans D K ’j , ;3 on montrerait de méme qu'on peut faire la division
a droite ; ?’k <ji est donc un groupe. Ce groupe posséde un élément unité ey
L'idempotent e,, , contenu dans ?}i et (}k , st un dlément unité & gauche dans
bk et & droite dans (jl . I1 en résulte que tout élément x de qi n bk
peut s'écrire x = e, X=xe, donc ’il N b K = bk éi et par conséquent

X X
H o - 7o SRR
qinbk'\ok -'i"Cik‘

Les résultats obtenus sont représentés dans la tableau suivant, a la fois "table
d'intersection" et de multiplication (ligne par colonne).

‘f‘.’ *l q
J1 do e | 5 M=5"4.=5" 5, =56
Q &11 6'01 see Q. ZI * A-k- ‘ 1 lk
2 i1 q b 7
J2 (212 sz ese Qiz 1 k g o
os e eee LN eoe LA N4 bk Qj_: @ik ]
5, | 6, | € ¢
k 1k Bk | oo ik
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Nous allons montrer que tows les groupes ¢ 5 Sont isomorphes. Prenons un idéal

& droite minimal quelconque, que nous appellerons d1 « On a d1 = 6:11 + 621 ...G;_I .
é1léments unités respectifs ©11%€p1 e €4 o

Soient a,y , b,, etce les éléments de 611 e Ona s
- A ~ 0 _G
6;11 €21 = b1 61 ®21 = Z\1 42 =210

On a une application de G sur ¢ o
11 21
Posons &,y ey = a5, , by ey =Db, , ete.(on a toujours €41 €5y = €51) o

Cette application est un homomorphisme, en effet s

x b b

811 21 * P11 = 819 Pyg 85 e

D'autre part
821 %11 7 211 ©21 ®11 7 811 ©31 7 8y 3
1'application est donc biunivoque, et G et G sont des groupes isomorphes,

Pour les autres groupes (4 41 » OB deflnlt de méme H

811 %41 = 841

I1 en résulte a, » et plus généralement s a., b.. = a bjl « Ceci montre

i1 “ji j1

il J i aj 1 é
on connalt celle de 1

qu'en connaissant la table de multiplication de 11

Prenons successivement tous les iddaux & gauche minimaux, on obtient

d :@ +€12'..+6: (i:

71T ik °°*

1
On connalt la structure de ¢ y contenu dans o Or 6 =e @.1 o On dé=

i1 1
finit e;, a;) = a5, €;, by = by, 5 ete. de méme

Cix %41 T 84k

les a, 51 * bil eee étent définis dans 271 « On montre comme dans /3 1 Qque tous les

&ik sont isomorphes a 6 donc a @11 3 tous les groupes @'ik sont isomorphes

i1’
entre eux, Quel que soit i, ona s
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Dans chacun des idéaux & gauche €, , comme dons ?1‘1 , on connaft la table de
multiplication quand on connaft celle de 11 Mais ceci n'est en général plus
vrai dans les idéaux & droite &k (k #1) + En genéral :

2k Ok F 2k ¢
SUSCHKEWITSCH a montré que a5y ejk = ajk ’

la cor.-espondance ajké-—)ajk étant
un automorphisme intcrieur de Gik , et a construit des tables de multiplication

de demi-groupes finis [ 5] (en prenant des demi-groupes d'applications d'un en-
semble fini dans lui-méme).

B, D est un demi-groupe avec zéro contenant au roins un idéal & gauche minimal, =

Toujours par analogie avec les anneaux, nous supiosons D sans idéaux nilpotentss

Soit (f\ un iddal 3 gauche minimal il ne contient pas d'autre sous-idéaux que lui=

3 ¢ . ’ . 2 1
méme ou zéro. “3 ntétent pas nilpotent, on a neécessairement ’jy = 4.
iy 2

Pour x & 11 s Dx est un iddal & gauche contenu dans C& o On ne peut avoir
Dx = 0 , sinon g\x , O} serait un idéal nilpotent ; donc Dx = {.
Partition des idéaux minimaux. - Soient ¢, , q , deux idéaux minimaux 3 on a

toujours {}1 n !}gzzo et d/l qzz d)z ou 0.

1 Tout idfal minimal & gauche est idempotent, i}f #0.
4
20 4, qz;éo-.> q, 4, #0, on effet

4 Go= 9 — 9, G, §2=9§=§2

donc, on me peut avoir qz ql =0 .

3° 4y U, #0 et §, 4, 40— G, §;£0 onoffet :
4, 93=9; 9, 85=4, 4 #0.

La relation ij 1 @2 # 0 entre ql et gz est une dguivalence qui répartit les
idéaux minimaux en classes disjointes, deux idéaux (}1 et 0{2 appartensnt 3 la
méme classe si, et seulement si 9 4, £0.

Si 8‘ est un iddal & gauche minimal, f§ a est soit nul, soit un idéal & gauche
minimel, en effet, tout lément de § o s'éerit xa, x¢ ¢ , done Dxa=§e,
et 9o est minimal, et appartient 3 1o méme classe que ‘} , puisque

4 x qa='f§a;£o .

Réciproquement, tout idéal & gauche minimal appartenant & la méme classe que q
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s'éerit /.g' =‘ja ; en effet, puisque C{Lj' # 0, il existe aé& q' tel que %a.;é 0
({ga idéal & gauche contenu dans q!), donc #a = Cﬂ' .

L'idéal bilatere = (J 15 a ost donc la réunion de tous les idéaux & gauche
a ¢D
minimaux qui appartiennent & lo méme classe que /} dans la partition précédente.

On montrerait comme dans le cas d'un demi-groupe sans zéro que 7 est minimale
Mais, D ayant un zéro, ) n'est plus unique. Deux idéaux minimaux bilatéres
distincts 7 et R (correspondent & deux classes distinctes de la partition)
vérifient Jn Iv = 0, TTrv-0.

Cela montre que deux idéaux bilatéres minimoux d'un méme deni-groupe ont des
structures tout & fait indépendantes, Comme dans le cas o D est sans zéro, nous
allons faire 1'hypothése supplémenteire d'existence d'un idéal minimal a droite,
mais cette fois-ci, contenu dans 1'idéal bilatere minimal :7 (ou 1lthypothése d'exis=-

tence d'un idempotent dans ) , qui est équivalente), Il résulte de cette hypo=
thése que :f est 1z réunion de tous les iddaux & droite minimaux de D apparte=
nant & une classe d'une partition des idéaux & droite de D analogue & celle que

nous avons faite sur les idéaux & gauche.

Soient ék s qi un iddal & droite et un idéal & gauche minimaux de D con~
tenus dans 7 . On a les propriétés suivantes

1° On a toujours ék ,31 # O ; en effet,

vo

Ak qi=o-—;5k %}:0

. . . . '7 S 2 ' A
ce qui est :unposs:L‘ble puisque (\kf ’51{ £ 0 . Comme bk (Ji % Bk qi s On
a toujours dk n g, #0 .

2° Dans tout idéal qi il existe au moins un x € qi tel que x° £0.,

En effet, pour tout x € q ; Dx= gi ; si pour tout x € qi on avait x° = 0 s On
; 2 . . .
aurait Dx.x -_-gix =0, tout x ¢ (;i , done qi = 0, ce qui est impossible.

Tout é1lément x appartient & un ensemble ‘/;i N ék et & un seul,

Montrons que si 2 # 0 pour aumoins un x¢ ¢, O ék , gi fn é‘k est un groupe

avec zéro, Si x* =0 pour au moins un X € Cj’in'a‘k . qi nbk est un demi-groupe
de carré nul, .

(I1 résulte de ceci et du paragraphe précédent que tout idéal minimal de ~ COnm

tient au moins un groupe, donc un ¢lément idempotent).
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Supposons d'abord x2 =0, x¢ /3 a Jk e Ona Dx= qi , XD = fg ; donc
Dx.xD = (S 3’ = 0 ; en particulier [' A ]2_0.81 2 £0, 4. f“’k ne
contient pas de diviseurs de zéro ; car si on avait yz =0 pour Vs 2 £0 et

C—.*’}”bk,onaurait Dy:%., 2D =4, et Dy.zD = 4, -:k..O on ne
pourralt donc avoir x- #0 pour x € q " %‘f « Il en rosult.e que {,ﬁi y#0 (car
q y # 0) , et on montre alors, comme dans le cas oi D est sans zéro, que
41{ qi &0} est un groupe, puisque “k ‘j ﬁii .

~ est donc une réunion d'ensembles 5k“ 4, qui sont, soit des groupes avec zéro,

soit des demiw-groupes de carré nul, lontrons que tous les groupes sont isomorphes

entre eux, La mdéthode utilisée dans le cas ou D est sans zéro n'est plus appli=-

cable, 6:11 et G ik peuvent 8tre des groupes sans que @ s0it un groupe.

Prenons potur simplifier ¢ -qln 61 , 622 = '5 n (S &11 et 6’ sont
des groupes., Comme C-gl ’S ;é O , 11 existe p'e qz tel que Ql p! ;é 0 en par-
ticulier e, p' # 0 3 posons e,y P'=p, D€ ?) N (}é . D'ol

ql p’ = ql p= q,2 4
done, il existe q¢ /}l , tel que gp=e,,. q€ 5 N gl . Considérohs la
correspondance X s gqxp ;3 X € 5 ql , donc qxp éd (" 32 . Cette correspone
dance est une application de 11 sur 10 2 OB effet s

q&u P=q2’191p=b2 92=€22°

C'est un homomorphisme : en effet, remarquons que (pq)2 = PAPq = Peyq = Pq .

D'autre part, qpq # 0, car qpgp = € # 0, pq, idempotent non nul contenu
dans ¢11 , est égal & ©1q ° Donec gxp x qyp = e,y YP = OXyP . La correspondance

est biunivoque : comme q€ ql et pé , il existe r et s tels que

1
rqg=e,, et ps= 4 * A tout élément qxp correspond donc TgXps = X . Les

groupes C/ et 6 sont bien isomorphes.,

Co D contient des idcéaux nilpotents,

Si (‘§ est un idéal a gauche minimal, pour tout x € D, x est : soit nul, soit
un idéal & gauche minimal (méme démonstration que pour D sans idéaux nilpotents,
le cas Dx = O n'étant alors pas exclu).

Un idéal & gauche minimal est : soit nilpotent, soit idempotent. Les iddaux &

gauche idempotents peuvent étre répartis en classes disjointes de la méme facon

que dans les demimgroupes sans idéaux nilpotents ; deux idéaux q 1 et q 2
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appartiennent 2 la méme classe si et seulement si q 1 q2 £0 .

I1 en résulte que si ’_} est un idéal minimal & gauche idempotent, 1l'idéal bi-
latére qD est une réunion d'idéaux & gauche minimaux ; ceux de ces idéaux qui
sont idempotents sont ceux qui appartiennent & la méme classe que CS dans la par-
tition définie plus haut, Si £ a est idempotent, il existe donc b tel que
Qab = CS (ce résultat sera utilisé plus loin).

3+ Radical d'un demi-groupe.

La réunion ‘f)ﬁ), de tous les idésux & gauche nilpotents d'un demi-groupe D est
un idéal bilatére, qui est également la rdunion de tous les idéaux & droite nil-
potents de D , et que nous appellerons radical de D , Soit, en effet, 3 un
idéal a gguche nilpotent, gp = 0 ; pour tout x€ D, gx est 3 ou nul, ou un
idéal & gauche nilpotent, puisque (gx)p < gpx =0, J\% est donc un idéal bi-
latere, D'autre part, si est un idéal & droite nilpotent (b U }>D) est un
idéal bilatére (donc un idéal & gauche) nilpotent, qui contient D et appartient
a ‘%, donc (”Z contient D .

* 7 , P74 .
D" =D = H’é e¢tant le demi-groupe associé &8 D et ,)Q. r 1l'homomorphisme de Rees
pa. 9

on constate aisément les propriétés suivantes

Tout idéal de D a pour image dans D¥ un idéel de D* et réciproquement tout

idéal de D* est 1'imsge d'cu moins un iddal de D , Un idéal minimal et non nile

potent de D o pour image dans D* un idéal minimal dans D* , sur les demi-

groupes vérifiant la condition minimele pour les idéaux & gauche.

1© 3i D wvérifie la condition minimale pour les idéaux & gauche tout idéal cone

tenu dans son radical % est nilpotent. C'est le théoreme de d'Hopkins, qui se

démontre pour les demi-groupes de la méme fagon que pour les a.neaux (voir, par
exemple, JACOBSON [3], p. 63-64). Il en résulte que le demimgroupe D* =D =

n'a pas d'ideoux nilpotents.,

Un idéal de D* , \6* £0 est l'image de 1'iddel de D, ¥ & ,'95. Suppos ons
(f)p =0 . On a alors )gpé '7'2}, Xp est nilpotent et il existe un entier q
tel que qu = 0 . Y est donc nilpotent et b/ c 1707, ce qui est contraire a
1'hypothése.

-

2° Tout idéal & gauche de D contient au moins un iddal minimal /5 « Soit

1'idéal bilateére réunion de tous les idéaux & gauche minimaux de D (si D est
sans zéro, ] est 1'idcal minimum :7) « Considérons le demi-groupe D=D = ] ,

associ¢ & D et ] par l'hamomopphisme de Rees, nous obtenons s Tout idéal de

P
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D a pour image dans D un idéal de D , et réciproquement tout idéal de D est

1'imaged'au moins un idéal de D . La condition minimale pour les id8aux & gauche

est vérifide dans D .

Considérons un idéal & gauche de D qui n'est pas une réunion d'idéaux mipimaux etdat
tout sous-idéal & gauche propre cstwe rénion d'idéaux rinimaux. Cet idéal 2 pour image
dens D un idéal 3 gauche minimal dans D , ot réciproquement, tout idéal qui est
1l'image inverse d'un idéal & gauche minimal de D a ces proprié¢tés. Nous appel=
lerons idéal mineur de D associé a ‘} le plus petit idéal de D qui a pour

image un idéel a geuche { minimal dens D , c'est-a-dire 1'idéal 2 gauche engendré
par les éléments de D qui s'appliquent biunivoquement sur les éléments de :} .

On montre facilement que : Si §' est un idéal mineur, on a@'2 =f' ou q'z ¢ J.
Si g‘ est un idéal & gauche mineur, pour tout a &D , g'a est:soitun

idéal mineur, soit une réunion d'idéaux minimaux & gauche, soit 1'idéal zéro.
L'idéal bilatsre -’.}'D est une réunion d'idéaux mineurs et d'idéaux minimaux &
gauche,

Dans ce qui suit, D est supposé sans zéro. D'aprés la condition minimale un
q oy 199 P

idéal & gauche mineur contient un nombre fini d'idéaux minimaux distincts qi .
N
Posons {'=§+7F 4, +S0it a€D;si §'a est un idéal mineur,

g 'a :@a +2:91a ;

les §.a sont les idéaux minimaux de 9'a . De plus si 43' et 3'& sont idempotents,
il existe b e D tel que q'ab =q' . I1 en résulte que g' et {j'a contieunent

nécessairement le méme nombre d'idéaux minimaux. D'old 3 -

S1 4' est un idéal 3 gauche mineur idempotent d'un demi-groupe D sans ZET0,

vérifiant la condition minimale pour les idéaux a gauche, tous les idéaux mineurs
& gauche idempotents contenus dens 1'idéal bilatére q’ ' = g'D contiennent le méme
nombre d'idéaux minimaux & gauche.

En appliquant plusieurs fois de suite 1'homomorphisme de Rees, on peut poursuivre
1'étude du demi-groupe D ,
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