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(ALGEBRE et THEORIE DES NOMRRES)
Année 13550/51

T e L

ANFEAUX INO¥-ASSOCIATIFS
par Ravymond RAFFIK
Si, da“s la définition classique des anneaux, on conserve tous les axiomes, sauf

1'associativité de la multiplication qu'on supprime; on obtient ce qu'on appelle gé--

néralement (et improprement) les anneaux non-associatifs. Les anneaux (associatifs)

en sont des cas particuliers. Il m'est impossible de donner, méme un apergu, de touh
ce qu'on a pu déjd découvrir dans ce vaste domaine. Je me bornerai donc aux propriée-

tés formelles les plus simples en ajoutunt quelques idées personnelles.

I1 v & plus de cent ans GRaVES et CAVIEY [10] construisaient les octaves, premier
exemple d'algébre non-associative. Mais alors que la non-commutativité & peine anté.~
ricure apparaissait feéconde en mathématiques et en physique avec les quaternions,
puis avec les algébres associatives générales (MAXWELL utilise les quaternions, DIR.4C
[11] les algébres non-commutetives infinies) la non-associativité semble se révéler
rédhibitoire et stérile : les octaves sont reléguées, & peu de chose pres, au rang
de curiosité, surtout depuis qu'ZURWITZ [14 ], en 1898, montre qu'on ne peut générali-

ser pour n »¢& la formule :

n ~ ) n
(;X;)(iyg)=;2§ ,

qui peut étre déduite pour n =2, 4 , 8, des propriétés des nombres complexes,
des quaternions et des nombres de Cayley. L'étude des algébres non-associatives pro-
gresse & peine. Cependant il apparalt que certaines formules de la théorie des quanta
prennent un aspect plus simple si on les exprime en se servant d'une multiplication
non-associative, en fait de 1l'opération : xJy = xv + yx (ou les produits du second
membre sont des produits associatifs ordinaires). Aussi JORDAN, wvon NEUMAIN et‘WIGNER
tentent-ils, en 1233 et 134 [17], de construire, en partant des propriétés formelles
de l'opération J , une générelisation de la théorie des quanta, avec 1'espoir que la
théorie généralisée satisferait enfin aux exigences relativistes et mettrait fin aux
paradoxes de la théoriequantique des champs. Ils échouent. DIRAC affirme [[12] "echec

prévisible, les algébres non-associatives e satisfaisant pas suffisamient au
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principe de la '"beauté mathématique" d'une théorie physique¥. En réalité, nous
verrons dans un instant que, pour une part, vraisemblablement, 1'échec provient de

ce qu'on s'était limité & des algdbres admettant une base finie.

En tous cac c'est & peu prés 2 partir de cec moment que les théories non-associa=

tives commencent 3 progrsser notablement.

Avant de donner une idée de quelques aspects de cette progression, je vais préci=-

ser les définitions essentielles.

1. Définitions.

Un anneau (associatif) est un ensemble A ob sont définies deux opérations dési-

gnées rar + et x :

1°© A est un groupe abélien par rapport & l'addition + .

2° A est un demi-groupe par rapport & la multiplication x .
3° La multiplication est distributive bilatéralement par rapport & l'addition.

€i de plus A est un module sur un anneau { associatif, commutatif, et avec

2o 2 sy * o N A
un ¢lément unité, on dit que A est une algebre sur %z . (Tout an-eau pouvant &tre
considéré comme une algébre, au moins sur 1l'a.neau des entiers ratiomnels, je réser-
verai le nom d'algébre aux anneaux pour lesquels interviennent des propriétés non

triviales de (% ; c'est-3-dire indévendantes de la structure d'anneau de A).

2. Anneaux particuliers.

On peut, tout d'abord, au lieu de supprimer purement et simplement 1'associativité

’

[(xv) z = x(xy) ] incluse dans la définition du demi-groupe, altérer cette propriété

pour définir des ensembles particuliers d'anneaux non-associatifs et d'algdbres

non-associatives.

On y arrive; soit en construisant effectivement une opération non-associative (par
exemple 1'opération J , ou bien l'une des 3 multiplications non-associatives des
matrices [ 3], soit d'une facon abstraite en posant a priori une relation qui modifie
ou généralise l'associativité (par exemple en posant (xy) z = - x(yz) ou
(xv) z = rix(vz) , A & B). On peut encore combiner les deux méthodes, ce qui a plus

de chances de conduire & des systemes utilisables.

3. Anneau de Lie et anneaur de Jordan.

C'est ainsi qu'ont été définie les anneaux de Lie et les anneaux de Jordan :
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Si on pose :

(L) xLy

Xy - yx
J) xJy = xv + vx ’

ol xy désigne un produit associatif ordinaire; on a :

(1) xly = - ylx , xL(ylLz) + yL(zlx) + zL(xLy) = 0 :
(2) xJv = yIx , x J(yJdx) = (X2 Jv) Jx .

Par exemple, l'ensemble des matrices antisymétriques est clos par rapport & 1'o-
pération L et 1'ensemble des matrices symétriques est clos par ranport & 1'opéra-

tion J .

Inversement les anneaux ol la multiplication satisfait respectivement aux rela=

tions (1) et (2) sont les anneaux de Lie et les anneaux de Jordan. Il convient d'a-

jouter immédiatement que, dans les cas usuels, ces définitions n'apportent pas de

svstemes absolument nouveaux, puisqu'on a les deux propositions connues suivantes @

1° Toute algébre de Lie, sur un corps, est isomorphe 3 une algébre de matrices in-

finies par rapport » 1'opération xLy = xv - yx [9)

2° Toute algébre simple de Jordan, ayant une base finie sur un corps F , non mo-
dulaire, est isomorphe ¢ une algébre de Jordan de matrices finies (ou algdbre spé-
ciale de Jordan) sauf si e’le est isomorphe & une certaine algébee {1 . Dans ce
cas, il existe une extension scalaire X de degré fini sur T telle que !QK soit
isomorphe & 1'algébre des matrices carrées hermitiennes & 3 lignes dont les éléments

sont les nombres de Caylev (41
C'est de cette deuxisme propri&té que provient 1'incapecité des algdbres finies
de Jordan & fournir une généralisation fondamentale de la théorie des quanta : les

algetbres spéciales de Jordan n'apportent (par elles-mémes) qu'un moyen (commode)

d'écrire les mémes formules, les algébres L) sont trop restreintes.

4. Généralisations progressives.

Je vais maintenant considérer les généralisations progressives simples et aussi
naturelles que possible de la loi associative. Ces généralisations fournissent effec-
tivement des algebres entirement nouvelles et prennent leur point de départ dans les

propriétés formelles d:s octaves.

En effet si x , y , z sont des nombres de Cayley quelcongques, en appelant

associateur de x , y , 2z 1'expression
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(x5 v 5 2)=x(yz) - (x7) z s

on sait que cet assogiateur est une fonction alternée de ses arguments. Inversement
ZORY [ 33] appelle anneau alternatif tout anneau avant cette propriété d'alternance

de 1'associateur, propriété qui devient triviale dans le cas d'un anneau associatif
quelcongue. On peut remplacer cette propriété par une condition plus faible : pour
qu'un anneau A soit alternatif il faut (si la carectéristique est premiére & 23

et il suffit que pour tout x et v de A on ait deux quelconques des trois rela

tions
(3) (xx) v = x(xy) , (xy) x = x(yx) , (yx) x = y(xx) .

L'intérét des anneaux alternatifs réside ca particulier dans les deux proposition

suivantes :

1° les seules algébres alternatives réelles & division sont les nombres réels, les

nombres complexes, les quaternions et les octaves.

2° si dans un anneau alternatif ona : (a , b , ¢} = 0, le sous-anieau engen=-

dré par a , b , ¢ est associatif [31 1.

I1 résulte de cette propriété le théoreéme d'Artin : le sous-anneau engendré par

deux éléments quelconques est associatif.

Ce théoréme montre en particulier que les propriétés d'inversibilité des anneaux
associatifs s'étendent sans changem nt aux anneaux alternatifs avec élément unité,
c'est-a-dire qu'on a les quatre cac possibles :

© 0G0 000006008 0000600000069 000000CO00O00000T:0000000900C0O0S 00000000060 000000600E0000COCESS

.1 iaverse . une infinité d'inverses .0 inverse & gauchc .0 inverse & gauche

T)eyiq 4o N . .

( ).bllatere ¢ & gauche . .
° e L] L]
«unique . 0 inverse A droite sune infinité & droite <0 inverse 3 droite
* o . .

® 0000000309808 0000009000 0CO0CDOI0E®00D0OCO0OO0S00COO0O9®06©00329COE0I0CE©0D00006O00D0060©060CCeECOBEEN0EO0O0CORES

Nous verrons que ce tableau n'est pasgs valable pour un anneau non associatif quel=-

conque.

Deux quelconques des relations (3) entralnent la troisiéhe, pour généraliser les

S

1

anneaux alternatifs on doit ne conserver qu'une seule de ces relationd. 4. A. ALBERT

[7] a été alors conduit & trois géniralisations distinctes.

1° (xx) y = x(xy) définit les anneaux alternatifs & gauche.
20 (xy) x = x(yx) définit les anneaux flexibles.
3° (yx) x = y(xx) définit les annecaux alternatifs 3 droite.
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Nous allons porter notre attention sur les anneaux flexibles, car ces anneaux se
distingent profondément des anneaux alternatifs & gauche ou & droite par les pro-

priétés des puissances d'un élément.

5. Anneaux monogenes.

Appelons anaeau monogine [a] un anneau engendré par un seul élément a ; [a]

. . N N . Lo s 1
contient les priscances principales a droite de a définies par a” = a ,

"1 - . - » V- X . R
?=a"" a ; ies puissancés principales 3 gauche de a définies d'une fogon analo-

gue et les puissances mixtes qui sont des produits de puissances principales associées

. ° by 4 rd .
d'une fagon quelconque ; en outrve, si a appartient & un anneau A avec élement uni-

. . . 0
té e on conviendra que [a] contient e , et on pourra poser a = e .

6. Anneaux 2 puissances associatives.

Si a appartient & un anneau associatif (ou, par conséquent, alternatif) 4 ,
[a] est trivialement associatif et commutatif. ALBERT montre [7] qu'il en est de mé-
me dans le cas oi A (de caractéristique premiére & 2) est alternatif seulement
d'un cbté. Si 4 est tel que pour tout x de A, [x] est associatif 4 est dit
3 puissances ascociatives [6 ). Il feut et il suffit pour cela que xP x3 = xPra
pour tout couple (p , q) d'entiers naturels. ALBERT a montré que si A  est de
caractéristique zéro (c'est-a-dire si na =0 entralne a = 0 pour tout entier na-

o]
turel n) il suffit que 1l'on ait xx2 =% ot x° x2 = x* .

Les anneaux de Lie (x2 = 0) et les anneanx de Jordan sont & puissances associati-
ves. L'ensemble des anneaux 2 puissances associatives est donc trés vaste et en fait,
ALBERT, qui a cherché & en donner uane theéorie structurale [6], a dii distinguer un
grand nombre de sous=-catigories (anneaux statiques; acneaux standards, anneaux gqua=
si-associatifs, etc.). L'intérét des a:neaux a puidsances assoclatives provient de
la simplicité de tout a-neau monogéne et du fait que P. JORDAN a montré qu'en méca-
que quantique pour qu'une algébre ait un sens physique il est nécessaire qu'elle soit
3 puissances associatives [26 .

Cependant la cztégorie des anneaux ¥ puissances associatives ne contient pas les
ameaux flexibles puisqu'en particulier il existe des anneaux commutatifs non-asso=
ciatifs. Les conditions pour gqi'un anneau flexible soit & puissances associatives
sont seulement un peu plus simples : il suffit que la caractéristique soit premieére

& 30 et que x2 x2 = x4 .

7. Annecux & puissances commutatives.

J'ai montré que pour =suglober les annecux flexibles il est nécescaire de
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considérer des anneaux 2 puissances commutatives définis par la condition que tout

sous-anneau monogene soit commutatif. En effet en se bornant aux anneaux de carac-
téristique premidre 3 2, j'ai montré [24 ] que dans un anmeau flexible tout
sous-anneau engendré par n éléments qui commutent entre eux était commutatif. Il
en résulte que tout anneau flexible (de caractéristique premiére & 2) est & puis-
sances commutatives. J'ai montré [26] que la condition xP x% = x% xP realisée

pour tout couple (p , q) d'entlers naturels n'était pas suffisante pour qu'un

anneau soit & puiscsances commutatives. Plus généralement :

a. Stude d-s puissances (positives). = Si on affaiblit au maximum la relation de

3

flexibilité pour la généraliser on obtient xx2 =x” . J'ai construit a partir de

cette relation une gamme descendante de catégories d'anncaux. Cctte gamme est définie
de la fagon suivante :

Al désigne un anneau absolument quelconque.

A2 de81gne un anneau (quelconque) & cubes uniques, c'est-a-dire pour lequel on a ¢

.<

XX"X.

4, désigne un anneeu A& puissances principales uniques, c'est-a-dire tel que l'on

3
ait” o = T (pour tout entier naturel n).

A.4 désigne un anneau & puissances principales commutatives, c'est-a-dire tel que

1'on ait : x° x% = x% ¥P pour tout couple (p , q) d'entiers naturels).

Ag désigne un anncau semi-flexible, c'est-i-dire tel gue (xy) x = x(yx) si
yelx].

A6 désigne un anneau 2 puissances commutatives.

A7 désigne un a weau & puissances associatives.

I1 est évident a priori qu'on a schématiquement :

%ﬁ 2 Q%Q 29 3} A : 1 } 6%} 3 .

Je vals indiquer de quelle fagon j'ai précisé ces relations [25] d'abord dans le

cas ol on restreint par des conditions s1mpleu les ensembles considérés, puis dans

le cas général :

2 * 0y . s b
Je désigne par A; un anneau 4, de caradtéristique premidre 3 6 et du n-iéme

3

degré avec n < 5 . Cela signifie que x4 appartient au module engendré par x~ ,

2 . . . p
X 5 x et e (s'il existe). J'ai montré qu'on a 3
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Fo. s R - .. L ,
T SN U R L SR\ SR I\ L S
(4) ifl 2, 2l ’%\A ) Ay ! s ?f*e,s SR ’
carA§=A§ (1 ,3=2,3,4 ,5 ,6) .

- 9 - - rd - I d Ve
Du fait que < C:,(X3 » X 5 X , e) onne peut d'ailleurs pas déduire, sn géné-

ral, que module [x] = (x3 s x° s X , e) ce qui rerdrait les relations (4) preseue
triviales. Cependant j'ai montré [277] que, dans des circonstances simples [x] avait
son module limité. Par exemple si A; (1 > 1) est une algébre ayant une base finie

sur un corps, 1l'espace vectoriel de toute sous-algibre monogéne est au plus de dimen=-

sion 7 .

Au contraire les égalités (4) ne seraient plus toutes vraies si l'on considérait des
algdbres du 5e degré. A partir du 7e degré elles sont toutes remplacées par des inclu-

sions strlctes (sauf la dernlvre) si blen que 3

(@) (9)z ~ L 2) (2)\ a (2)1 - 2
- - J
ol A§2) désigne un anneau Ai de caracterlsthue premiere 4 2. Ces relations sont

d'ailleurs encore vraies si on se limite & des ensembles d'anneaux de caractéristique
zéro. Enfin si 1'on supprime toute restriction on obtient, schématiquement :

I L U R L
(®) Pl A2j, ). 3 2 - 4-1 23 5} .>3A6§ .)*iA’7;
J'ai démontré ces relations & la fois par un nrocédé de linéarisations et par des

contre-exemples (voir [28] ).

b. Puissances négatives : problémes de divisibilité. - Les relations (5) et (6) met-

tent en évidence la variété et la complication des anneaux 2 puicsances non-associati-
ves. Cependant; avec les anneaux flexibles,; ces anneaux interviennent d'une fagon
naturelle si 1l'on veut étudier non plus les puigsances ordincires positives d'un é1é-

ment, mais ses puis a ces négatives.

Toutefois, 1'existence méme de ces puissances négatives souldve des problémes de di-
visibilité dans les anneaus non-associatifs généraux.Aihussi avant d'aborder les ques-
tions relatives aux puissances négatives; je vais donner briévement, d'abord des no-
tions trés succintes sur les anneaux non-associatifs généraux puis les résultats sim-

ples et importants sur les anneaux non-associatifs généraux & division.

8. Anneaux non-associatifs généraux.

Dans un anneau non-associatif général la multiplication n'a plus aucune propriété

propre & part la fermeture.
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1° Yodules de multiplication. - Il est commode surtout dans le cas das algébres

ayant une base finie sur @) d'introduire [1] les modules de multiplication & gau-

che et & droite de la facon suivante :.

<% - X + ... + O e ct X:‘F + +§ e on a 3
Ol a 1 el n n U ) se o0 n °n

1 %1

JlJl oo Z§131(1) T

S o~
= 'S 3, = R ceo
?

‘] ngl ces Z{n;m
On peut donc écrire : ax = a v 2U second membre a est le wecteur ligne
Pt

N AL 1y o
(d'l 5 oo ,C(n) et R la matrice ( 2 Yijx gj) , ou plutdt 1'endomorphisme re

présenté, avec la base (e1 s ses eﬁ) par cette matrice. L'ensemble des Rx cons=
kS

titue le module R des multiplications & droite. .Si (> ost un corps, la dimension

de ce module est évidemment < n . On définit d'une fagon analogue le module L des

a

multiplications a gauche comme 1'ensemble des L tels que xa = aLX « Bnfin 1'al-

(1) et

géore N[ ; R‘L) ; L(J)] des polyndmes 2 coefflcleﬁto dans @ en R
L(J) (constituant des bases respectivement de L et de R); I étant la transfor-

mation identique; est 1'algébre des transformstions de 4.

I1 existe une différence évidente et fondamentele avec les algébres associatives,
ona: (ax) y = 4(R R ) et alxy) = aR s si 1'algtbre est associative il en ré-
sulte 1'égalité, quel quc 50¢t a , des secoqu membres et par suite RX RY = ny :
en particulier, par rapport & la multiplication des endomorphismes, R forme une
algébre. Au contraire dans le cas non-associatif rien ne prouve qu'il existe dans A
un élément z tel que az = (ax) vy et en fait il n'en existe généralement pas : R

ne forme pas une algébre. Remarque analogue pour L .

I1 peut se faire d'ailleurs que B et L forment des algébres sans pour cela que
4 soit associative, ce serait le cas pour la loi (xy) z = Ax(yz) « (I1 résulte
immédiatement de la définition de 1'associativité que, si r et L soat des é16-
ments quelconques respectivement de R et de L , pour que A soit associatif il

3
}

faut et il suffit que 1'on ait ri = €r).

L'introduction des ensembles R et L permet souvent de remplacer un calcul
non-associatif par un calcul associatif. A. A. AL3ERT s'en est beaucoup servi aussi
bien pour les algébres non-associatives générales que pour des algibres particulid-
Tres.

R° Gé éralisations des définitions du cas associa’if. - D'une fa-~on générale on a

charché & généraliser les définitions du cas associatif.
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s Simplicité. - Certaines générelisations sont immédiates : ainsi un anneau
(non-associatif) sera simple s'il ne contient pas d'idéal propre, et semi-simple s'il
est somme directe d'anneaux simples (une algdbre non-associative simple n'a pas for-

cément d'éléments unité).

b. Centre. - D'autres demandent pour &tre utiles des conditions supplémentaires ;

clest le cas de la définition du centre d'un anneau non-associatif :

D. REES [2¢] appelle nqugz_d'un anneau non-associatif A les ensembles définis de
la fagon suivante : a et b &tant des éléments quelconques de A , le noyau &
gauche Nj est l'ensemble de tous les ¢lément: x de A tels que =(ab) = (xa) b,

le noyau médian I~ est l'ensemble des y do 4 tels que (ay) b = a(yb) et le no-

yau & droite N estl'onsembledes z ded tels que (ab) z = a(bz) . Ces noyaux sont
évidemment des sous-anncaux associatifs de 4 . Cela étaht le centre ° de A est

1'intersection des 3 noyaux et du A-gommutateur de A (soit G)

anl
C=cny NI N1 .

m r

. R 73 .
Si # 0, { forme un sous-anneau associatif et commutatif.

c. Radical. = Pour d'autres généralisations on est réduit % choisir seulement cer=
taines propriétés esrenticlles du cas associatif, par exemple ALBERT [2] définit le
radical R d'une algébre non-associative (ayant une base finie sur un corps) par la
propriété que R soit un idéal tel gque A ~ R soit semi-simple, R existe si A
est homomorphe & une algébre semi-simple. Mais, alors cuec dans le cas assogiatif R
est un idéal nilpotent, 11 n'en est pas ainsi, en général, dans le cas non-associatif,
en particulier R peut &tre un corps [2 1

3° Isotopic. - Le concept d'isomorphisme de deux algébres se transporte tel quel,
mais se généralise utilement par le concept d'isotopie : A  est isotopique 4 A,
si ces algébres ont le mdme module M et si

x ov = (xP.yQ) pl R

ot o désigne la multivlication dans Ao et ol P , Q@ , R sont des automorphis-
mes de M . L'isotopie est une relation d'équivalence (AO isotopiquc & A entrilne

-

A isotopique & A s ett. ).

. Anneaux & divisions.

On pent appeler as-eau 2 division tout enneau (non-associatif) D tel que si

a#0 et b appartierneat & D les équations :

ax = b, ya=2b
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aient toujours une solution et une seule.

PROPRIETES immédiztes. - Il est clair qu'il faut que D n'ait pas de diviseurs pro-

pres de zéro.

Dans le cas des algébres (non-associatives), ayant une base finie sur un corps,

cette condition est suffisante.
Un anneau & division n'a évidemment ni idéal % droite, ni idéal & gauche.
Le fait, pour une algsbre, d'étre 2 division est iavariant par isotopie.

Com~e tout demi-groupe ol 1o division est toujours possible est un zroupe, a fortio-
ri un anneau asscciatif & division a-t-il un élément unité : c'est une algébre sur un
corps. Il n'en est pas :‘e méne dans le cas non-associatif, mais, du moins : toute al-
gébre & division (avant une base finie sur un corps) cst isotopique 2 une algébre &

division ayant un élément unité.

De méme dans une algdbre & division (finie sue un corps) avec élément unité il peut
se faire que le polyndme & droite (par exemple) d'un élément a soit réductible, du
moins existe=-t-il une algébre isotope avec unité dans laquelle le polyndme minimum &

droite de a est irréductible.

.lgébres réelles & division. - Il serait intéressant de déterminer les anneaux & di-

> .

vision ou du moins les algebres non-associatives & division, ayant une base finie sur
un corps. En fait le pro”léme beaucoup plus testreint : déterminer toutes les algébres
(non-associatives) & division, ayent une base finie sur le corps des nombres réels,
. ' . . n . .
n'est pas résolu. On sait que l'ordre de cette zlgébre doit &tre 2 mais on ignore
. 'y N Ay - .
si on peut avoir n > 3 , meme quand on se borne au cas des algébres & puissances as .

sociatives [6 ).
A ce sujet D. REES a obtenu [2¢] le rédsultat suivant :

Une algebre & division ayent une base finie sur le corps des nombres réels, avec un
élément unité, dans laguelle 2 au moins des 3 noyaux ne sont pas triviaux est d'ordre
2 ou 4. Si elle est d'ordre 2 elle est isomorphe au corps des nombres complexes sinon
elle est isomopique & unc ulgébre dont les éléments sont des paires de nombres com-

plexes (z1 ’ 22) avec une multiplication définie par

] - if -
(zl ) 52)(1,11 s wg) = (zl Wyt B, Wy et s Zq Vip t 2, wl) H

on peut prendre (0 < 8 £7) ,

Les quaternions correspondent évidemment 3 0 = .
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Les cutres résultats principaux sont ceux d'ALSERT [5] : il montre que les seules
algébres réelles absolument valudes, & base finie, avec unité, sont alternatives
et par suite sont les nom:res réels, les nombres complexes, les quaternions ou les
nombres de Cayley. La restriction de la base finie peut d'ailleurs &tre élargie [8];
le résultat est encore vrai si toute sous-algébre monogéne est de dimension finie
sur R (corps des réels). Dans le cas ol il n'y a pas d'élément unité on obtient

des isotopes (non-alternatifs) desalgé-res précédentes. Le cas le plus simple est :

R
. .

S R,
° .
. [ ]
. .

s e s e s

J o = J « = 1
. .

Cette algébre absolument valude est sans doute la plus simple des algébres & divi=-
sion sans élément unité. Le produit dans S est le conjugué du produit dans C

(corps des nombres complexes).

10. Inverse bilatere.

Je me suis perticuliZrement attaché au probléme de 1'inversibilité otplis précisé-
mont cu probline de 1'existeonce d'un inverse bilatére d'un J1ément a dans les annecux ade

notmrdmd 1onont unité o JL'inverso bilatdre o™l de & oot d4fimd par 2o =aa"t=o

Mais, alors que pour les anneaux assoclatifs et alternatifs on a seulement les 4
cas possibles du tableau (T),; pour les anneaux non-associatifs généraux (avec élément
unité) & peu pres tous les cas imaginaires sont effectivement possibles. Ainsi un é-
lément a vpeut &tre & lu fois inversible 3 gauche (existence de a_  tel que
a @ = e) et diviseur de zéro ? gauche, a peut 8tre méme diviseur bilatére de zéro
et inversile bilatéralement. Le raisoinem~nt simple de TOTPLITZ montre, dans le ca§

associatif, que 1l'existence et l'unicité de ag s par exemple, entralne @

1° 1'existence de 2g s

2° con unicité,

3° la relation a3 = a, 5 ce raisonement dans le cas non-associatif h'est plus ve-
o

lable et ses conclusions ne subsistent pas comme je 1'ai montré par des contre-exem:-
ples. Cependant si A est une algébre ayant une base finie sur un corps et si, pour
tout x de A, Xg existe et est unique, alors X4 existe et est unique. A4 est

#=x

- a . . . o ,_ 7
alors & division ; mais en général X4 o
=]
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Etude des puissances négatives. = Les puissances négatives (si elles existent)

d'un é1lément a sont définies de la fagon suivante :

~ . On suppose que l'anneau A contient un élément unité e .

. -1 . . -1 -1
}). a ~ 4 s'il existe, est tel que a " a=aa " = e .

-

K. a = (a_l)n

3

La non-associativité de A entrailne plusieurs complications :

1° En général a_I n'est pas unique.

Si méme on choisit 1'un de ces inverses @

2° I1 ediste des puissances mixtes négatives.

3° I1 existe enfin des vuissances qui ne sont ni positives ni négatives comme

-1 2 2 -1 2 =R
a a ou a a ou a & .

Toutefois da s certains cas ces puissances, ni positives ni nératives, s'expriment
linéairement au moyen des puissances positives et négatives, ce fait est trivial dans
le cas des algdbres du second degré et j'ai montré [23] que si A est du troisiéme
degré thute puissance de a2 s'exprime linéairemernt au moyen de a2 s & 5 C a_l
et 2 < . (Plus exactement : module [a , ul= (a2 s 8 9 € 5, U, u2) ot u est 1l'un
des inverses bilatéres de a). D'ailleurs méme dans un anneau & puissances associati-
ves, l'associativité de:r puissances ne s'étend pag en général aux puissances négatives

bien que ceci puisse arriver dans des cas particuliers.

11. Algébres symétriques : clessification.

Pour 1'étude des inverses bilatéres il m'était utile d'introduire [21] les algebres

suivantes 3

1° Les algébres symétriques A

S

dans lesquelles tout élément admet un inverse bilatere.

2° Les algtbres monosymétriques A

dans lesquelles tout élément admet un inverse »ilatére unique.
3° Les algébres symétriques 2 division Ay

dans lesquelles tout élément admet un inverse & gauche et un inverse & droite uniques

et égaux.

Ces dernidres algébres constituent la généralisation au cas non associatif des corpd

gauchec. Un exemple important d'algebres symétriques & division est fourni par la
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I d

propriété suivante :
Toute algdbre flexible & division est symétrique & division.
J'ai montré qu'on a

;fﬁ;

fo' 7 in o ik rLA'?-;{?f;A"? :
. : : . ;

PROPRIETES, - Algdbre monosymétrique et algdbre & division avec é1ément unité
offrent une certaine analogie de définition. Certaines propriétés sont également ana-
logues. Dans les deux cas ° est un corps. Une algeébre & division ne contient pas
de diviseurs de zéro, une algébre monosymétrique ne contient pas de diviseurs bilaté~
res de zéro. Mais il y a2 une d:vergence dans les réciproques : la premiere est vraie,
la seconde non, toutefois elle le devient dans le cas des algebres & pulssances prin-

cipales uniques ol 1'élément général satisfait & une identité polynomiale.

Dans une algébre & division & puissances associatives toute sous-algébre monogéne
est un corps : cette propriété s'étend [22] sans changement aux algébres monosymétri-
ques & puissances associatives (conséquence : une algébre réelle monosymétrique &

puissances associatives est du second degré) .

Mais une algébre telle que toute sous-algdbre monogéne soit un corps n'est pas
forcément monosymétrique car il peut exister un élément a admettent dans [a] um
inverse bilatére mais ayant égelement un autre inverse bilatére n'appartenant pas &
[2] . Ainsi dans une algdbre P (sur un corps réel) dont les éléments de base sa-

tisfont aux relations

N

8] T - @ & ey = =m0y ey (i = 3)

|

tout [x] de P est un corps, cependant certaines algébres P ne sont pas mono-

symétriques.

I1 errive aussi que, dans une algébre symétrique un élément a n'admette pas d'in-

verse bilatére dans [a] .
Cette dventuclité m'amdne 3 signaler les deux possiblités paradoxales suivantes.

ku moins dans des cas particuliers; il est possible d'immerger"uné algebre ayant
des diviseurs de zéro méme bilatéres dans une algébre symétrique [23] et une algeé~
bre avec diviseurs de zéro non bilatéres dans une algébre monosymétrique. Possibili-
tés renouvelant le probléme de 1'immersion des anne.ux en y comprenant les anneaux
avec diviseurs de zéro (cependant l'abandon de 1'associativité rend difficilement ‘
utilisables ces possibilités puisque de 1'équation xy = @ on peut bien déduire

1(xy) =3zt , mais qu'en général L (xy) £7)e
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12. Llgébres absolument symétriques.

Ces faits, et 1'étude des algébres du n-ilme degré, m'ont conduit & donner une autre
classification des anncaux symétriques fondée non plus sur le nombre des inverses mais
sur leur nature, j'indique seulement 1. plus restreinte de ces classes : j'appelle ab=

solument svmétrique unc clgdbro symétriquo ob quel que soit x , il oxisteun 'x = tel que
1

[(x]= [x-I] . La réciprocité alors parfaite entre x et x =~ se traduit §ar exemple
par cette propriété : les polyndmes minima 3 droite (gauche) de x et x = existent

ensemble, et s'ils cxistent sont de méme degré.

EXEMPIES. - Les algebres P dlordre 4 telles que l'espace formé par les produits
e, e. soit & 3 dimensions, sont & la fois monosymétriques et absolument symétrigues.

dJ .
Toute algébre aymétrique 2 division est monosymétrique et absolumebt symétrique.

3

APPLICATIONS. - A4 g0l ces études peuvent-eclles servir ?

En dehors de 1'intérét intrinséque qui s'dttache a toute théorie mathématique elles

ont déja manifesté leur utilité.

En mathématiques pures, Saunders MACLAIE [19] a appliqué certaines identités entre

des produits non-associatifs & 1'étude des algdbres associatives.

Mais c'est surtout dans les sciences appliquées que se rencontrent les applications
PP ‘

les plus importantes.

In physique, les algébres non-associatives seront peut-étre capables de suggérer et
de réaliser cette généralisation fondamentale de la théorie des quanta qui fut tentée
par JORDAN et von NEUMANN. Mais d'autre part, on a déja utilisé, pour former des sys-
témes d'équations d'ondes corpusculaires, générclisant les équations de Dirac et com-
me elles invariants par la tr nsformatio~ de Lorentz, les propriétés des systémes
triples de Lie et de Jordan, c'est-2-dire d'algébres closes par rapport & des produits
de la forme : (xLy) Lz 'ou {(xJy) Jz . G. PETIAU [20], J.K. LUBAIfSKI [18], étendent
ainsi les équations de Dirac au cas ol la masse est nulle, au cas ol le spin est quel-
conque ; N. SVARTHOLM [32], I'. JACOBSOV [15], étudient les systémes triples du méson

et des généralisations.

En génétique, on peut représenter une population (constituée d'individus quelconques)

par un élément x d'un systéme hypercomplexe. Le produit de 1l'accouplement ce deux
populations (représentées respectivemernt par x et y) sera représenté par le produit
Xy « L'algébre ainsi définie est commutative puisqﬁe xy et vyx signifient la méme
chose, mais elle n'est pas associative et méme, en général, elle n'est pas 2 pulssances
associatives., I.M.H. ETHERINGTON [13] et R.D. SHAFER [30] ont étudié la structure de
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ces algdbres "génétiques'.

13. Conclusion.

En conclusion, il me semble que l'ampleur, & peine explorée, des recherches con-
? P

cernant les anneaux non-associatifs, rend probable 1l'existence de problémees et de

résultats, encore insoupgonnaés et intéressants, en eux-mémes, et par leurs applica-

tions de plus en plus nombreuses aux sciences expérimentales.
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