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STRUCTURE DES ANNEAUX ASSOCIATIFS

var N. JACORSONM

1. Le radical.

Dans cet exposé, nous donons des indications sur guelgues méthodes nouvelles qui
ont été développée:, durant les récentes anndes, dans 1= théorie des structures
de: aaneaux. Ces méthodes s'appliqueat pour donzer des renreignements sur des
anneaux plus généraux que ceux qu'oa considérait autrefois (anncaux qui satisfont 2
la cowdition minimale pour les idéaux 2 droite); ot elles donnent aussi un meilleur

éclaircissement, mdme sur les znneaux avec la coudition minimale.

1° Lz théorie des modules joue un rdle fondamentzl dans no-re thdéoriec. llous suppo=-
sons conms les définitions et les rdsultats principaux de 1. théorie des modules.
Rappelons seulement le rowvort entre la notior de module et celle de revrésentation.
On ¢éfinit une reprisentation d'un anneau nl.comme un homomorphisme de zl)dans
l'a-necu % d'endomorpiismes ¢ 'un groupe commutatif 1% . Si a2 -—>a4 est une re-
présentation; la définition xa = x4 pour x € R donne une structure de module
3 droite au groupe ¥ Réciproquehent, si 1% est un module & droite, la corres=-
pondance entre 1'¢lément a de 2L et la multiplicat:on X —xa dans ¥ est une
représentation. D'une manidre semblable on a un rapport entre les modules & gauche
et les antireprésentations. Clest-b-dire lec anti-homomorphismes de % dans les

anneaux d'endomorpnismes.,

Donnons maintenant quelques indications sur les aotations. Nous désignerons le
module quotient de W& par rapport au sous-modile ' par YK~ R ; 1'anneau quo-
tient de U par rapport & 1'iddal bilatére ° par U/ .81 R est un
sous-module du module M , nous emploierons 1. notation de quotient (9% : 8)
dans le cas sguivant :

R

S &, ulors (M : 8) = ibj ; belil, sb e R pour tout s de

(€]

et (9% : S) est un idéal

sous-mocul=,

droite et il est un idéal bilatdre si S est un

jthd

i x est un élément de M, , 1'iddal 2 droite (0 : x)

({Q} : {x}) s'appelle
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1'ordro de 1'élément =x . La proposition suivante est évidente et nous supprimons

la démonstration.

PROPOSITION 1.

(1) 81 7L est un sous-module, (0 : - 93) = (A :I%) .

(7)‘§1 ¥ & ., le sous-module x = W= (0: %) .

2° Un module Y% (& droite) s'arpelle irréductitle si

(1)

g:

(2) il n'e#iste aucun sous-module tel ge O cVoo e | (ngw désigne 1'inclu-
sion stricte). Si S est un ensemble de modules, 1'ensemble (O : M) stap-
peile le novau de S . Lvidemment, le noyau est u- idéal “1lature. Nous conviendrons

qu'une intersection vide 0\ de sous~encembles est l'ensemble entier. On dit
Weyg
que l'ensemble de module S est fidéle si son noyau est nul.

.lors, nous pouvo"s donner maintenant les définitions fondamentales de notre thée-

réme comme il suit

DEFIIITIONS. - On dit qu'un anneau U est primitif (& droite) s'il existe un mo-
dule (& droite) irrdéductible et fiddle pour =L . On dit que 2L est semi-simple
(& droite) si tous les modules irréductibles 2 droite sont fiddles. Plus généralement
le noyau de 1l'easemble des modules irréductihles & droite s'appelle le radical (&
droite) de 9L .

Alors 3L est semi-simple si et seulement si son radical R est nul. On peut
donner des définitions analogues pour les modules 3 gauche. Nous verrons que le
radical & gauche coYucide avec le redical & droite et par conséquent M est
semi-simple & droite si et ceulement s'il est semi-simple & gauche. Une question ou=
verte est : existe-t-il un anneau qui est primitif 3 droite, mais pas primitif &

gauche ?

On défin't un idéal biletdire L de ‘1L primitif (2 droite) dans Q) si 24/
est un aneeu primitif. Ceci entralne que £ est # “L. Si on rappelle que tout
A/ module peut &tre considéré comme un  2{ module et réciprocuement que tout
X module Vb peut &tre considéré comme U/ % module si £ < (0 : L) on voit

aisément les résultats suivaats :

£ est primitif dans 9L si et seuwlement si £ = (0 :M) ot M est irrdduc-
tible.
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Le radical est 1l'intersection de tous les idéaux primitifs de .

Si 4% est le radical, <L/%, est semi-simple.

3° Les définitions que nous zvons données sont extrinséques. Pour les applications
il est nécessaire d'avoir des définitions intrins2ques. On peut établir un rapport
entre le radical, qui Atait @éfini nar 1'utilisation des idéaux bilatéres, et un
ensemble d'idéaux & droite (ou & gauche). Pour obtenir ces résultats nous avons be=-
soin de quelques faits élémentaires dc la théorie des modules monogénes et des modu-

les irréductibles.,

D'abord nous dirons qu'un module MM 3 droite est strictement monogéne s'il exis-
te un é1lément ue V. tel que ¥ = ud. Soit T  1'idéal 2 droite (0 : u) et

soit e un élément de L tel que u = ue . (L'élément e existe paroe que

u&I). 8i acQf, ona ua = uea et par conséquent a - eac+] . Un idéal &

droite s'appelle régulier s'il existe une unité & gauche modulo d  c'est-a-dire un
diément e tel que a = ea (mod 3 ) wpour tout a &L . ilors si ‘% est stricte=-
ment monogéne avec le génériteur u , § = (0 : u) est un idéal régulier & droite
Réciproquement, on peut vérifier cue si 3  oest un idéal 4 droite réguiier, le mo-
dule 2 - % est strictement monogéne avec le rénérateur e + J et 1l'ordre de ce
générateur ast 1'iddal 2] . Cette caractéristioue des idéaux réguliers donne la

proposition suivante .

PROPOSITION 2. - 81 %] est un idéal régulier 2 droite, 3 o (& :al) et
(% : W) et le plus grend idéal bilatire contenu dans ¥ .

- . 7 N ,
Pour la démonstration, nous pouvons suppoder gie -3 = (0 : u) ol u est un géné-
rateur d'un module monogéne TR, . Puisque

MY ul-J , (©:M =(0: 3 -)=(3 ) .

Alors

X ¢ R,

Ensuite supposons que L, soit un idéal bilatére contenu dans 2J . On a

Witc £ < 7 et par conséquent £ g (5 < al) .

A chaque e de 2L on peut a socier un ideal régulier 3 droite
(1 -e) U = {a -ealze ,a,} qui posséde e comme unité & gauche module d'idéal

donné. On remarque qu'un idéal ? droite est régulier si =t seulement s'il contient un
idéal de la forme (1 - e)2L . Il s'ensuit que tout idéal % droite qui contient un
idéal régulier cst régulier # droite.
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Si z &9 on peut avoir (i - z)%, = 34, - Dans ce cas on dit que =z est un

élément quasi-régulier & droite. On remarque qu'un idéal & droite qui contient

(1 -2)Y, est zal & %l si et seulement s'il contient 1"élément 2z . En parti-
culier, la condition ndcessaire et suffisante pour 1'8galité (1 - z)%b =3 est
que z € (1 - 2)49( , c'est-ié~-dire qu'il existe un 2z' tel que 3z = - z' + zz' ou

7z + z' - z2' =0,

PROPOSITION 3. - Soit &  un idéal régulicr & droite tel que 3 gAf - Alors J

peut se plonger dans un idéal maxinal (nécessairement régulier) & droite.

Rappelons que J& est v idéal maximal 2 droite si B C9 et s'il n'existe au-
cun idéal & droite R tel cue R C f'C %l . alors soit 3 régulier avec l'u~
nité e mod § et supposons JC UL . Puisque JCU , e €F . Alors la fa-
mille des idéaux qui ne contiemnent pas e mais qui contiennent £ n'est pas vi-
de. Flle est inductive d'aprés le lemme de Zorn, elle contient un élément maximal

ﬁ, . On vérifie que ﬁ; est un idéal maximel 2 droite.

4° Pour bien étudier la notion de quasi-régularité il est commode d'introduire
une nouvelle corposition binaire dans AL « Si a , b&9f, nous posons
aob=a+b-ab. On vérifie que cette composition est associative et que 0 est
unité pour o (a0 0=a=002a) . Si IL vpossede ure unité 1 ;, la composition o
correspond & la multiplication par raprort a la correspondance

a—%ac’:l-a;aob:((aé‘)(bo‘))b’ul .

Comme nous l'avons démontré ci-dessus, 32z est quasi-régulier 3 droite si et seu-
lement s'il poss3de un quasi-inverse 2 droite 2z' , clest~ad-dire z oz =0. On
dit que 2z est quasi-régulier s'il emiste un élément 2z' ‘el que
zoz'=0=2"o0 2z . L'ansemble des é1éments ayant cette propriété forme un grou-
pe par rapport & la composition o . 31 Qf posside un élément unité, ce groupe
est isomorphe au groupe multiplicatif usuel de 1l'an.e.n A . Lz correspondance

6 (a6 =1 -a) est us isomorphisme.

Un idéal & droite ¥} s'apnelle quesi-régulier si tout élément z €  est

quasi-régulier & droite. Signalons maintenant le résultat suivant :

PROPOSTION 4. - Si J  est un idéal quasi-régulier & droite, 5 est un

sous-groupe du groupe des éléments cuasi-régulier (psr rapport & o).

Si z&€% il existe ur élément z' tel wvue z o z' = 0 . ilors
z2' = -z + 2z2'€%] . Il stensuit qutil existe un z" tel que z' o z" =0,

Puisque z o z' =0=12" 02" one z =2". Alors z est quasi-régulier et son
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quisi-inverse z'€ 3 . Ceci entraine que J st un groupe par rapport & la
composition © .

50 Un module irréductible cst un cas particulier d'un module mono ene., Ln effet
I g )

on a la proposition suivante.

PROPOSITION 5., - Un module M, est irréductible si et seulement si on a les con=
ditions suivanteos @

(1y M 20 ;

(2) M, est strictement monogén> ot admet tout clément non nul comme généreteurs.

Lz démonstration est simple et nous 1. supprimons. lous laissons aussi comme exer-

cice le démonstration de la proposition ci-aprées.

PROPOSITION 5. - G est irrécuctiple si et seulement si SR FAL - T oo F

est u~ idéal régulier et meximal & droite.

S

Ho

on rappelle que J? est un idéal primitif dans 3L et seulement si
’33‘ (0 : M) ot M est irréductible on voit cue §p est primitif dans QL si
et seulement si 5}) = :9), T <tant un idial régulier et maxinal a droite.

-

Ce résultat donne une coractéristique intrinséque des idéaux primitifs. Nous pou-

1

vons démontrer maintenant le théoréme suivant.

VA .
THREORIME 1. - Tout anneau primitif, commutatif, est un corps.

Puisque 2 est »rimitif, O est un idéal primitil dans 9 . Donc il existe un
idéal régulier meximal 2 droite T tel qus (5 ) =6 . Puisque 2( ecst com-
mutatif, 4 est bilotére et puisque (5 : ) eet le plus grand idéal hilatére
contenu dans o (5 sU) =T . dlors T =0 et O est maximal., Remarquons

nainterant qu'il existe unc unité e module Y -0. e estun élément unité de

o B

9 . Puisque O est maximel ceci entralne que 2L est un corps.
6° Donnons meintenant la réponse =u: questions que nous avons posées ci-dessus.
TIHORE'E 2.

3 ~ . “y - . . . £ .
(1) Le radical(d droite) 2K, est 1'intersection de tous les idéaux réguliers et
maximaux & droite.

(2) Le redical est un idéal quasi-répulier et il contient tout idéal régulier 3
droite.

(1) On secit que o= O(F ), 9 régulier et maximal & droite ot que
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9o (:4L) . dlors NY 2 4. Dlautre part, 53 = N (0 : IR) un
module irréductible et (0 : %) :u{;. (0O : wu) . Puisque (0 : u) , o u 75 0
est un €lément du module irréductible, est un idéal 3 droite maximal et régulier, on
a F2n=l , % maximal et régulier & droite. Alors T o= O A,

20 Soit z dens A, . Si z n'est pad quasi-régulier 3 droite (1 - 2) £ L

et par conséquent (proposition 3) on peut trouver un idéal maximal & droite 3
qui contient (1 - z)2s. Maie, d'aprés (1), z &% et par conséquent 3 = <L

ce qui contredit lo meximalité de g . slors Fs cst quasi-réguliér. Supposons
maintenant que z soit mn élément gui appartienne & un idéal quasi-régulier &
droite. ilors zo est quasi-régulier & droite pour tout a <dans <& . Soit I
un module & dro:te irréductible. Si z¢f (0 :7K) il existe un u £JR tel que

uza = u . Mais il existe un élément w' tel que za o w' =0 . £lors
(u - uza) - (u -uza) z' = u - ulzz o w') = u .

Cette cortradiction entrafne cue z &€ (0 : M) . 4lois z&¥ = O (0 :91)
U2 irréductible.

Le méme raisonrement guec nous avons utilisé dans la démonstration de (2) donne

aussi le critére suivant.

PROPOSITION 7, - 2z & 7

P
a s b é-,'l’{ﬂa

si et seulemont azb est quasi-régulier pour tout
0 voit donc que le radical 3 droite coincide avec le radical & gauche. Plus
explicitement, on a :
THEORIME 3

(1) Le radical (& dro-te) fr% = N

—~

0 %) , YR, module irréductidle & pauche.

R) =N 1 idéal maxinal et rézulier & gauche.

(3) )% contient tout idéal & gauche quosi-régulier.

-

3

. oy . n 2

Si 2z est un élément nilpotent et 2 =0, 2'=-2 4+ 3 -27 + .,, estun
quasi-iaverse de z . Il s'ensuit que 4% contient tout nil-idéal 2 droite ou &
gauche. Il est immédiat zussi que si e est idempotent #0 , e ='ost —oo

[

quasi-régulier. Alors le radical ne coatient aucun £1ément idempotent.

7° Cu pesut Corn~or une autre formulation du rapport entre les anneaux semi-simples
2t les anneaux primitifs. Pour cela, il faut rappeler la notion de la somme directe

compitte (produit au sens de Bourbaki) d'un ensemble {-ZL X | x & % Ges anneaux
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y X1 . . 2 o N ”®
des anneaux QL,( . On définit le somme directe compléte (4 , 1,(,9() comme l'en=-

semble des fonctions a(®) , A 2 s ou a(xX) <= Ly . L'acdition dans
(4, QL,X) est définie par (a + b)(x) = a(x) + blex) , et la multiplication par
ab( &) = a( <) b(x) . De cette manidre, on obtient un anneau. Si ¢ est un
sous-anneau de (4 , QL,X) , pour chaque & 4 on a un homomorphisme b —b(x)

de 2 dans 4, . Ondit que & est uus some sous-directe des anneaux <l

e .
i b —b(e’) est un homomorphisme sur <L, pour chaque o . Supposons que ceci

soit le cas; et posons XN = le novau de b—pb( o) . ilors il est clair que
(1) ﬁd est un idéal bilatire.

2 A ~
(2) ')U/vgzu = 2‘.;% }

7 s _ s 7 .
(3) M "(\Z-ar' = 0 . Réciproquement supposons que <:4 !)\ & A} soit un ensem-
KEA Lo
ble d'idéaux bilatdres dans un anneau a& tel que ‘eu =0 ., On forme la somme

directe compldte (4 , ﬂo«’) ’ Qéo( = Jﬁ/ﬁ;x . Chaque b donne un élément

bt € (4, Zhy) tel que () = b+ B¢ . iinsi on obtient un homonorphisme

de £ sur un sous-ammeau L1 ge (4, ﬁ(,a() . Puisque ﬂfi,x = 0 on voit que
cet homomorphisme est un isomorphisme el puisque X = Jv// J\?},( o&' est une som=-
me gous~directe du .‘2,(, < ° On peut alors identifier £ avec une somme sous-directe

des anneaux o@/de . On peut démoatrer maintenant le résultat suivant :

THEORRME 4. - Un anneau 9 est semi-simple si et seulement s'il est (isomorphe

£) une somme sous-directe d'anneaux primitifs. Un anneau commutatif est semi-simple

si et seulement £'il est une somme sous-directe de corps commutatifs.

D'aprés les remarques ci-dessus et le théoréme 1 les conditions sont nécessaires.
Supposons que U, soit vz somme sous-directe d'anteaux primitife. autrement dit,
on a uce famille d'idéaux nrimitifs X/o( dane U tel que ﬂi‘“"a( =0 . On peut
aisément voir que si 89 : WU > ' ost u: homomorphisme de 4L sur %' , 1'ima-
ge K6 du radical W de Yo est vontenue dans le redical de ' . Par consé-
quent, R est contenu dans tout idéal bilatére K de 2 tel que A/ G soit
semi-simple. zlors 2 Eﬁd parce que )?q est primitif dans L ; il s'ensuit
que R,z Nf, =0 et cue YU est semi-simple. Ia seconde partie du théoréme

est évidente.

Le théoréne préoddent donne une formule trés fraprmante du rapport extre semi-sim-
plicité et primitivité. Pourtant, il faut faire attention : le rapport entre une
somme sous-directe des anneaux 9, o et les composants ;2(40(.
iinsi, deux anneaux ayant des propriétés tout & fait diZférentes peuvent 2tre

n'est pas trés étroit.
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représentés comme sommes sous-directes des mémes anneaux et un anneau peut Stre
représenté .comne some sovs-directe de composants tout & fait différents. Par exem=
ple; ltan-eau I des entiers et la somme directe complite (P , Ip) du corps

= I/(p) sont tous les deux sommes sous-directcs des corps I_ . sAussi I peut
&tre considéré comme une somme sous-diracte des anneaux I/(p°) o p est fixe
et e=1,2, 3, «o¢

8% I1 est important de donner les extensions de la notion de radical, etce. pour
les apneaux avec opérateurs et pour les algébres. Rappelons gu'un anneau W avec

u1 domaine é d'opérateurs est un eouple (F, W) o @ est un ensemble quel-

corque; &b est un annecu et on a une loi de composition ola de <€® et
aedl tel que

(1) o(ae +b) = xa + x>
(2) of (ab) = (Xz) b = aloxd) .

Si CI’ est un corps et quc la loi de composition a donne une structure d'un
espace vectoriel & b, on dit que le couple (¥ ,9) est unc algdbre, ou bk

une algthre sur le corps ? .

@ L) est un annsau avec opérateur on définit un (% 24 ) smodule
(a dro:.te) YR, comme ua ensemble IR qui est & la fois un 2L module (2 droite)

et un group~ avec le domaine d'opérateur ﬁi—’ et qui posseéde la propriété sulvante :
(3) o (ma) = (m) & = m{(a) 5

xe® , nel, a€d .51 (P ,2) est une algébre on exige d'ailleurs que
M, soit espace vectoriel (& gauche) sur é? . Le (@ , 2, ) -module M est dit
irréductible si

MAF 0 et

2. s'id n'existe aucun ( @ , ) -sous-module %% tel que Mo>M 0.

Cette notion permet d'étendre les notions de primitivité, de semi-simplicité et
de radical aux cas des anneaux gvec opérateurs et des algébres. Une question inter-
vient : celle de savoir comment ces notions dépendent des domaines d'opérateurs.
Nous verrons que ces notions sont compl&tement indépendantes des domaines d*opéra-

teurs. Le résultat fondamental pour ceci est la proposition suivante.

PROPOSITION 8. - Soit ( }‘ 9t) un anneau avec opérateur ou unc algebre. Un

sous-ensembls o de 20 est un 3) -idéal réeulier et maximal 2 droite si et seu-

lement si 3 ns’o un idéal régulier et maximal & droite de 1'anneau Q,() (sans
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opérateur).

Supposons d'abord que 3 soit régulier et maximal & droite dans 2L sans opéra-
teurs. Soit X&E P  1lensemble =T = {db'béi}} est alors un autre idéal &
droite dans 2f( . Si «ﬁgﬂ on & 3 + 3 =2 parce que ‘{I est maximal. Si
e est une unité 3 gauche mod Y ona e= bl + 0<b2 ’ biéﬁ . Alors
e2 = bl e + b2(o< e)ES . Mais e2 -e=% et par conséquent e 53 ce qui con-
tredit 1'inégalité £c @b . Nous pouvons conclure maintenant que “JE Y pour
chaque <& P et que I est un 3’9 -idéal. Evidemment '-’3 est maximel commc
43 -idéal. Supposons ansuite que 5 soit un @‘-idéal régulier et maximal & droite.
Alors RC W et si iS n'est pas maximal danc 1'anneau sans opérateur, il existe
un ' régulier et maximal 3 droite tel que £l 's5% . Mais ¥' est un P -1déal

et ce fait contredit la maximalité de % .

Comme dans le cas ordinaire; on voit qu'un ( @ ; 2L)-module M est irréductible
si, et seulement si il est de la forme 2 - ¥ ou § estun @-idéal maximal et
régulier 3 droite. La proposition précédente entratne que tout (P, 24 )-module
irréductible est irréductible comme 2f,-module et que tout 2L-module irréductible
peut dtre considéré comme (P , AU )-module (nécessairemant irréductible). On a main-

tenant le résultat suivant :

THEOREME 5. - Soit (‘;lIJ ; 2L,) un ammeau avec opérateur ou une algébre.

(1) Un _sous-ensemble ! de 4 est un C}-J—idéal primitif dans <, si et seule-

ment s'il est un idéal primitif dans 3y, .

(2) Le radical de (¢, 2) co¥ncide avec le radical de 2L .

9° Nous doanons maintenant quelcues indications (sans beaucoup de détails) sur des
cas particuliers des notions que nous venons d'étudier et sur quelques questions ou~-

vertas

Supposons d'abord gque &L = I 1l'an-eau des entierc. Ler éléments quasi-réguliers
de 2L sont 0 et 2 ; I est semi-simple. Tout corps est semi-simple, sinon il
colnciderait avec son radical et cela est impossible, parce que 1'élément 1 n'est

pas quasi-régulier.

Soit &L un anneau po-séd nt un élément unité et ayant la propriété que 1'ensem-
ble des éléments inversibles forme avec O un sous-corps 4 . Il s'ensuit que tout
élément quasi-régulier cst coitenu dans /A . Puisque  ne contient aucun idéal
# U, ¥ O ; on conclut que U est cemi-simple. Quelques cas particuliers de cet-te

espéce d'anneau sont les suivants :
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(1) L'anneau de polyndmes él[‘kl , AZ s eee s '}T] oi A est un corps et les

Ay sont des indéterminées.
(2) L'algébre libre sur un corps.

(3) L'algdbre associative universelle (1'algébre de Birkhoff-Witt) d'une algebre de

Lie quelconque.

Parmi ces algdbres il existe une algdbre primitive : 1l'algébre universelle d'alge-
bre de Lie ayant une base s ; t ou [st]=s . aussi, il existe des algébres
non-primitives universelles, par exemple les algébres commutatives. Ua probléme in-
téressant, et peut-8tre difficile, est de donner une condition sur 1'algébre de Liec,

qui entraine que son algébre universelle soit primitive.

Supposons ensuite que 2L est un anneau avec un élément unité tel que 1'ensembla
des éléments non-inversitles forme un idéal. On voit aisément que cet idéal est le
radical. Soit, par exemple, <4 1'annecu des entiers p-adiques. L'idéal des multi-
ples des p inclut tous les éléments non-inversibles. Cet idéal est alors le radi-

cal. Un autre exemple de la méme sorte est 1'anneau des séries formelles

® .
l Y . ’ 3
) as 27 les a; appartenant & un corps. Ici 1l'ensemble des séries aux termes
G

constants nuls est le radical.

On peut démontrer que si < est un anneau quelconque, le radical de 1'anneau
QLn des n x n matrices sur 2 est 1'idéal :in o % est le radical de 2 ;
ce résultat entralne que In et Lln sont semi-simples, I 1l'anneau des entiers

et ) un corps quelconque.

On dit que 2L est simple si 2U° # 0 et s'il n'existe -ucun idéal bilatére &
tel que I 2 8 >0 . Si 3, est simple, ou bien AL est semi-simple, ou bien
coIncide avec son radical. Une question ouverte est celle de savoir s'il existe un

anneau simple et non semi-simple.

On peut démontrer que si <4 est un aineau sans nil-idéaux, 1'anneau des polyndmes
ATX], A une indéterminée est semi-simple. Ceci est un résultat récent d'AMITSUR.
Une question ouverte est la détermination du radical de -Qb[jT\] dans le cas d'un
U, arbitraire.

01 peut voir que 1l'algébre qui est engendrée par deux é1léments u , v qui satis-

foat & la seule condition wuv = 1 est primitive.

Une autre question ouverte est celle de savoir si l'algébre d'un groupe arbitraire

sans élément d'ordre fini est 3emi-simple. Ceci est vrai si le groupe est commutatif.
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2. Modules irréductibles.

Soit 9Tb un 94 -module & droite arbitraire et soit @& 1'ensemble de tous les
endomorphismes C de 9%, qui commutent avec les homothéties x—sxa , a el .
@ est évidemment un sous-anneau de 1'anneau (f des endomorphismes de IR con-
tenant 1'opér:teur unité. On peut considérer X comme un module ~idéle, unitaire
par rapport 3 @ . Nous préférons placer @ 3 gauche. Pour cela nous introduisons
un anteau | qui est anti-isomorphe & ¢ par la correspondance B—-—) C . La défi-
nition xm = mC , m€& Y , donne une structure de r-module & pauche & M . Bien
entendu, 12 M et M est (-unitaire et fidéle. Nous appellerons 1 1le com-

mutant de A ou du If-module .

Maintenant, o~ p-ut considérer le commutant fj de [ . On place cet anneau a
droite et oa considére M comme [Z-module 2 droite. Supvosons cue YR est fidéle.
Dans ce cas on peut idertifier U avec un sous-anaeau de .C . Une question inté=
re~sante est celle du ranport entre 2L et £ Pér‘exemple, on peut chercher des
conditions qui impliquent % = }3 » On peut voir que 1'égalité est rarement remplie
pour les anneaux 2 qui ne satisfont pas & la condition minimale sur les idéaux 2
droite, mais il y a beaucop de cas i téressants ol WM et £ sont rresque égaux
dans le sens suivant : Pour toute partie finie Fc O et tout élément 1€ £

il existe un a = a(F)€ 2 tel que x1 = xa pour chaque x & F . Nous verrons que

ce résultat est vrai nour les modules irréductibles.

1° Supvrosons Mmaintenant que 9 soit irréductible. Le vremier résultat fondamen-

tal sur de tels modules est le :

IEME de Schur. - Soieat Jf,, et ‘U{'Z deux 9{-modules irréductibles, et soit
B un homomorphisme de '311/1 dans 33?,2 .« Alors, ou bien B =0, ou bien B est un

isomorphisme sur.

La démo-stration est immédiate. Si B # 0 , Sml B est un sous-module # 0 de
9(]?,2 . Alors ;)j‘cl B = 9]’{2 . Le novau de B est un sous-module de .‘ﬂfal et d'aprés
1'irréductibilité de 334\91 » ce novau est O ou mYfy . Mais, £'il est :)Tbl R
3@1 3=0 et B =0 . Alors le novau est O , et par conséguent B est un isomor-

phisme.
Une conséguencs immidiate du lemme de Schur est le théoréme suivant.
THEOREME 1. - Le commut.nt [ d'un module irréductible cst un corps (non-commuta-

w).

On peut considérer IR commeun esnace vectoriel (& gauche) sur [ .
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Le commutant de Jﬂ; comme r—module est 1'an.eau X} de toutes les transformations
lindzires de I sur [T . i O, est fidéle pour 2 (et désormsis nous supvose-
ron: que c~la est le cas) on peut identifier 2{ avec un sous-anneau de Jf . Nous

démontrerons que 2As et £ sont presque égaux.

2° Plus géniralement, soient 9]2,1 et % deux espaces vectoriels & gouche sur
le méme corps [, ﬁ(fml s 3??-,2) le groupe adcitif de toutes les transformations
lindaires de f)ﬁal dans 9]{)2 et f({m‘? ,'J?Kb) 1'an-eau des transformations de ‘Jlbz
dans .‘m2 . Si s,gml posons

st - {bé ,%(9}’(/1 s ‘J/I?az)’sb = 0 pour tout s & S}
et si S ;.@(ml ,Dﬁ,o) posons
st = {m(ﬁ:l’msz'o pour tout S€S} .

Si ss_::)ﬂl 5 st est un sous-groupe de ﬁ(\‘mal , bez) et S"L.Q(?]‘{c2 ,3‘)'{)2)58"’"

Si S'LG_ 2,(3!'(‘)1 s m2) s st est un sous-espace de 5)?’3:1 . On a évidemment
et tD8, et 5,€5), 58 8, S8, .51 SE LWy 5 My) , les élements de S

. . . . . a3 .3 » A
introduisent des transformations linéaires de Mbl - S‘L dans 3]@2 . Le theoreme
que n-us avons annoncé pour les modules irréductibles est un cas particulier du thée-

réme suivant.

THEOREME 2. - Soit 2{ wun sous-anneau de )%(S’l'?ﬁ? s 33402) et .ﬁ' un sous-groupe
de _E’(.‘J]"ul ,’,}3’(92) tel que £, € £ . Faisons les suppositions suivantes :

(1) 9L est un ensemble irréductible d'endomorphirmes du groupe additif {)}"\2 ’

(2) le commutateur de 2 est [ . alore l'e:semble £ de transformation, induit
par les be f sur 9:‘7%1 = JR‘I - .LQ,'L dans "1!62 est presque égal & Lb(ﬁﬁvl ,{{R.wl) .
I1 suffit de démontrer que si Xy 5 eee 5 X, sont des é1éments de sm'l linéaire-
ment indépendants module -8"" et si KCRESETTIEED sont arbitraires daens fm)z ’
il existe un b e,f’, tel que x5 b = Vi o0 i=1,2, +es 3 n . Nous démontrons

d'asbord le lemme.

m

IEMME. - Soit {ul s ees 3 U } une partie finie quelconque de ﬂ%l o On a
4 m m
T (XP N
(1) L+ My, =(NunL) .
I i p 1

. 1
Démontrons d'abord le cas = = 1 . Puisque £ 2 Lot , ac‘L < (u"‘ﬂ,&)
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et puisque utof N ut o, MTucutt < (£ Au+)t . 4lors

i‘,“' + Tuc(u* (\,&)‘L { Supposons que v € (ut O £2y* . Alors pour chaque b
tel que ub =0 ; on a aussi vb = O . L'ensemble u &= {ub]b af,} est d'aprés
L ‘.ugﬁ un sous-module de ;’)fR? considéré comme M -module. Si u Lo,

wdd = 91%2 , et 1'application ub—wb définit un U -homomorphisme de ﬁm’z « D'apres
le condition (2) il existe un X € U tel que vb = X(ub) pour tout b 6,52\' . Si
ud=0 ;, ona vb=0 eton peut choisir pour y un élément quelconque de _ .
Maintenant on a a(v - Yu) b =0 pour tout b €L qui entralne v - Xu é}i"'

et vel L 4 Iu . Ceci démontre le lemme dans le cas m = 1 . Supposons ensuite
que (1) soit vrai pour m - 1 . Posons :

; m-1
L"L = M u'; NL .ona f'9cf et, par hypothése :

m=-1 m-1
(2) Wrb.\.. + Z ‘., u{_ = - (ﬂ u:L + ﬁ)"l"
=1 J 1 J

D'aprés le cas m =1
vy _ A JPR
£ 4-F%—(%ﬂ£)
La substitution de (2) donne

g -

m
Fu, = ( Ausnd)” C.Q.F.D.
1 1 1 .

N

Pour démontrer le théoréme remarquons que si Xy o9 eee s X sont linéairement

n-1

A e - .
+5 [M'x. > ,Q'L + Z x, . D'aprés le lemme
1 * T J

’ L I
indépendants mod .{L, s &

n n=-1
N=xxNReN x; AL . Autrement dit il existe un b€ tel que
1 1

x1b=...=xn_1b=0,mais xnb#O.Pourchaque ¥; 0 1=1,5 «e0ym,o0n
peut alors trouver un ei@,.{} tel que X; ey £0, X; € = 0, i# j . Puisque
WM est irréducible dans JR» on peut trouver un ai(—; 2L tel que X; €5 85 = vy o
L'élément b = 2, e ai({-(:“ , remplit les conditions Xg b = Vs 0 i=1,; eee sy n

ce qui démontre le théoreme.
Si b est un sous-anieau de 1'anneau £ = £(I1,970) qui est irréductible, et
tel que le commutant soit | on peut, pour W, = ffv2 = 9, M= .0na

4 . , N .
QG = 0 et par conséquent U, est pzesque égal a L . On a alors le corollaire.
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COROLLAIRE. - Soient Jf un Of-module irréductible et fidele, T le commutant

&b {* le commutant de Jfiy comme [-module & gauche. Alors I, est presque égal
2§

3° On peut donner une interprétation topologicue des résultats que nous venons

d'obtenir. Donnons-en une bréve indication ¢

Rappelons d'abord que si X et Y sont des ensembles quelconques, 1l'ensemble
YX des applications de X dans Y peut &tre muni de la topologie = produit usuelle
ol on considdre X et Y comme des espaces discrets. Un systéme fondamentgl des
voisinages d'un point f éLYX est formé des ensembles des applications g telles
que g(xi) = f(xi) pour unz partie finie {/Xl s eeo s Xn} de X . Désignons ce
voisinage par O(f ; X s eee s xn) . 81 X et Y sont des groupes, on munit 1l'en-
semble H(¥ , Y) d'homomorphismes de X dens Y de la topologie d'un sous-ospace
de YX . 51 X et Y sont commutatifs, H(X , ¥Y) est un groupe par rapport & la dé-
finition usuelle de 1'addition. On peut vérifier que H(X , Y) est un groupe topolo-
gique. Si, Z est un autre groupe commutatif, on a une application de
M(X , ¥) x H(Y , Z) dans H(X , Z) cette application est donnée par le produit des
homomorphismes. On peut vérifier que ce produit est continu. En particulier, 1'anneau

H(X , X) des endomorphismes du groupe commutatif = X est un anneau topologique.

Les mémes choses sont valables pour les ensembles 4 (UMb, JU) de toutes les trans-
formations linéaires de 1'espace vectoriel JIU sur 7 dans 1'espace N osur [,
,8(‘},1"\), M) et H(M, Tb) sont fermés ding %/'m’ . Le voisinage
0(0 5 x; 5 vov 5 xn) n L, %) =N Xii o S+ est défini comme ci-dessus. On
appelle les topologies que nous venons d'introduire les topologies faibles de YX ’
de HX , Y) et de ,&'(‘Jﬁl ,.‘)]172) . La notion de presque 2gzlité coYncide avec celle

de densité dans le sens topologique. On peut donc améliorer 1'énoncé du théoreme 2

e la maniére suivante :

THROREME 2', - Soient 9’}’{,;1 ,33”02 s U et .fj comme dans le théoréme 2.
gt =12 fermture F(E) de £ dans la topologie faible de 2, ,Mb,) .
Si S_C_;.".T?)l , St est évidemment fermé. Alors L -4 > F(gﬁ) . D'autre part,
soit C dans f}‘u' et soit u, , ..., u des éléments de f)ﬁ)l 5 S1 U est le

sous~-espace vectoriel engendré par les u; on peut choisir une base Vy s ese s V.

pour qtl' telle que Vi eee s vg€ S?,'L et telle que Vogp 2 ot s Vg soient

2 . . » N "'L N 2 N
linéairement indévendants par rarport & Q « D'apres le théoréme 2, il existe un
Elément badl tel que v, b=v,c, j=r+1, ... ,¢g.Dailleurs

J
vkb':O:vkc, k=1, «co 5, . I1 s'ensuit que uib=uic; i=1, eee ym
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et d'aprés la définition c& @ . On voit alors que <& =rL) .

Le corollaire, pour les modules irréductibles; peut se formuler comme un théorime

de densité :

COROLLAIRE. - Soient YR un module irréductible et fidele, [ le commutant de
WM, s et £ le commutant de ™ . Alors 9f, est partout dense dans k. per rap-
port & la topologie faible.

4° On dit qu'un sous=-ensemble S de ,& (ml s ifﬁ.z) est k fois transitif si

pour chague ensemble de €s Ir vecteurs linéairement indépendants Xy 5 ees 3 Xp de

5‘]?,1 o* chaque ensemble quelconoue de vecteurs Vi oee s Ve de 91%2 , on peut trou-
ver un élément s € S tel que X; S = V5 i=1, oo 3 €. 11 est clair que S
est partout dense dans 5.2, (Z}Q.T{:,l s im;l) si et seulement s'il est k fois transitif
pour tout k=1, 2 ; ... Si zm,l = 3ma2 =3 et si 90 est un sous-annesu de

.ﬁ y, Sl est 1 fois transitif si et seulement si 2 est un ensemble irréductible
d'endomorphismes du groupe IR . Nous allons démontrer qu'un sous-anneau de 2, ’

deux fois transitif, est partout dense.

Signalons d'abord le résultat suivant

THEORIME 3. - Si if est un sous-anneau deux fois transitif de 1'anneau L de

toutes les transformeticns lindaires de My sur [ dans lui-méme, le commutant de

2 est I

Soit C un endomorphisme qui commute cvec tout a& 26 . Alors si x est quelcon-
cue dans T, x et xC sont lindairement indépendants. Autrement, il y aurait un
a€W tel que xa =0, (xC) a#0 . Ceci est impossible parce que
(xC)a‘(xa)C*O.Doca x#0, ona XC"‘KX, a{xgr .81 y#£0,
vC = ¥, 7 mais on peut trouver un élément a 8 tel que xa =y , et ceci 1mp11-
que que vC = (xa)C = (xC)a = (xa) = y . Alors Y. = = et
C est 1l'homothétie X~——}5X X& XX Kx Kx Xy X

Le théorgme 3, et le cornllaire au théoréme 2, entrainent le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - Tout sous-aznneau 2 fois transitif de 1'anneau JY¥ est partout dense
dans % .

5° Le théoréme de densité,; pour les modules irréductibles donne quelques renseigne-
ments sur la structure des anneaux primitifs. Le résultat suivant est trées utile pour

les applications :
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THEOREME 4. - Soit 94, un anneau primitif. Alors, ou bien 2> est isomorphe &

1'anneau de toutes les transformations linéaires d'un espace linéaire convenable de

dimension finie, ou bien, pour chaque entier k >0 ; %L contient un sous-anneau

9 qui est homororpho * un anneau B @T{ak ’ ‘.’]T'\a() ol Si\ak est un espace vecto=

riel convenable de dimension k .

Pour la démonstration, on peut identifier 3L & un sous-anneau partout dense dans
‘8‘ = f.f(fm., ,%9) ,m étant un esvace vectoriel convenable. Si Mo est fini, il
est clair que L = £ . sutrement, > contiendrait un sous-espace fm?b de dimen-
sion k . Soit a,(,k le sous-amecu de 0 des éléments qui appliquent fmfk dans
lui-méme. On voit, d'apris le théorime de densité que 1'ensemble ’l(';k des transfor=-
mations induites dans 3}@1{ par les é1léments de %k est E(’jﬁk ,’)’R:k) . Llors

A(, est homomorphe 2 '&@R’k ,?T\Jk) .

£° Pourles applications, il est nécessaire d'avoir aussi une détcrmination intrin-
séque pour le commutant d'un module irréductible. Nous allons considérer plus généra=
lement les modules strictement mozogénes. Soient 9™> un module strictement monogene,
u un générateur (strict) et. X = (0 :u) . Nous eurons besoin de la notion du nor-
malisateur d'un idéal 3 droite. On désignera ainsi le plus grand sous-anneau £ de
9, dans lequel % est contenu comme idéal bilatére. On voit que J peut tre dé-
fini aussi comme 1'ensemble des éléments b tel que b S I , car on peut vérifier
gue cet ensemble est un sous-ahneau de 96 . I1 est clair que £ contient 1'ensem~
ble J2 des éléments ¥ tel que XWEH o De plus F  est un idéal bilatére de
e% et u~ idéal a droite de M qui contient F . Nous pouvons énoncer maintenant

le théoréme suivant :

THEOREME 5. - Soit 1 un module monogdne avec le générateur u . Soient Z 1'or-
dre de u , 4. le normalisateur de % et f, 1'idéal de £ formé par tous les
é1émenté k tel que kAU < . slors le commutant de T/ est égal 2 f}/@ .

Soit C un endomorphisme de > tel que (ma)C = (mC)a pour tout a€db et
posons uC = ub . On a (ua)C = uba , c'est-a-dire que C est 1l'application
ua—yuba . Si a&€% , uwua =0 et C étant un endomorphisme, on conclut que
(ua)(} =0 . Donc ba efS pour tout a<X et ceci implique bef’/ . D'autre
part, soit b un élément quelcongque de & et considérons 1'application ua-—uba
Si ua =0, ona uba =0, et d'aprés ga, on définit tne application univoque Cy,
dans L . On vérifie que C,, est un 3L, endomorphisme. Alors, on a une correspon-
dance b--—*,Cb de £ sur 1'anteau & des I endomorphismes de 3R . On peut
vérifier que gette correspondance est un anti-homomorphisme. Supposons que C,_ =0 .

b
Alors uba = 0 pour tout aef ob b=kek . D'apres cela, @  est
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anti-isomorphe & -L/ ﬁ, et, par consequent, nous pouvons prendre Jv/ﬁ comme le
commutant | de 9N,

7° Nous allons considérer ensuite la théorie des commutants pour les modules par
rapport 3 un anneau avec opérateur ou une algébre. Pour avoir une bonne théorie, il
faut supposer que les éléments de P commutent deux » deux, c'est-a-dire si
Ky PE,? ’ o((Pa) = ﬁ(o( a) . Supposons désormais que cette condition soit remplie
(ceci est toujours le cas pour les algdbres). Soit TR un (P ,54 )-module. Consi-
dérons meintenant 1'ensemble & d-s endomorphismes C qui commutent avec les endo-
morphismes x—3xa , 2€2 ot xDxx, X& q? + D'apris notre condition, il
est clair que & inclut 1'ensemble des applicotions x——o>x . S1i C& & ot
X E®  on définit xC comme lc produit de C et x-—-3xx . On peut vérifier que
ce produit donne une structure d'anneau avec le domaine d'opérateur $ & 1l'anneau

(? . I1 est possible de considérer IR d'use manidre évidente comme

($, ¢)-module.

Quelle est la situation si on passe de (P ,2L) 2 AL 2 Une réponse partielle 2

cette question est donnée dans la vroposition ci-dessous.

PROPOSITION 1. = Soit SR, un (P ,86)-module tel que M = VAL, Alors 1'anneau

(# de tous les endomorphismes de I\ qui commutent aved les applications x-—xa

et les applications x-——xx , o(é@ colacide avec le sous-ensemble d'endomorphis-

mes qui commutent avec les éléments x—>xa .

Soit C un endomorphisme qui commute avec tout x-—xa ; et soit  un élément
de P et m un éldment de TG . Puisque o= AW, m= ¥ myoa; m € MOy
. € . Alors = Y'm(xa,) = ¥ m b, . = .. a
alﬁw D(m e l( dl) L ml bl 5 bl dal Cn (&8

(xm)C = Z_','(mi C)bi = ‘:(mi c) (o(ai) = dZ‘(mi C).a:.L = o(((fmi ai)C) = ¢ (mC)

qui implique CE€ & .

La proposition 1 s'applique en particulier pour les (<& ,30)-modules irréducti-
bles. :

I1 est commode de placer les anneaux @ 3 gauche ici aussi. On peut réaliser cette
situation si on introduit un anneau (@ , ) anti-isomorphe & (P, ¢) . Tous
les résultats que nous avons donnés sont valables aussi pour les (& , 24 )-modules.
Par exemple, le théoréme de deneité est vrai et il entraine que tout C‘g?-anneau pri-
mitif peut s'identifier avec un ql*-sous-sanneau des C:‘;} anneau de toutes les trans-

formations lindaires d'un espace vectoriel sur un @—corps ™ qui est partout
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(Y ~ by < . ’ 2 a I d
dense dans o . Le théoréme 4 est vrai aussi et également le théoréme 5 sur la de-

termination di commutant.

3. Anneaux d'artin

On dit qu'un anneau est un anneau d'Artin (& droite) s'il satisfait & la condition

minimale pour les idéaux & droite, c'est-a-dire si chaque ensemble non vide d'i-
ddaux 2 droite contient un idéal qui est minimal dans 1'ensemble donné. Il est bien
connu que cette condition est équivalente & la condition de finitude des chalnes dé-
croissantes A 13 %’2 D ... d'idéaux 3 droite. Les résultatas que nous avons obe
tenus au numéro 1 et au ~uméro 2, s'appliquent, et donnent des démonstrations trés

rapides dos théoremes classiques sur les anneaux d'Artin.

1° Le premier résultat de la théorie est le suivant :

TIEOREME 1. - Le radiccl d'un anreau d'drtin est nilpotent.

Soit iﬁé le radical d'un aaneau d'Artin 1L . Considérons la suite
%2‘}%2?%32 e ot suprosons que JL =BT - fj@ﬁl « I1 faut démontrer que
%: 0 . Supposons au contraire que Sﬂ)# 0 . Alors 1l'ensemble {,.;S} d'idéaux &
droite EK tel que
(1) g <9 )

(2) TRo A0 est non vide .

Par conséquent, il contient un élément miflimal %rn . Puisque i‘r’m 5]?375 0, ilya
un beﬁm tel que bfn?;é 0 . Puisque RF = fﬁj, 7 (bTVW) Wo#£ 0, et puisque b IV
est ur idéal 3 drocite contenu dans me s 11 s'ensuit que Esm = bi@ + Cette égali-
té entralne 1l'existence d'un élément z &b tel que bz = b « Mais 2z est un 41é-
ment quasi-régulier. Si z o 2' =0, on a
8=(bz =b) - (bz -b)z" ==-b+Db(z02z') ==-Db ce qui contredit b317# 0.

Nous avons vu que le radical contient tout nil-idéal. Par conséquent, nous avons

le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - Tout nil-idéal 2 <droite ou & gauche d'un anneau d'Artin est

nilpotent.

2° Nous considérons ensuite les anneaux semi-simples et primitifs.

ISR . . - . ;
THIOREME 2. - Pour un anneau d'artin, les trois conditions suivantes sont équivar

lentes ¢

(1) 3L est primitif,
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(2) 3L est simple,

(3) s est isomorphe & l'anneau de toutes les transformations linéaires d'un espace

vectoriel convenable de dimension finie.

Supposons d'abord que (1) soit remplie. Nous pouvons identifier 94 avec un
sous-anneau partout dense dans l'anneau dJ des transformations linéaires d'un es-
pace vectoriel JU sur un corps [ . Si dim M= o , soit Xy 5 X5 9 eee NG
suite infinie de vecteurs linéairement indépendants de 9% . Posons
. = (0 Xy 5 eee s xj}) . Alors 3:} est un idéal 3 droite, et d'aprés le théo=-
réme de densité 513 ’(‘)'2 > *333 «ss L'existence d'une telle suite contredit la
condition minimale. Il s'ensuit que dim "> < @ . Le théoréme de densité s'applique
maintenant pour donner 1'égalité A = £ . Alors, nous avons démontré 1'implication
(1) =(3) . L'implication (3) =%(2) est bien connue et nous supprimons la démonstra=
tion. Supposons maintenant que M est simple. I1 est clair que ou 3¢ est primi-
tif, ou AL coincide avec son radical R . La seconde possibilité peut &tre exclue

dtaprés le théoréme 1. Alors (2) =3(1).

L'équivalence de (2) et (3) est le second théoréme fondamental de Wedderburn-Artin.
Le premier théordme fondamental concerne la structure des anneaux d'Artin semi-simples.

C'est le suivant.

THEOREME 3. - Tout anneau d'Artin semi-simple est une somme directe d'un ensemble

fini d'idéaux bilatéres qui sont anneaux simples. Réciproquement, tout anneau

d'Artin avant uine telle structure est semi-simple.

Supposons que b est semi-simple. Alors n;’;} =0 ol {{p} est 1'ensemble
d'idéaux primitifs de U . Puisque la condition minimale est remplie on peut trou-
ver un ensemble fini des iddawx primitifs {4, , cee , 9 n} tel que

n
ijni = 0 . Nous pouvons aussi suvposer que s;Pl s ovs ,fpn} est minimal,

c'est-a-dire que ﬁi{}.j # 0 pour {Sjps} c {;Pl} . Puisque W’P est un anneau
d'Artin primitif, d'aprés le théoréme 2, %/570 est simple. Ceci entraine que 8}3

est un idéal bilatére maximal dans 34 . Il s'ensuit que si nous posons
= i) ® 00 n - -~ L Y =
¥i= P10 Pia® Py N Npns W =Py e

Puisque Kin P, =0, M= IR TR 9J-/§Pi est simple. Supposons
plus géndralement que nous ayons démontré que

(1) W = Y18 o0 @ Kn@@i" e N )
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D'aprés un des théorémes d'isomorphismes de Dedekind, on a @

(P N eee NPP/PN e NPNP L)Y
CERANITIAR SR SVL L VA S0

ce qui démontre que i}\l N ... f\-%pk(\ s?k—»j s J=1, et yn-=-k, estmaxi-

. . . - '
mal dans ipl N ... n)pk . Puisque fj\(ﬂf'\,lf'\ "°n§Pkn£Pk+j) 0 et 1l'inter=

section de tout soms- ensemble des idéaux \’.}3‘1 N ... f\é}}kﬁ‘fpn_'_j est #0, le

raisonnement que nous avons employé pour W montre que
?1n %2 n L N r‘pk
= (§,0... n%{ﬂ) SUP N NPLNP )NV NG N NP))

=N .- n’Pkﬂ)@ T+t *

Si on stbstitue en (1) ceci donne

(2) WU = (@ @Y PN anp L)

Pour k + 1 = n , nous avons :

= @ see
M Xl ® ESn

ce qui démontre la premidre partie du théorime. La réciproque est immédizte.

On peut démontrer que les compodants simples J 5 sont uniques. On peut démontrer
que tout idéal bilatére est de la forme x . F eee + \6 ou les 5 sont donnés

i lj i

dans la décomposition W = \61 € ...8 \jn . Ces résultats sont bien connus.

3° Pour la théorie des représentations d'un anneau semi-simple d'Artin il faut avoir
un théoréme de décomposition d'un tel anneau comme une somme directe d'iddaux mini-

mzux & droite. Le résultat fondamental est le suivant :

THEOREME 4. - Soit un anneau d'artin semi-simple. Alors :

(1) A ﬂm’l D ... @*m”m ol les ﬂ’fuj sont des idéaux 3 droite (ou & gauche)

minimaux, et

(2) 34, contient un élément unité.

La démonstration de (1) est semblable 3 celle du théoréme 3. Le point de départ
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oY (- T 4-,& ’, ’ 0y . 2
ici est 1'égalité N2 =0, {3} étant l'ensemble des idéaux 3 droite ré-

m

guliers maximaux. De cette relation, on obtient N %. =0 ol on peut supposer
: - 1

que N ﬁk £0 si {gk} c {553} . Introduisons maintenant

’n"’\,j 51 n...n 53._11\ {Kj N ..N 'me . Alors ona N = %j @“fﬂbj et
My, ¥ 20 - %j est minimal. Le raisonnement que nous avons employé ci-dessus

s'applique pour démontrer que %zml @fﬂ"\ﬁ @ vee (ﬁ{mﬁ (I1 est nécessaire
d'emnloyer le théoréme d'isomorphisme pour groupes avec opérateurs au lieu du
théoréme d'isomorphisme pour anneaux). Le partie (2) du théoréme se déduit simple-
ment des théorémes 2 et 3 si on remarque que l'anneau de toutes les transformations
1indaires d'un espace vectoriel contient un élément unité. Mais, on peut donner

une démonstration plus directe d'aprés le lemme suivant :

IEMME. - L'intersection d'un idéal & droite “j régulier maximal avec un idéal

4 droite 3 régulier arbitraire est réguliere.

Le résultat est évident si R A Supposons donc que S * T . Done
3+ ﬁ: Mo . Soit e wune unité & gauche modd et posons e =2z + k, 2%,
kcﬁ . Soit f wune unité 2 gauche modﬁv et £f=i+w, ied |, wéﬁ il
est clair que Xk , i sont unités & gauche pour S et ﬁ: respectivement. Po-

sons a =k + i . Alors

H

x —ax = (x ~kx) -ixe J

i

(x - ix) - kxe R
ce qui signific que a est une unité & gauche .mod (g N ﬁ') .

On a évidemment le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - L'intersection d'un nombre fini d'iddaux & droite réguliers maxi-

maux est réguliére.

m
On voit maintenant que 0 = N ’:3j est un idéal & droite régulier dans un anneau

o 3 3 1 . S . .
semi-simple d'Artin. De la méme maniére, on peut prouver que 0 est un idéal &
gauche régulier. Alors, il existe une unité & gauche u pour AL et une unité A

droite v . On conclut que u = v est un é1ément unité de Ao .

Nous rappelons que la réciproque du théoréme 2 est vraie aussi : si I{ est un
anneau qui a les deux propriétés (1) et (2), il est nécessairement un anneau semi-
simple d'Artin. Nous supprimons la démonstration. Il y a deux autres questions ime
portantes pour la théorie ; celle concernant l'unicité de la représentation d'un

anneau simple comme un anneau .{‘; de transformation lindsire et l'unicité de la
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dé&omposition de I par des idéaux 2 droite, inimau.x. Dans le premi r probléme
il s'agit desiscmorphlismos-dcarnmotux £ .Nous considérerons une généralisation
de ce probléme dans le numéro 4. De ce qui concerne la décomposition de AL par
les idéaux 3 droite minimaux, le théoréme de Jordan-H6lder (ou le théoreme de

Krull-Schmidt) donne 1l'unicité au sens d'isomorphismes (comme modules) des idéaux
ij .

4, Anneaux primitifs ayant des idéaux & droite minimaux.

Dans cette partie, nous étudierons une classe d'anneaux qui forme une généralisa=
tion tres naturelle de la classe des anneaux d'Artin : les anneaux primitifs qui
possédent des idéaux & droite minimaux : le théoréme principal pour ces anneaux en
donne une représentation comme sous-anneaux particuliers des anneaux de toutes les
transformations linéaires et continues d'un espace vectoriel; topologique . La
topologie pour IR0 est donnée par un espace vectoriel a droite ¥M-' qui est relié

MG par une forme bilinéaire non dégénérée.

1° Nous commen ons avec un rappel trés bref des notions fondamentales de la théo-
rie des modules complétement réductibles. Rappelons d'abord qu'un module O a
cette propriété si ¥ = ‘“‘m: ol les iﬂ'b sont sous-modules irréductibles. Il
est bien connu que si I est complétement réductible , M =L@ jﬁ?ﬁ ’ mfb
irréductible. Le signe @ désigne que les fm}ﬁ sont indépendants en ce sens que
‘im’ﬁ N 6}; IR { =0.5% = @ E‘ﬁ(’j est une autre décomposition de IR

en sous-modules irréductibles la puissance I {J j f de 1l'ensemble {_“JT(J }

égale & celle de {’J’I'ba} « Plus précisément, on peut donner une correspondance
biunivoque —3 = Cf( ﬁ) telle que 3305” wa}b pour tout J On appelle
la puissance l {‘.‘map f la dimension du module 51, . Si JA(; est un sous-module
de ML on peut écrire Y, = Mb@ It oh MU' est un autre sous-module convena-
ble. Toutes ces choses sont bien connues. D'ailleurs, elles ne jouent pas un rdle

essentiel dans la suite. Pour cette raison, nous ne donnons pas la démonstration.

Si YR, est un module quelconquey le sous-module ‘f]'\’; 9 5 R, irréducti-
J B
ble, est appel? le socle du IR ( ) Si C es” un endomorphisme de ML, et WM
est un sous-module irréductible de v , M3 C est ou bien irréductible, ou bien

0 . Alors ‘9’&0 Ce 'mo , c'est-a-dire que :‘I]’\',O est stable par rapport aux endomor-
phismes de IR .

(1) Si {%}5} est vide posons ):*m:/a =0 .
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2° Considérons maintenant % comme Ab-module & droite et désignond le socle
de ce module par F . Nous appellerons F 1le socle (& droite) de 2% . De la méme
maniére on définit aussi un socle & gauche F' de M. Par définition F = r S'Sﬂ R
ol { YS } est l'ensemble d'idéaux minimaux & droite. Si on remarque que la mul-
tiplication x-—ax est un endomorphisme du 20 -module 3 droite 2> on voit que
F est un idéal bilatére de Rl

Le résultat suivant est bien connu

PROPOSITION 1. - Soit % un idéal & droite minimal d'un anneau AL . Alors, ou

bien 2 =0 , ou bien il existe un idempotent e tel que ¥ =edLl,

Ensuite, nous démontrons lea proposition suivante.

PROPOSITION 2, - 81 e est un idempotent # O d'un anneau %{ sans idéaux nil-
potents, 1'4déal & drpite e, est minimal si et seulement si le sous=anneau

est un corps.

On paut démontrer aisément que e3Ide ost le commutant du module e3{ . Alors, si
o), est irréductible, eDhe est un corps d'aprés le lemme de Schur. Réciproque-
ment, supposons que eMe soit un corps. Soit ea un élément quelcongue #0 du
module e¥ . Puisque 9L ne contient pas d'idéaux nilpotents, l'annulateur & gau-
che de W est nul. Par conséquent. eadb# O et aussi (ea".:u‘)2 # 0 . Ceci ebtral-
ne qu'il existe un b tel que eabe # O . Puisque ede est un corps, on peut
trouver un élément v tel que eabev = e « Si d est arbitraire dans b ,

(ea) (bevd) = ed , ce qui signifie que ea est un générateur (strict) de Db o I1

s'ensuit que el est irréductible, et %L est un idéal & droite minimal.

La proposition 2 a le corollaire suivant évident.

COROLLAIRE. - Si I est un anneau sans idéaux nilpotents, et e un idempotent

£0 dans 9L, e est un idéal & droite minimal si, et seulement si %M, e est

un idéal & gauche minimal.

Nous pouvons démontrer maintenant le théoreéme.

EHEOREME 1. - 51 0, est un anneau sans idéaux nilpotents, le socle F de AU

Y

coincide avec le socle & gauche F! ,

D'aprés la proposition 2 on a les formules

F:'— 2 em.} 9 F': Tﬁ. %6 .

edle un corps edie un corps

Alors e &€F' et puisque F' est un iddal bilatére, eWL CF' . Nous voyons que
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FESF' , et par symétrié F'SCF et F=F',

3° Nous aurons besoin de quelques notions de la théorie des espaces vectoriels
quelconques. Cette théorie est un cas particulier de la théorie des modules -complé-
tement réductibles. Car si 10 est un espace vectoriel (2 gauche) sur I et
u# 0 est un élément de 5L , le sous-espace © u est un module irréductible et

1% = \? Tu . La dimension de 9W a 4té définie ci-dessus et nous avons indi-
uelw

qué que ce nombre est un invariant de l'espace.

Rappelons aussi la notion de fonction linéaire f(x) (notation usuelle ici !).
Par définition x-—3f(x) est une application lindaire de 3I© dans [' considérée
comme un espace vectoriel & gauche. On peut munir 1'ensemble I de toutes les
fonctions linéaires d'une structure d'un espace vectoriel 3 droite. Pour cela on
dsfinit (f + g)(x) = £(x) + g(x) et (fA)(x) = f(x)x . Cet espace est appelé
le dual de ¥R-. Trés importants pour la suite sont les sous-espaces de Y aéfi-

nis par la définition suivente :

DEFINITION 1. - Un sous-espace de JR!' de %I, est appelé total si pour tout
u#0 dans I il existe un fe L' tel que f(u) #0 .

Si on utilise'le fait que u peut se plonger dans une base de s on peut dé- °

“~ - . . *

montrer que fW\:* lui-méme est total. Si on introduit la topologie faible dans 4R
on peut jdentifier les sous-espaces totaux avec les sous-espaces partout denses

® . .
dans M , car nous avons le théoréme suivant.

THEOREME 2. - Un sous-espace IR’ de ¥ esb total ei etseulement s'il est par-
tout dense dans IR* par rapport & la topologie faible de no* '

Puisque IR* est total il est clair que tout sous-espace IR' partout dense
dans M est aussi total. Supposons maintenant que IR.' soit total. Nous posons
‘.mll =1, MW, = ', L=, M = 1'ensemble de multiplications i3 —-—-*;Eo(
4 droite de [ dans le théoréme de densité. Il est clair que ‘Al est un anneau
irréductible dans [ et, comme il est bien connu, le commutant de AU est 1l'en-
semble de multiplicateur g——-\.o( § & gauche. Puisque 410! est total, “ﬂTL"L =0, .
Alors le théorime de densité dit que IV est partout dense dans | (A (Mo, ) &

On peut expliquer ce résultat comme suit : si 910' est total dt si
Up s Uy 5 eee 5 Uy sont linéairement indépendants dans IR> s on peut trouver un
f €M tel que 'f(ui) , i=1,2, «eo yn, est ce qu'on veut dans [ .
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4° Si ' est un sous-espace total de IR , tout x&€I» donne une fonction
lindaire % : f£—>f(x) sur 94''. On obtient ici un isomorphisme entre MU et
un sous-espace total du dual Gor* de MU' . On voit alors qu'il y a une relation
réciproque entre I ot IO . Pour expliquer cette symétrie on introduit la no-

tion d'une paire d'espaces vectoriels reliés par une forme lindaire non dégénérée.

DEFINITION 2. - Soient Yil» et T respectivement des espaces vectoriels & gau-
che et & droite sur le corps | . Nous dirons que JJ0 et JI' forment une paire
duale s'il existe une forme bilinloire non dégénérée f(x , y') reliant IV et
' . Rappelons que f(x , y')el et

£(x 5 vy "'Yé) = f(x , Vi) + (x , yé)
f(xl + Xy s ,7)-") = f(xl s Y’) + f(xz ’ Y')

f(o(x,y') “f(X:Y') ) f(xsy"><)=f(xsy')0( .

f est dite non déginérée si f(x , z') = 0 pour tout x&9% entralne z' =0

et f(z , x') = 0 pour tout x'€ I5' entraine z =0.

Quand on n'a besoin que d'une seule f(x , y') on peut simplifier la notion par 1'é-
criture de (x , v') pour f(x , y') . Nous emploierons cette notation par la

suite.

Si 9R' est un sous-espace total de M on peut poser (x , f) = f(x) et on
voit que (JKy, JR') est une paire duale. D'autre part si (IR, JX') est une pai-
re duale quelconque, chaque y'@¥K)! définit une fonction linéaire fy' par la
formule fyv'(x) = (x , ¥') « On voit que y'—fy' ¢st un isomorphisme et que l'en-
semble de fy' est un sous-espace total du dual 0¥ . De la méme maniére, on peut
identifier 7 avec un sous-espace total de I%'" . Maintenant on peut transférer
la topologie de 1l'imcge de IR' dans im; (1a topologie comme sous=-espace) pour
obtenir une topologie de JIRK,' . Nous appellerons cette topologie la :'m-togglogie

de I . Un systeme fondamental du voisinage de O est donné par les ensembles
m
{q\ x; 'n'} od xT m' = {y"y'éﬂ%' y (x5 y") = 0} . De la méme manidre, on

peut munir Y d'une IN'-topologie. Si IV est un sous-espace de K posons
o ‘
oI = N xt ML et si L' est un sous-espace de ' posons
XEFY
‘3’0'1"3’)" = ), x'"+MG . Un conséquence immédiate du théortme de densité est le
x'e R

théoréme suivant.
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THEOREME 3. - Si (9%, ') forme une paire duale, et si 7V est un
sous-espace vectoriel de %, la fermeture F(JV) de IV dans la W' -topologie
.'L J- ~ . S
est ((JV) ML)~ 4TL, Bien entendu, la méme chose est vraie pour L, Aussi on

peut voir d'anrds le lemme fondamental du théoréme de densité le résultat suivant :

THAOREME 4. - Si (I, 9') forme une paire duale et si JU est un sous-espace

fermé de Wb, YU+ Ll est fermé pour tout 1J, de dimension finie.

Ceci entralne évidemment le corollaire.

COROLLAIRE. - Tout sous-espace fini de TV (ou de ML') est fermé.

50 Soit (J}K;i ,"m)!l) , i=1, 2, deux paires duales d'espaces vectoriels sur
les corps Fi . Nous voulons déterminer les transformations semi-linéaires conti-

nues de *’}1’\’;1 dans fm'z . Rappelons que S est transformation semi-linéaire de

iy, dans M, =i

(1) S est un homomorphisme pour les groupes additifs et

(2) il existe un isomorphisme & de ["1 sur T‘2 tel que (Ax) S = o(o,(xS)
pour tout xé*ﬂﬂ/l y XE Fl .51 S#£0, & estuniquement déterminé par S
et on appelle ¢« 1'isomorphisme de ", associé & S . Pour expliquer ¢ nous

1
emploierons le notation (S , ¢ ) pour une transformation semi-linéaire.

DEFINITION 3. - Soit (ﬂﬂ/i R “‘m:i) , i=1, 2 deux paires duales sur les corps
Fi , et soit (xi ’ y;)i les formes lindaires qui relient fm;i ,“Tﬁ):"_ . Si
(8, §) est une transformation semi-linéaire de m/bl dans ﬂbz , on dit que S
posséde une transformation transposée par rapport aux (xi s y]!_)i s'il existe une

application S' de fmlé dans mi telle que

S -
Gy S5 73)y7 = (g vy 8,

J e 1
pour tout xli J:l?ll s }2‘,%2 .
On vérifie directement que S' est unique et S' est une transformation semi-

lindaire avec § pour isomorphisme. On appelle S' la transposée de S par

- 2 '
repport & (xi 5 yi)i .
IEMME. - Soit (I15,IK!) une peire duale et soit f une fonction linéaire sur
mno. Alors f est contenue dans la 1%, ' -topologie si et seulement si il existe un

v'e ' tel que f(x) = (x , y') pour tout x& M.
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Puisque la topologie est discrete dens r s 0 est un voisinage de O dans
7 . La continuité de f & O entraine 1'existence d'un voisinage W de O

dans ¥V tel que f(3.) = 0 . On peut supposer que = ;:\X:ZL'LJ)’&; et on a

f(x) =0 pour tout x tel'que (x,x)—O i=1=2, vee'y n . Ce qui veut

dire que re syt "'L{]T Ol (R %' est le sous-espace de st engendré par les
fonctions lindaires x—(x Xi) . Mais 3! est fermé. Alors

2}' *”Tb * Y =9% . Par consdéquent f(x) = (x , L x' jﬁl) pour /3 convenable-
ment choisi dans M. Puisque y' = L. x} }'Bi({. e, f(x) = (x, v') , veIL .
Réciproquement, supposons que f(x) = (x , v') . Donc si x@ au voisinage -,
f(x) = 0 . I1 est clair que f est continue & O .et d'apres 1'additivité f est

continue partout.

Nous pouvons démontrer meintenant le théoréme suivant.

THEOREME 5. = Soit ({ff\'ai 9 "m)i) , 1 =1, 2 , deux paires duales, et S une

transformation semi-linéaire de dans IR, « S est continuc (par rapport aux
A o2 Vz

m; -topologies) si et seulement si S posséde une transposée par rapport aux for-

mes données.

Supposons d'abord que S soit contiaue. Si y; est fixée dans ‘Mué s l'applica-
tion Xl-——\(Xl 1 Vz)g -1 est linéaire. Cette transformation est le produit de S,

de 1'application continue x -—-)(,c , Vé) , et de 1'application (nécessairement con-

2
V')S -1

tinue), y-—-—ex St de .11 e.,t clair alors que xl——é(x1 Sl est con-

tinue. D'aprés le lemme. on & un ¢lément in. *37’91 tel que
-
(xl 1) l

yé__;yi . On voit que S' est la transposée de S . La démonstration de la réci-

= (x, 5 v!), o L'élément v! est unique et on peut définir S' par
1 171 1

progue est immédiate.

Si (8,8), (T,¢ ) sont continues; S + T est semi-lindaire et continue.
Comme d'hebitude (S + T)' =8' + T' . 81 (8,7 ) est continue, et si (T , T)
est une transformation semi-linéaire continue de *‘)T'u dans J’ru y ol (J_\B s Wl’p )
est une autre paire duale, (ST , § T°) est une transfomatlon semi=-linéaire con-
tinue de if]"ul dans ﬁ?’JB . On a encore la régle : (ST)' = T' S' .

6° Soit ({B“u vfo')  une paire cuale, et soit (77) 1'anneau de toutes les

T
transformatlons linéaires de IR5 qui sont continucs par rapport a4 la 21" topolo-
gie. D'aprés le théoréme 4, une tronsformation lindaire 4 ¢ X (Jiﬂ) si et seu-
lement si elle posséde une transposée A' dans 9I%' . On peut v01r fucilement que

1'application A——A' est un anti-isomorphisme de £ ’(‘.‘:&’v) sur £ (}(‘ﬁ'i;) .
. “?TL‘J vl
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Nous aurons besoin aussi du sous-ensemble Fyg, OR) de f}%, (1Y) des transfor-
mations du rang fini, On dit qu'une transformction semi-linéaire S est de rang
fini si 1'image RS est de dimension finie. Il est immédiat que Ft‘)’.”\‘;' (9%) est un
idéal bilatére de & ,(IR) .
1

L)

Soit F une transformation lindaire de %L dans 3 de rang fini, et soit
Up s Uy 5 eee u, une base pour *’m;F « Si x €& #% on peut écrire xF = b8 §1 u:L .
Puisque les Ei sont uniques x —° ; est une application univoque. I1 est clair
qu'elle est lindaire. Alors xF = L gl (x) u, ou les fi(x)E, IR .81 F est
continue 1l'application x —3 § i(x) est un produit de deux applications continues.
Par conséquent elle ~st continue ausci. D'aprés le lemme du théoréme 4,
gi(x) = (x , xj!.) ; xié"mﬁ . idlors xF = 2.(x , xi) ug - Wous écrivons

= Z xi * u, pour noter l'application x —p (x , x:!L) u, . On voit aisément la

réciproque : tout Z:xi X uy xéé M, uie IR, appartient 2 F"?T{:' (1) .

Supposond. maintenaint que IR' = wr¥ et que (x , f) = £(x) . Il est immédiat que
&m.*(%) = { 1'an-eau de toutes les transformations linéaires car si A € &
A possédé la transposée f£-34Af ((4f)(x) = f£(x4)) . On désigne la transposée de
A par A* . Plus généralement si ¥R,' est uh sous-espace total, on voit aisément

que A(')., a5, , (M) si et seulement si ' e "Y' .

7° Nous pouvons donner maintenant une formulation topologique pour le résultat
principel sur les anneaux primitifs ayant un socle non nul. Le résultat est le sui-
vant @

THEOREME 6. - Les conditions suivantes sur un anneau %, sont équivalentes :

(1) Mo est primitif avec socle non rul.

(2) 9§, est isomorphe & un anneau partout dense de transformations linéaires con-

tenant des transformations # O de rang fini.

(3) il existe une paire duale (‘*Ye,,‘m,’) telle qua Y, soit isomorphe & un sous=

anneau de { ,(4®) contenant F _,,(UR) . Si 9§ est donné comme dans (2); le

socle est 1'ensemble des transformations de rang fini et si “){, est donné comme
dans (3); le socle de 2, est F (‘fﬂ)

Supposons (1). Alors on peut 1u.ent1f1er s avee un anneau partout dense de
transformations lindaires d'un espace vectoriel Wb . Soit e un idéal & droite
minimal contenu dans %y . Alors e est une transformation de rang 1. Sinon, on
pourrait trouver deux vecteurs xe ; ye linéairemént indépendants. I1 existe un
ag€ O\ tel que xea =0, yea #0 . Par conséquent O % ea € (e N (0 ¢ x)) &
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D'aprés la minimalité de e, el € (0 : x) . Puisque ec ef), xe =0, ce
qui contredit 1'hypothése sur 1'indépendance de =xe ; ye . Nous avons démontré

que (1)=>(2) et aussi que le socle ¥ = TedE & 1'ensemble de transformations
de rang fini contenu dens 9\y . Ensuite, supposons (2), et soit (@ 1'ensemble de
transforhiations de rang fini de M, + (§ est évidémment un idéal bilatére de “h .
Soit IM* 1e dual de I, et posons IR = IR & | On voit aisément qu'un idéal
bilatére # 0 d'un anneau irréductible d'endomorphismes est aussi irréductible.
Ceci s'applique & @' . Soit x un vecteur # O . Puisque @ est irréductible,
oy peut trouver un gE.@‘ tel que xg # 0 . Aussi, il existe une fonetion linéaire
f telle que f(xg) = 0 « Ceci veut dire que fg*(x) # 0 . Puisque fg*c': It nous
voyons que Ib' est total. Puisque

M AL = T @A =W e) et @ =k u e Loom
ano '

I1 reste 3 démontrer que LD F ,@R) . 11 suffit de’ dembntrer que x UE 2>
pour tout chﬂ’r\’.:’ et tout ue . Puisque IR, *‘J% (Z’ on peut supposer que
¥ = fg y TV , 'ge @ . Soit g = E% x u, ol les u, sont lindaircment
indépendants. On a fg* = ‘:,(fl f(ui) et on voit q_u '11 est suffisant de démohtrer
que @, * uE L . D'aprés la dencité il existe un bE AL tel que A

= = i i i i = Z = «
uib~u,ujb-09 j#1, de qui on voit que gb kkaukb cf>i><
Puisque gb€ %, nous avons fini la démonstration de l'implication (2)==>(3). Ainsi
@& > F , (1) , mais d'autre part G < F _,(®R) . alors & =F ,(¥%) . Sup-

posons finalement que soit donné comme dans (3). Ainsi o

N> 2 (s | € IR
L 2 F:m.(‘fm«) fl_ﬂf‘ X ug \? e ,uCﬂ”:} .

Soient Xyop eee 5 Xy linéairement indépendants et Yy o0 0 ¥y arbitraires.
Choiilssons §55 1=1, ees ,n tel que (‘L’i(Xj) = gij et posons
E= Lif Xy, On a g&AL et X, E= Yy o0 i=1, 0 ,mn ce qui démontre
que F%,(ffﬁ;) et a fortiori W est partout dense. Autrement dit ¢ est primitif.

Soit cf;fo dens I%K' et posons

= {‘-‘/X ulu&’_*")ﬁf“;} .
On démontre facilement que 33({ est un idéal & gauche minimal. Alors (3) =>(1)
et aussi F, , () = "’:S = ¥ e I1 est clair, maintenant que le résultat supplé-

\
mentaire est établi aussie.

8° Un anneau simple % qui coincide avec son socle est un anneau primitif & so-

cle non nul. I1 est clair, d'aprés le théoréme 6 que ¥ est de la forme
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Réciproquement, supposons que B soit un anneau quelconque de la forme

T(a' (M%) . On peut démontrer directement que F %) est simple. Nous démontre-

i ©
rons un résultat plus fort pour lequel nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME, - Soient (IR, I®') une paire duale, U, V' deux sous-espaces de

dimensions finies, de Y et V' respectivement. hlors il existe deux sous-

espaces b et W' de dimencions finies telg que U et ' soient duaux par

rapport & la restriction de la forme (x , y') donnée.

Considérons TNV ¥R, et T¥'n YO ITU1 | Sices deux espaces sont nuls,
JU et $' sont duaux par rapport & (x , v') . Si g n Bt il £ o , soit
0£z€90oN Rt ot soit 2 EM tel que (z , z') #0 . Posons
'ﬁ,' =R + 2! [, 11 est clair que *’)’i,()m'c /bt . Par récurrence nous ob-
tenons les deux cspaces Lu et W' .

DEFINITION 4. - On dit qu'un anneau Mo  a localement une certaine propriété si
chaque partie finie F de “Wu peut se plonger dans un sous-anneau N)F qui pos-

séde la propriété donnée.

On voit facilement qu'un anneau localement simple est simple. Nous démontrons maine-

tenant le théoreme 7.

THEOREME 7. - Tout anneau F‘ﬂ?‘\:'( \) est localement un anneau simple d'Artin.

Soit {al s eee 5 8 } une partie finie de F:j’)%' (%) et soit W :f_‘.‘ﬁ%ai ’

R = T o a’i ’ aj‘_ la transposée de a; Choisissons Ly et ' comme dans
le lemme; et posons -C, = le sous-anneau de F ﬂ,,(ﬂ%) des transformations b telles
que /LS UL et UR' 'S AN . On voit aisément que l'application b—3b (1a
restriction de b & L) est un isomorphisme de £ sur 1'anneau K () des
transformations linéaires de Y& . Puisque {(ib) est un anneau simple d'Artin,

le résultat est démontré.

M0Tx. - Le résultat que tout anneau simple avec socle non nul est un anneau
Fir!"' (@m) et réciproquement, est dfi & DIEUDOMNE, Le théoréme 7 est dii & O. LETOFF.
e

¢° Nous étudions maintenant le probléme d'isomorphisme pour les anneaux primitifs

3 socles non nuls. Le résultat fondamental pour cela est le suivant :

PROPOSITION 3. - Soit %4 wun anneau primitif ayant un socle non nul. Alors tous

les modules irréductibles et fidéles de 34, sont isomorpvhes.
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Soient N, un idéal a droite minimal et v un module irréductible et fidele
pour %L . Puisque (0 :31L) = 0, il existe un uw€&IM> tel que u¥ #0 . On vé-

rifie que 1'application b&J ——-A,ubazﬂ‘u est un isomorphisme de g sur WO,

THEOREME 8. - Soient (9104 fﬁ-\\') i=1, 2, deux paires duales et A, doux
anneaux tels que {U ,(ﬁ'ﬂ; ),, oy DF i("33’\’;) . Soit S wun isomorphisme de ‘iu)

sur J)J.,z . Alors il existe un homeomorphlsme semi-linéaire s de -*)']vl sur M?;z

tel que S colncide avec l'application 8y —»8 -1 ay S 16 9\1)1 de 94/1 sur

a2

Considérons un anneau abstrait )}, isomorphe & %1 par rapport & 1l'application

a—ay - Cette application munit v)'_\?;l d'une structure de M-module. L'application

a-—-)afé 311.2 donne une telle structure & %“vz « I1 est clair que les deux modules

Wy et mz sont irréductibles et fidéles. Par conséquent, il existe un isomor-

phisme s du groupe \m sur le groupe -Jff(‘. tel que (x ai) s = (x1 s) af pour
S _ -1 _ s 1 -
tout x 1€ May ot tout ale. JJJ . Autrement dit a2y = a; S Soit C1 1'homo

thétie x— Xl 1° I1 est clalr que s~ C, s commute avec tous les éléments

1

a, de *)&2 . D'aprés un théoréme du numéro 2, s = C, s est une homothétie

1
\A, . ° 2’ ] 0 . ’
C2i X, —3 Yo ¥ de JJQ « On voit aisément que l'application 61—-—) 52 est un

isomorphisme & de [, sur [ . La relation

1 2
-1 .
X, S Cl s = %, 62
entraine que
Xy Cl s =x 8 02 .

Autrement dit (Kl xl) s = Ef(xl s) . Alors s est une transformation semi-

linéaire de :ml sur ‘ﬁT’\;Q . I1 reste & démontrer la continuité de s ou de s-l

(la continuité de 1'autre en résultera par symétrie). Soit x'é, ’.m)' ué‘DI'\'zl et

considérons 1'application x; x u; appartenant & F%V ,(JL; ) « On peu’c vérifier que
. vl
(y x ) s est 1'application x2-—->~(x2 st R Xi)l (u, s) . Puisque la derniére

appllcutlon est contenue dans ""%2(" %) 5 il est clair que
flx) = (x, s, xS
2 2 A R |

est lindaire et continue. Par conséquent; il existe un xéé. J.}'RJZ' tel que
-1 G
1

! - -
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L'application xi é est univoque et d'aprés 1'équation ci-dessus, elle est une

, -1 "1 .
transposée pour s ~ . Alors s est continue.

Il est clair, récirroquement, que si s est un homéomorphisme semi-linéaire de

“‘)’J?;l sur IRy, , 1'application 131-——) st & 4 § est un isomorphisme de w.(ml)

sur o ”'m'é (m’(,z) et elle induit un isomorphisme de F“'r\fi (ﬂj’\’fl) sur F ()]?) )
et de 9L, dans £, Q%) .
1 i, T

G° EXEMPLES.

(1) 9K =9 (NS ik ( Jf{,) = 1'a“neau J2 de toutes les transformations linéaires

de YR . Si iey} est une base et J&eﬁ’, on édcrit ea(g. =f_7\d 6/3 .

La matrice (9\ ) ’ )\ E [T 2 la propriété que pour chaque o 7 il n'y a

]1

qu'un nombre flni de 7-‘ 0 . On dit qu'une telle matrice est sommable par

rapport aux lignes. L'ensemble de matrices ayant cette propriété est un anneau et

1'application Q-—?()\ o ) est un isomorphisme. L'application Y est de rang
fini, si et seulement si les e o I} sont combincison linéaire d'un nombre fini des
ex * Autrement dit, toutes les colonnes de (’/\O( ) sauf un nombre fini, sont
nulles.

(2) Choisissons un ensemble de fonctions linéaires "PO( tel que {P (e ) = 5

et soit ¥RK!' le sous-espace de G engendré par les (. o ! est total.

soit L& x"ﬂ‘v'(ﬂ"@ et soit CFDI b = \fv @! b s }\' € U . Il est clair
que )\\'/ est sommeble par rapport aux colonnes. Lu condltlon
(({» £ M) (e = 1[:» (e w £) donne )\,,:( = >\ . Alors ()o( ) est somma-

ble par rapport aux llgnes et auvx colonnes. On vo:nty que fz (‘WV) est isomorphe a
1'anneau des matrices sommables par rapport aux rangs et aux colonnes. On voit aussi
que F S (M) est isomorphe & 1'anneau des matrices ()‘o( ) qui ne possédent

5

qu'un nombre fini d'élements non nuls.

(3) Soit IMU un espace d'une dimension dénombrable sur un corps commutatif. Soit

u la transformation linéaire telle que e, u = i=1,2, 6o et v 1la

®i+1 0
transformetion linéaire telle que ¢ V= 0, I v=e; . Soit é[u , v] 1'al-
gébre sur %‘ engerdrie rar u et v . On peut vérifier que ®[u , v] contient

une transformation dont la matrice est de la forme :

/A 0]

/

.
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A une matrice finie quelconque. D'aprés ga, on voit que @[u , V] est partout
dense dans £ ot qu'il contient des transformations de rang fini. Alors Pfu , v])
est primitif avec un socle non nul. Remarquons que uv = 1 , mais vu #1 « On Deut
démontrer que d}[u , V] est 1'algébre 1= plus générale engendrée par deux éléments

u, v satisfaisant & la relation uv =1 .

(4) Soit 9D un espace de Banach, YR' 1'espace des fonctions linéaires et conti-

nues sur YU, D'aprés le théoréme de Hahn-Banach, JH.!' est total. On peut démon=-

trer que Jim(m?.) est 1'anneau des transformations linéaires et continues par rap-
MY

port & la topologie de K-> définie nur la norme

(5) Supposons que (mi&i ,‘imai) , i=1, 2, sont deux paires duales, et considé-

rons R = %3’1 @I, 5 V' = IRy, @f%é . Posons pour x =X, + X, ,
- ] 1 7. ! |
y' = Y1 + Vo 9 Xié'm{»i 3 ,_fi& ﬂjui 5
(x,y') = Xy 9 }’i) + (x2 s yé) .

On vérifie que (¥, M) est une paire duale. Cette méthode donne beaucoup
d'autres exemples de paires duales. On peut généraliser pour une somme directe d'un

nombre quelconque de paires duales.

T ————————



