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Exposé n® 2

ETUDE DF CERTAINS ENTIERS ALGE'BRIQUES

par Charles PISOT

La répartition (mod 1) est au carrefour de deux grandes théories ¢ d'une part
la théorie des fonctions périodiques, 4'autre part celle des approximations en
théorie des nombrese Quand le fonction 3 étudier ne croit pes plus vite que n®™
on a obtenu de nombreux résultats dont beaucoup ont eu des applications impor-
tantese Par contre peu de chose est connu pour des croissances plus rapides. Je
mentionnerai toutefois le résultat de KOKSHA [2 ] qui dit. que, si une fonction
f(n , X) dépend assez régulidrement d'un paramétre X et croit avec n plus
vite qu'un polyndme, 1'ensemble des & pour lesquels la répartition (mod 1) de

f(n, X) n'est pas uniforme est de mesure nulle.

Nous allons montrer comient on peut construire des valeurs de X de 1l'ensemble
de mesure nvlle précédent, de fagon plus précise Y, ; ees , Y o » oo Ctant
une répartition donnde d'avance, nous allons essayer de déterminer o de fagon
que f(n, #) soit (mod 1) le plus prés possible de ¥, » Nous comaencerons

par prendre tous les Y =~ nuls, le cas général s'en déduira aisément (43 [52

Soit w, = fﬂ(x) une suite de fonctions positives § nous supposons que si
est dans w. intervalle &, ona 0 <Y € f1(x) , avec 1im ¥ = o et

=
f;1+1(9<) <py f;l(x) » Il existe alors des fonctions inverses X = \?n(un) 0

P £ () =a St an+ s ¢ P o
osons "n( X, nt tos 8y étant entier et | anl 1,81 Xx'¢ x est
dans A ’

[, 0%) =2 ()] = [('= ) (x| > [ en] v = o

donc pour n assez grand, a, est toujours dans l'image de A par fn et

Xy = Lfn(an) est dans &
Si 1'on forme slors

Wnel = 8pe1 fn+1[ \T./'n(an) 1= fn_,,l(f)‘\) - En-l-l - fm-l[ xfn(an)]

1 t
¢ fn+1(9‘ n) e

w1V = '
o ' n n+l T n+l
n'’ ' n

= Tl ¥ (an * gn) 1= frr:-l[ “fn(an)J" ¢
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ou 0(}1 est entre Xn et A o Ainsi |wn+l| < ién“}n + l&n-x-ll par suite si

1 1 1 | 1 .
< a t
]fnl 3 (-Fr:—_'_—-r et m) on a lwmll < ) et el est 1l'entier le plus
voisin de f (X ), donc la suite des a est déterminée & partir d'un
certain range Comme X = lim tfn(an) s l'cnsemble de tels nombres X est dénomm

brables =

Pour démontrer la riciproque, nous supposerons de plus que dans A on a
p s £ p

-1 n
? ! > t{ 7 — =t 2 X
fn+1( x) = n fn( X) avec ﬁn > 2 .« Prenons Xn = Ci—io [;S?CZ « fppelons

An 1'intervalle déduit de 4 en retranchant aux extrémités de A deux petits
1 . .
segments de longueur =—— ct ‘Anl sa longueur. Comme fn( M) transforme

¥n
An en un segment de longueur supérieure,a iz‘xnl % n? il y a done pour n > n,
1
o o ~ /\ ' 3
un point entier a = dens fn(“n) o Ll'intervalle [mn - 7 s X, # ':3,""%"""'
n+l In+l
est dans Am_l s car
1 1 1 1
< ¥n g X n+l “ Kn+l /ln"'l I $051
. 1
son transformé par f m1 ©5t donc de longueur = ml.-Tm-l- =1, il y a done
un entier Al tel que
et = oger = 5,10 )l < 5
w1l T el n+l' " n z
= - > A i 1
et que X 4= fml(an-t-l) est dans & 4 « De plus | fne1 ” an < m

donc lim X, = X existes Enfin
n=c

Q0

5000 = 8y = £,00) = £,00,) = T g o) = £,(x,)

et

Ifn('xm-:-l) = fn( X m” ,fn[ﬂml(aml)]- fn“j mel (“““m+1 = wm+1):”

t
£ )
= '(“" 1"1"1’1 nf ‘f:?,- - ;
I+ IIH-l(o( m) < ;J;n see /'3m
x' & i :
o étant compris entre D\m et ml
Ainsi .
1 = 1 1
- T——-‘ S ]
lf:n.(q ) a‘n.lé~ < E 1 + L"" R eee Ji 2
“n m=n+l (n+l “m “n
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car (ém 22 « I1 y a donc dans tout intervalle A des nombres A tels que

ifn( K) - anl < —%— s ces nombres sont donc partout denses dans A
n

Les conditions imposées aux fonctions fn( X) ne sont pas modifiées si on

ajoute a fn( A) 1les constantes = Va ®

La croissance en n limite ou la méthode s'applique est celle de la fonction
exponentielle u, = B, on voit qutil n'y a qu'un ensemble dénombrable de
valeurs x telles que | - anl < &, & étant une constente inférieure a

-er-(l:T)- s et il y a une infinité partout dense de nombres X >2 pour lesquels

n ~1 !, s e N 1
2 - £ f T éte e constante supérieure a
| X anl ’ étant un tante sup -‘7(-—--1” —TT ¢

Une méthode analogue s'applique au cas d'une fonction u = £ (x; , eeo y % g)

dépendant de s paramétrese On élimine X, , see A, entre les relations

'u.n = fn( "‘1 9 000 D(S) 9 oee um‘s ms(()\l g o0 P{S)
dtou W= (u.n ’ ;1.. ’ un+s-31) e;’t',1 on pose £ .= 8p = F(ar1 g o0 o am—s-l)
Ainsi si un /’\‘ 9\1 + eoe + ,\S (XS ’ Al 9 oo ,\S Iy ”{1 9 oo "‘S

étant les paramétres, la relation qui les élimine s'obtient de la fagon suivente :

Soit -
un ses um_s
AS =
Unes **° Ye2s

8

- , ’ o
a w = u_ cétan a
lors n+2s 7\—;:[— s les N tant remplacés par les entiers 8, e
—~—n

Relations de récurrencee - La condition nécessaire et suffisante pour que la

. o ) . s
suite u, vérifie une relation de récurrence d'ordre s , c'est que /;\_n =
pour n=0, 1, ¢es « La condition est bien nécessaire. Pour montrer qu'elle
est suffisante on utilise la relation

s-2 s-.l g=1 Smly2

n+2 /\ AN (An-s-’z) *

Elle montre que si /_’xi 0 et siun ﬂs—l 0, alors tous les 0.
Donc on peut supposer s choisi de sorte que tous les AS -1 £0. Alors il est
clair qu'une solution du systéme

_\S-l

+ + o,
XO 'n+h cee XS un+h+s

h=0, 1, «es , s ~1vérifie aussi 1'équation pour h =8 .
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TI-IE?ORﬁ'IE de Fatou ([1], pe 368-369). = Si les w ~sont tous entiers, les

xo’ LR J [ XS

les équations FoUg + eoe + T U =0, Jou g+ cee vy, U = 0 en entiers

peuvent 8tre pris entiers et Xg = 1 . En effet on peut résoudre

Yo s *** » ¥, DOR tous nuls. Posons alors bI{1 T Yo Wy Foeee t T Wl et
1

b =% b} b! , b étant le p.gecede de tous les b;l « Les b, vérifient la mBme
récurrence Xgb +eeetx b =0, X5, 0, X, Dpeuvent 8tre supposés

s n+s T
premiers entre euxe Soit alors p# 1 un facteur premier de x, et bq le
premier nombre b =~ non divicible par p (¢ >=s8) « Alors
S-l bq = e (XS bq+1 + X -2 bq-l + oes + XO Qe S"’l) ?
done x gl est divisible par p < De proche en proche on montrerait que p

divise X, 19 Xgp 9 o0 9 X5 3 contradictione

Critére de Kroneckere = La condition nécessaire et suffisante pour que la suite

w, vérifie une relation de récurrence, c'est que Ag = 0 pour
n=s+1, ... Cette condition se démontre encore avec la relation

s=2 s 1 s—l s-l 2
AN [— = (A

Onendedu;.tfcp,leo1 -Opour n=s, s+l,... puis An=o,... et par
suite on a bien A s n=0,1, s

Nombre A [4 J = Soit un nombre Ooqﬁf‘ > 1 +tel qu'il existe un nombre A avec

AR = a +¢, a, entier et > éi convergente Alors * est un entier
n=0
algebrd.qm, les modules de tous ses conjugués sont inférieurs & un et \ est

v

un nombre du corps de T .

Formons en effet

>

os
"
n

an o 82n an ?n+1.ooo \'72n

2

ou =2y =ta 3 =VE = €1 ¢ la série V), est aussi convergentes

i

D'aprés 1'inégalité de Hademard, on aura @

n e
(Ao) 4 (a.o + eee + o ) l{ (\7 + ese + /v+ ) &0 anT (
isi : . _‘2 @
On peut choisir ng tel que pour Y > ny on ait \Qv + U5 v £ ,

‘;/ + ‘/)li-l + .o-)



R=05

Alors

n

0 2. 2 _
R TSR
»=1 n-n,
< 2 N ]

ne dépend pas de n et enfin (/\8) < C Cl’Y (--2-) -0 si n™> ® .
Comme AO est un entier, il est nul pour n asuez grande

S—l _ <
f\%n[qv‘ +U. 1 + oo +uO]-—£n+S"'us—1 »ms.‘l"‘ (XX} +usgn'_')'0

e% v est racine de P(z)»:'z +u lzs"':(+...-l-1.10=0.
2 2,
La récurrence montre que (-— + eee *+ '—T + ...)P(z) =Q(z) , Q Stant un

‘ €
polyn8mees Donc %{%}:‘E:\?. £(z) ot (z) = —--——+ eee + "5-1:"1"" cee o 2(2)
est holomorphe pour lzl >1, donec z =" est la seule racine de P(z) =

de module >1 . Ses conjugués '\’/2 g see 4 ¥ 4 sont done de module =1,

aN
A= .p(r).Q b'y]r est algébrique du corps de % § si Aoy evey Ay sont ses conju-
gués, on a
a, = A\ 4 )“ 2 + eee 4+ A\ ’HI; pour n assez grande

- ]
Soit 8(2) = (2 = %) ese (2 = %s-l) = zs’"':l + Ls-?. 257k eee + &y s alorg

an-l-s-l + g.'\sz aIH-S-Q T oeee ¥ (}“)O an- A 5( ) + A %2 B(Nz) + ese + A Sg(tf)::

Al S(T) - (¢ +eee v 55 ¢)

n+Sml
Or %(Ti)= %(’52): eee = %(’C'S_l)::O, ra(ts);éoi donc lT:S'é.l’

La réciproque est immédiate.

Existence des nombres "¢ o = Soit <oy 4 see oy une base des entiers d'un

corps algébrique réel K, ,;,)(5) les conjugués 3 d'aprés MINKOWSKI, on peut

trouver des entiers X; , see 5 X s non tous nuls tels que

|X1 wl'*' see + X

lxlo.{z).;. see + XS wéz)llx(z

=, -uul(s)«\ cee *

> VD, D= carré du déterminant des wg_a) s discriminant

s 'sl 28

Cs)y L
Xs “g lsl(s
des que \"'(1 YZ see X
du corpse

s
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Si on choisit ¥, <1, ess , Yy < 1 lenombre ¥ =x; 4 + ees + X5 O >0
(en changeant au besoin le signe de tous les X; , see 5 X ) est un entier avec
lczl L1,y e, lesl 21 et come [N(&)|= TR, «0s ’Gslzl on en déduit

que Y>>l .

En prenant une suite de }{év) s soe o }Séy) avec
I Xé)})l < l’\dg 3)-1) eee o g\') ’N (? -1)' et ‘ég\?)(‘ ese j§ g\)) = lW'

la norme des ¥ () ainsi formés est bornée par | \/D| , donc elle est la méme,

soit m pour une infinité de tels ¥ K « Si nous prenons encore
(V), cee xé ?) (mod m),, il y a une infinité de tels systémes congrus (mod m)y
alors pour ¢'et ¢"de cette nature on aura ¥ = %'+ mx, A enticr et
PV=Va+le ¥z “(LeTH)=VEou v N }",.) entiere Comme

N(¢) = N('t:").N(f) ona N(F)=1.0n aur; alors v = "<»;). {4 » done

comme l%;l < l,l ’ l ('g.l &1, donc p est une unité du corps T .

Soit enfin %\ un nombre quelconque du corps K, il y a toujours un entier

rationnel a tel que a A soit entier dans X o Il y aura d'aprés la démonse

P

tration préeédente des entiers ¥ dans K tels que |a sz | <1 9 vve la v s
n

done a® sera un entier T o Alors A (a v)%+ P, (a ?iz)n + eon + ’Rs(a ”t:s)=an

. S\ . e s -
sera entier et A(a ) = a, én avec £ - 0 o Adinsi un%ocondltlon

nécessaire et suffisante pour que A soit algébrique c'est que E 's:ing('li A xn)
_ n=
converge pour ccrtaines valeurs x >1 .

A

THEOREME de Selem [8J = L'ensemble des nombres P est fermée

Soit 5 ol A
(@) ZHU g B tesetlly (z=2) (20 T5) 00 (2= 7,)
M) = = = ~ v>1, |l
l+y Theootl, Z° (1= 72) {1~ ’022)“0(1- ’s”;nZ) ’ 7 ’ | fl‘
Sel 0
On aura,

- A g
R(z) —-+m+ cee ¥ o

il

. . n N . n
dtou R(z) 8+ ess + AT + eee avec a = AV 4 7\2 Co+oeeed Ay

1 »” '
n>»l, a =—+ A+ A teee D
0 ag 2
Pour celeuler A\, posons R(z) = T"""" H(z) 3 alors en multipliant par

1=z etep faisant z =5 il vient N\ = (- - \.)H(—) y d'autre part comme
le terme constant du d¢nominateur de R(z) est 1 s tous les 2 sont entierse
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n
Posons alors A¢ = a +t , alors

® o)

— n A
{-(Z)=L.3@nzn"zanz = 1577 - Re)

=0

|z

est holomorphe pour | «1 eto
2 2 1 , 1, dz

EO* eve + 'Cn'l' eee =W S E:(Z)O 6(‘%‘)?

1 IZI:].

or 2o e@) = l2r -2 e Ul - M@ ] ot A =y . Les

pbles de la foncti»on dens |z| = 1 sont ceux de - thz) [1:’,‘\),2 - R(z) ],

car &(z) et sont holomorphes dans Izl =1, ce sont donc ceux de

é—- (1= %/;\)R( ZY = —;— - E'(-z:%ﬁ'(z—)' o La fonction -Z-E:-%m-)- est rationnelle
et le degré du dénominateur dcpasse de 2 unités celui du numérateure La somme
des résidus cst donc nullee. Or dene |z| =1 s 2z(z =Y)H(z) s'annule en
2=0, z2=7T,, ¢ss, z2=7%_, donc la some des résidus est opposée au

. . " A .
résiduen z =Y , donc = Par su
9 c %‘F("T«a . r suite

¢

€g+ seoe + Li-l' ese = l+m 1l - (1 --—-?)?——
1 .2 2 (N)Az
car H(;) = H('U) . Gome B >1 9 O"l’ soe + én'l- eee =1 ""_T< 1 ’

T -l
done A</ %35-1 <Y,

En remplagent alors A au besoin par Ak on iaeut donec n.as%gcier a tout

un nombre A avee 1 £N<c¥telque Ne =a + & aveec S &241.
n n “&s “n
t
Soient alors Y. —> U, alors suite A, extraite —> A , ilors
gin(x Ah "\/2) - sin(svAx") et 1a somne
n
S(h) = f sin ()‘( 3\ )4‘\( Z (= (h) 2 .
=0

Or la quantlte S( h) tend vers S = : sin (’\f '\’t) at par suite S < 5° R

la série : 2 sin (“( AY”)  est conver'fente donc aussi 2 (3¢ t™ = o ) -
Y= =0

entier le plus voisin, donc U est un nombre " et 1'ensemble des Y est fermée

Points d'accumuletion de 1'ensemble des ¥ o = & = 1 n'est pas un point

d*accubulations En effet, sinon soit th-—-'» 1, et soit 1< a<b intervalle

quelconque donnée Pour h > hO , 1< ’Ch4 -g- s alors si n, est tel que
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n -1 h o=l Ph

n
n _~'n h_Db oy A
T, <a <%, "% , omaura ¥, " <= YT <b done ty= Ty est

encore un nowbre t dans a < *, <b, il y en a donc une infinité, et tout
intervalle contiendreit un point d'accumiletion des T , donc 1l'ensemble des T
serait partout densee SIEGEL a démontré que le plus petit T>1 {&tait isolé

et c'est la racine de 23-z~1=0,"!3=1,324.
Montrons que si T est totalement réel, il est point limites En effet, si
z =% 1+%, f /\ . z-’\' 17

2 ] S . 2
' i’ | 2 ) si |z| =1 t;— /oy ot osi 7524-0, '> )

Vg e 1

;‘/
s
Soit alors P(z) =(z - ¢ )(z = “dz) wee (2 - st) s, Qz) = (z = 1)P(z + 1) ’
p nombre de racines >0, g nombre de racines <0 de P(z) = 0 alors

~ s la| ¢ s l+|v s
l (Z I It l l (' S _{_fr l I
= 2 ) s 2
§ =< =1
LY rd ~ 1 4 by . -
ol on a posé V, = ng Te Mais un produit (1 + X ) s OU
LN ] Q"‘l

Xy eee x‘r: 1 est minimm pour x; = eee = Xs* 1, donc il est >K.S car
xn >1. I |>1,S:L ll 1 . Done z" P(z) + Q(z) = 0 2 autant de

racines dens zl <1 que 2" P(z) =0, donc n+ s =13 elle est de degré

n, done sa recine T >1 cst un entier¥ o Soit t,> 1 cette rocine,

2
|-%£z-2-| est borné pour |z| =1, donc |P( &*n)ln—.: - !% Sn)l.r :1-3 ’
15 4
n n
| B( ?;'n)!é. ’;’B:D%_ s come ¥ ne peut tendre wers 1, “&Ln >1l+ %, et

n
y . T
My,) =»0, done ¥ —> T,

Ces points U totalement réels sont tous isoldse En effet ’52 est alors
un nombre totalement positif 3 SCHUR o démontré que le nombre d'entiers

1/2

algébriques totalement positifs vérifiant Tr(xX) < s est fini si N<e

Si alors f’tf]LA, ’\\,’»2/-A2 et

Tr(’t62}= ’{\,24'1,34' see +,\D§LA2+ S—-l-ﬁ"{\.s

P

pour s> =T ° Pour les cutres valeurs de s 2le degré de ? étant borné ainsi
que tous ses conjugués, il n'y en a qu'un nombre finie

L'ensemble des points limites de % a des dérivées de tout ordme [8 b En effet
si |P(z)] >1 sur |g] = 1 s alors z°P(z) =1 =0 2 une racine Bn-.)/tj
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Ag(n)

car P(%. ) = . —* 0 , Or prenons P(z) = z - k , alors racine de
n’ T

zn(z -k) -1 EPz(z) =0 tend vers k . Puis

|P2(z)| >|lz-k]-12k-2
sur |z| =1, done Z Pén)(z) -1z PB(m’n)(z) =0 a une racine o (myn) - b(n) ’
dtou le dérivé dlordre k - 1 au moins existe.

» ’ . ’ 0 ’ n
Nous avons été amené & 1'étude des nombres ¥ par la considération de A«
(mod 1). En réalité cettc expression dépend de deux paramétres, et la théorie gé-
fms . . ~.n
nérale nous incite & éliminer A et X entre les trois relations u = AR,

w . =AM s U = A | Liglimination donne

n+l n

u2

n+l
u, - =0 .
n+2 u
Posons Ax " = a + %n s By étant entier. On a alors
2 2
o C)‘\
a ir.}.*:.l.—-xza +2X ¢ - ¢ --(én"'l 8n) .
n+2 a_ n n+l n+2 a
n n
Par suite on a le théoreme suivant ¢
’ N .
THEOREME. - Si l&nlst<-(—-1-)-2- pour n >ny, A st * apprrticnnent

2(X +1

un ensemble dénombrable de nombres [ 3 Je En effet
a2
n+l 1
la1'1-1-2 8, | < 2
pour n assez grand, la suite d'entiers a =~ est done déterminée par a et
1
8 41 0 il n'y a done qu'une infinité dénombrable de telles suites et
& a
X =lim -—= , A=lin 2 .
a n
n=0oo n n=co X

féeiproquement en partant de deux entiers arbitraires 8y 9 8 >8a5 formons

. s 1 n+l 1
la suite 8y 9 8y 5 see g By .;. par la condition = éan_’_z ——— <
On montre facilement que lim ot o o existese Si X >1 4, on a

n=0o n
an+l
A = £4 == <A+ ¢ pour n assez grand, donc a, > (X = E)m a et
a, n+m n

on2 _ Col) o

a a
n

QE}:— montre que
n+l

n+l
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n+1 <= %nme2 _ Ppamel 1< 5 1+ &'
m -
= an+m+1 ®nem :,;__f <= 5) 2(’< Le,
a &
La série de terme général —g— - -—ﬁ% convergs, done n;l tend vers uns limite A
6t X & X
a o & !
’__I_}__;\i S-—In-tm-l-l n+m< 1+ €
n n+m+l n+m n 2
”~ n=0 X X 2x(k=1)
X
Done = a, + &€ aveo | Enl < ( 1+ ) o On montre assez facilement que
2(x =1

l'ensemble des nombres X>1 ainsi obtenus est partout densc.

I1 est clair que les nombres ¥ sont des nombres de la famille précédente. Mais
1l y en a encore d'autres qui ont été &tudids par Re SALEM [9], que j'appellerai
nombres de Salem & savoir des entiers algébriques o->1 , dont tous les conjugués
Ié‘hl <1, 1'égalité étant réalisée pour certains conjugués.

Si lrh! =1, 6} ©8t complexs, done G:h =1 est aussi racine de 1l'équa-~

Sh
tion irréductible vérifide par 6 o Cette équation est donc réeiproque, c'est-a~dire

6 est uns unité, son degré 2s est pair et les nombres X, = 6, = sont
: h

entiers algébriques totalement réels tel qus ¥ = 6 + -§-5>2 s tandis que

-2« Kh <2 pour h =2, ..o Cotte dernidre propriété caractérise les nombres
¢ o Les nombres 6 appartiennent donec & une extension quadratique d'un corps
totalement réel, et contrairement aux nombres T il n'yenapns Jeps towt GOYps .
D'ailleurs les nombres © d'un méme corps forment un griupe multiplicatif & un
seul générateur. En effet le produit et ls quotient de deux nombres s d'un corps
est encors un nombre ¢ et ls nombre des nombres ¢ du corps inférisurs & une
borne donnée est fini.

Etudions la répartition (mod 1) de Ag™ s A étant un entier du corps de 6 .

Posons b, = }\ern + A + cee *+ A

n n N
2 ‘5—2 28-1 0 25— ¥ ;\23 T pg OW DOUS

f 1, Y
supposons 07, = = réel et O, #lh —"6:‘1'1" ’

complexes de module 1, bn eést un entier. Posons

h=2, ... , s sont lss conjugués

Y | 2T
Dn /252*‘"”\2316'25:1“ Fp=o h o,

es nombres Cup g ees 5 W s sont retionnellement indépendantse. En effet stil y

avalt une relation u; +u, ¢, + 400 + u, o = 0 avee u, ~entier, on en

i
déduirait ¢, 22 csely % =1, Cette relation serait vraie, si on y remplace h

par 6 « Or L n'y figurant pas, L ne figuwarm pas aprés la substitution,
Sh 6
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et on arrive & une contradiction. Or on sait, d'aprés KRONECKER, qus dans ce cas les
vecteurs nd ou § = (“’2 ) eos oos) sont partout denses dans le cube unité.
I1 est donc possible de choisir n de fagon que les nombres rﬁ soient aussi
voisins qus 1l'on veut d6 s = 1 nombres complexes ds moduls 1 donnés d'avancee
I1 en résulte que l'on peut trouver n de fagon que O soit aussi voisin que
1'on veut de tout nombre réel de valeur absolue inférieure &

£ = l’r\zi + oeee + |’A23_1| .
Comme 223__ 0—-28 tend vers zéro, si 5<%— ’ bn est & partir d'un certain rang
l'entier le plus voisin ds No* et la répartition de A" (mod 1) est partout
dense dans 1'intervalls [= ¢ L ¥ & ] (mais non uniformément répartie). Si
& >- s la répartition (mod 1) de A¢" est partout dense.e

Comparaison avec les nombres T o = Chaque nombre U est limite de nombres

o [9].
Soit

_ 8 S=1 _

P(Z) =32 +us_1Z + eee "'uo =0
1'équation du nombre T o Posons

_ 8.1y _ s

Qz) =2°P(5) =1 +T__ 7 + 00 +uz

et formons
F(z) = 2°P(z) + Q(z) .

F(z) = 0 est une équation réciproques On a

z2) = 27"'n o ¥ =7,
2 —Wl-u 1
h=1 h
Z—-%h .
:1 ——— | T3 °
Pour |z ’ ll"'t&hzl 1

n
Montrons que, pour tout € >0 assez petit, |- PZZ) | »1 si |zl =14+¢,

'
D'autre part = zll est minimum pour z =1 + € et ce minimm est supérieur

a 1=¢ -"'e_t"l]; . L'indgalité |Q(z)] < |2°P(2)] sgpour z=1+£& , on résulte.
Ltéquation F(z) =0 a donc autant de racines dans |z|% 1 + € que 2" P(z) = 0,
clest~d~dire n +s =1 ; le degré de F(z) étant n +s gy F(z) =0 est verifiee

par un nombre e F(o-) =0 donne alors P(c) + Qi—n:l =0 et !P('s‘)] —-—-—-—E
& (1 +8)
done ce nombre o~ tend vers ¥ et d'un mfme c8té. On montrerait de méme par la
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n
considération de = P;Z_)_ '1' a(z) _ 0 que v est limite de nombres s de l'autre
c8té.

Le raisonnement est en défaut si P(z) =Q(z) , alors P(z) = 22 -~-az +1, a
entiere I1 suffit de considérer 1'équation (x ~ a) Tn(x) -1=0 ou
Tn(x) = 2 cos [n arc cos 2}5] est un polyn8me de TCHEBYCHEFF de degré n pour
avoir 1'équation d'un entier algébrique ¥ totalement réel avec ¥>2 dont lss
conjugués sont compris entre ~2 et + 2, et qui tend vers a si n—> o « On
en déduit un nombre -par la relation 6=+ -o-: = Y qui tend vers T racine ds
P(z) =0,

La question reste ouverte de savoir si les nombres 7 et ¢ épuisent l'ensemble

’ 2 o = . l
dénombrable des nombres K tels que N\ .xX = a, E'—n ’ lEn‘&sE<—-——-—2-2(o\ 1) .

Wans ce cas il faudrait que l'ensemble des nombres o >1 soit partout densee

Caractérisaticn des nombres de Salem [6 Jo = A tout nombre ¢~ on peut associer
un nombre A =1 de son corps tel qus Ao = a, + £ avec | Enl 4%: pour
n=0,1, e ;300 Y =266 (0o +1)(1 +1log A) «En effet, si 1'on prend

1
un nombre ¥ du corps de & tel que I’C’hl < 5 T on a

.. n ‘n N n _
Ve + Uy oh teee v Uy B =a

entier, donc

~ |y .n ni_1
Lepl = 1P 00+ eee v 2 ol 3

car Iohlél.

Ce théoréme admet une réciproqus : Si deux nombres réels A>1 et K >1 véri-

: 1
fient ’Ao&l=an+€n avec l&nlé-— pour n=0, 1, «se x &5t un nombre

g~ ou un nombre ¥ , et A appartient au corps de X . Pour le démontrer nous

allons partir d'une idée de THUE [11] et la généraliser, en construisant une re=-
lation de récurrence que vérifieront les enticrs a, e Soient Ug s Up s ooy Uy
des entiers arbitraires et posons bn =1, aJ;l Peeetu a e Si on a pu choi-
sir les uj , eee , uyp de fagon que by =0 , alors b, ~est toujours mul, dés
que ¥ > (¥ +1)(x + 1)U, lorsque luol “U,y eeey [u),‘ < U . En effet

bn+1 - %bn =“"’O(anﬂ - Kan) cee ¥ u?’(an+>’+1 - ‘xan"'\?)
=up( X&) =€) * e tude = Ene i)
done
) 1
lbn+1 - ()\bnlé_ (v +1)(x +1)U -\;4 1 .
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51 done b, =0, l'entier b ., =0 « Il suffit alors de déterminer
Uy s eoe 5 Uy de fagon que b0 = 0 « Nous montrerons que cela est poss:.ble pour

tout V=1 dés que U>2x;\1/v i

Considérons en effet toutes les expressions b6 = 'a | + veu + u‘ la ou
O€ul <U pour h=0, 1, «., ¥, u onticr. Ily a (U +1)™" gystines

u} 5 ooy ul, correspondants. Les valeurs de 1l'entier bé vérifient

0 <D <U(» + 1)(M +—) <(w + 1)U 3\;« +—_-...f < (v+ 1)U +1) M -1,
Par suite si (U + 1) =(v + 1)U + 1)?\o< , Blest-a=dire si

U+1 >2(7 + 1) 1/ ”)\ 1/ A deux systémes uj} , ees , ul, différents donnent
la méme valsur numérique 3 b} « la différence donnera donc des entiers
Uy s oo , uv avec Iuhl £ U tels que bo Uy 85 + eee + U A, = 0 . Comms

(»+ 1) <2 la relation est vraie dés que U >2 K,\l/D_. 1.,

Choisissons alors l'entier ¥ par la condition » = 1< log A<Y, alors
(v +1)2 1/))4 (1 + log A) « En effet la droite ¥y __;_c_ + log(t + ») et
la courbs y, =1 + log(l +x) se coupent pour x =7, Pour X=7 =1 . on a
y, =1 -L+ log(l + ») et y, =1 +log ¥ , dome y; =7, = log(1 +—) -3-<0 .
En vertu de la concavité de la courbe Yo s Ona done ¥y <y, pour

¥ ~1<x <V, en particulier pour x = log A .

Ayant ainsi choisi v , déterminons U par la condition 2 9@1/ Ya1<U<2 d)xm)
On pourra alors trouver des entiers u =~ avec |u.h| U h=0, «ee 4> tels
que by Uy ay *eee +u, 8, =0, pourva qus 7 ( Y+ 1)( A + 1), c'est-
a~dire, comme

(v +1)(x +1)U<2(x+1) x (¥ +1) al/)’<2e AK(x +1)(1 +logn),

i1 suffira que }>2¢ A(x + 1)(1 + log A) . Mais alors b = 0 , pour tout
n,et X est algébrique.

La démonstration faite & partir de la relation de récurrence pour les nombres
v » montre que X est entier algébrique et que ses conjugués sont de module
£ 1 . /\ appartient au corps de X+ Le degré de o ne dépasse pas 1 + log N\ «
A est donc un nombre T ou un nombre G .
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APPLICATIONS

Approximations rationnellese -~ Depuis LAGRANGE on sait que les nombres algébri-
ques du second degré sont caractérisés par la périodicité de leur développement

en fraction continue. Cette périodicité entraine une régularité dans la distribu-
tion des valeurs approchées rationnelles ; de fagon précise, elle démontre llexie—

tence de valsurs approchées _a_r_x_ du nombre % telles que
n

c c
lppey = Xp,l T "\qnl<'5q; ’

clest=a~-dire telles que les nunérateurs Py et les dénominateurs 9, sont
"presque" en progression géométrique.

Les considérations précédentes démontrent la réciproque et permettent ds la
généraliser a tout nombre algébrique réels Ainsi une condition nécessaire et
suffisante pour que ¥ soit algébrique, c'est que &= lin Pn ol les nombres

: Pn £ <= o 72 == 2
rationnels En- sont tels que les séries ;ﬁ ‘pn+1 - Kpnl et ':%5 lqn+1 - "(qnl
soit convergentes. Le nombre o , raison de_la progression géonétrique approxima-
tive de Py et de q, » est en effet alors un nombre ¢ et 3 sera un nombre

du corps de ¥

Répartition (mod 1) de A" [6]. - Posoms AL =a + y_, a  Gtant entier.
Supposons que \Vy, &t un nombre fini de points limites. Si X est algébrique
on montre facilement que X est nécessairement un nombre V¥ . Si 1l'on ne sait
pas que A est algébrique, supposons que Qk s k=1, ooy k soient les

points limites de \pn qui sont irrationnels, et que l\pn - kal = o(—l-{-lq) .
n

Alors & est encore un nombre ’Vp. Pour le montrer, on approche les k nombres
Ek par des nombres :F'atlonnels 3 tels que |pk q ¢ l k T C étant

une constante appropriée. » étant le dénominateur commun desopomts limites
rationnels, alors g AxP = b * &n s avec bn entier et €y est assez

petit pour que IE' l<l V=2 X (x +1)(1 + log q>»A) .

¥ ©

. Fonctions analytiquese = On sait que si g(z) = E , z" représente une
n=—-

fonction boande pour |z| <1 , la série Z lc 2 est convergente. Les

considérations développées sur les nombres "d nontrent alors que si

00
£(z) = E a8, " avec a entier représente une fonction ayant un nombre fini
n
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de pbles pour |z| <1 et bornds dans |z| <1 sauf au voisinage de ces pdles,
alors f(z) est unc fraction rationnells. Re SALEM [9] a donné diverses généra—
lisations de cette propriétés Indiquons encore une autre généralisation.

0]
81 la fonction £(z) =2 _a_ 2", a  ~entier, peit se mettre sous la forme
n=0

¢(z <= n = n .
£(z) = ~5 avec €(z) =3 €En 2 s p(z) = v, & ot si les séries
n=0 n
1

Q0 A ee) N
I et S lt avec A <2 L &R — +==2 sont convergentes
ng lEn 2 | 9 s * TR gentes,

f(z) est une fraction rationnelle.

[y

Re SALEM a également donné une caractérisation des nombres & basée sur les

séries de TAYLOR [9]. Posons 7\ a\n =a *+ En ’

saire et suffisante pour que X soit un nombre 6 c'est que 1l'on puisse trouver

a, entier. La condition néces—

©
un nombre P tel que la série &(z) =35 €y 2" ait sa partie réelle bornde
n=0
pour |z| €1 sans que sapartie imaginaire le soite
Ls théoréme sur le nombre fini de points limites permet aussi de démontrer le
théoréms suivant [7 .

o
Soit g(z) = > c, 2" une fonction méromorphs pour |z| <R s R>1 ,81
ey

les nombres c, ont (mod 1) un nombre fini de valeurs, g(z) est une fraction

rationnells.
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