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1-01

GÉOMÉTRIE DES NOMBRES

par C laude CHABAUTY

Faculté des Sciences de Paris
.~. ~.» ~.. _..

Séminaire A . CHATELET e t P. DUBREIL
(ALGÈBRE e t THÉORIE DES NOMBRES)

Année 1 ~ 0/51
.. ;.. ~.~ ~,.

Exposé n° 1

1. Introduction,

GAUSS, DEDEKIND, HERMITE ont employé quelquefois des méthodes géométriques dans
la théorie arithmétique des formes. MINKOVSKI les a développées systématiquement,
apportant un grand nombre de résultats, de méthodes et de problèmes nouveaux.
(Cf. [29] ~ [30] ~ et divers articles séparés). On a un résumé assez complet de
son oeuvre dans ce domaine dans : HANCOCK [22] . Les résultats essentiels, utiles pour
la théorie des nombres algébriques sont dans : A. CHATELET [il] . Pour la biblio-
graphie des travaux postérieurs à MINKOWSKI jusqu’en 1936 (peu nombreux) cf~
KOKSMA [25] . Depuis 1936, de nombreux travaux ont été publiés par MORDELL,
DAVENPORT, MAHIER et leurs élèves. REMAK, TCHEBOTAREFF, HAJOS, SIEGEL, DYSON
ont démontrée plus ou moins complètement suivant les cas, les plus importantes
conjectures de MINKOWSKI. Il n’y a pas de monographie récente, mais les compte-
rendus dans le Zentralblatt fur Mathematik et les :Mathematical Reviews sont très

complets et forment un bon résumé de la question.

Nous ne nous occuperons ici que de quelques questions simples relatives aux

majorations des minime des formes, en rappelant les résultats classiques et si-
gnalant les problèmes ouverts.

2. Formes quadratiques définies.

Soit f(x) = f(x~ ~ ... ~ x~) = ~ x x. une forme quadratique définie posi..
tive de discriminant 0394 = det (g..) . On peut la mettre sous la forme

f(x) =(03A3 xh ah)2 , les a. étant n vecteurs linéairement indépendants. Quand

les xi sont entiers 03A3 xi ai décrit un réseau G dont tout parallélotope
fondamental a pour mesure m(G) = 0394 = det(ai) . Si ... , p forment

une base de G , s(x) = (~ x~ est une forme arithmétiquement équivalente
à f(x) .

Cas n = 2. - Soit m. un des points de G différents de 0 situés à dis-
tance minima de 0, m~ un des points non situés sur la droite On



et ayant parmi ceux-ci la distance minima de 0, m 1 et m2 constituent une base

de G. Soit q la projection de 0 sur la droite m2 + il y a un point

de G sur tout intervalle t ~ t { t.. + 1 de cette droite. Donc on a

m~ = q + t 1 mi (- ~ ( w) . On obtient donc pour la base ainsi choisie

en outre, comme + 1 4 m21 et |q1| l jmJ l =D on a aussi

l’égalité pouvait être réalisée dans (1) , (2) , (3) dans le cas du réseau

"équilatère" ((mj l = =TT/3) . La base est en général
bien déterminée par les conditions (1) et (2) à des transformations triviales près,
Ces résultats donnent l’essehtiel de ce qu’on sait depuis LAGRANGE sur la réduction

des formes quadratiques définies binaires (la forme "réduite" étant 
°

f(x) == (x1 m1 + x2 m2)2) .
Cas n > 2. - Pour n = 3 , on peut démontrer de même l’existence d’une base

de G , formée des "minima" indépendants ml’ m? ~ m~ et obtenir en particulier

l’inégalité |m1||m2||m3|  2 D (GAUSS, Cf. la démonstration géométrique 
[23] , p. 94, qui peut être beaucoup simplifiée)

Pour n = 4 , 5 , KORKINE et ZOLOTAREFF [26] , pour n = 6 ,7, 8 , BLICHFEIDT [2] et

[4] ont déterminé la meilleure majorante de mi 1/D . (On pose en général

03B3 Il = sup m21 D2 de sorte que Y’ est le plus petit nombre tel qu’une forme quadra"
tique définie positive représente toujours pour des valeurs entières non toutes
nulles des variables, un La connaissance de ces valeurs de Y
est importante dans de nombreuses questions, Il serait très intéressant de simplifier
les calculs très ardus des auteurs cités et d’étendre leurs résultats. Le travail

de CHOW sur la question est malheureusement incorrecte D’une majoration de Y n 
. 

.

résulte comme on verra tout à l’heure une majoration de Mais

une autre difficulté se présente dès que n est  4 . Un système de minima

m. ~ w.. ~ m d’un réseau pour la distance euclidienne, n’est pas nécessairement
une base. Exemple : réseau G formé par les points de Rn de coordonnées toutes

égales à 0 ou toutes égales à ~ module 1 . Pour n ~ 2 , en prenant n points



à distance 1 de l’origine sur les axes et linéairement indépendants, on obtient

un système de minima (et ce sont les seuls possibles si n z 5 j , Ce n’est pas
une base de G.

Pour n quelconque, HERMITE a montre par le calcul, qu’on peut dans tout

réseau G trouver une base Pl’ ... , p n telle que

(d’où y 
n (v) 2014~~). majoration très grossière, mais qui lui a suffi pour jeter

les bases d’une théorie générale de la réduction des formes quadratiques définies
à n variables et à en donner de nombreuses applications ; mais les conditions

de réduction sont peu commodes. Il a donne une autre définition d’une forme

réduite, ou ce qui revient au même d’une base réduite ... , pn d’un réseau.

On doit prendre pour un élément de G qui, parmi les adjonctions primi-
tives à p~~w~.~p.~ donne la plus petite valeur à t (la condition de

primitivité signifie que ... , ph+1 doivent former une base de sous-réseau

formé des éléments contenus dans la variété linéaire t. ... + t . 
Un des intérêts de cette définition (en général attribuée à MINKOWSKI) c’est

qu’elle se traduit par des conditions linéaires sur les coefficient g.. d’une

forme réduite g(x) : g,.  g(x) pour tout x à coordonnées entières tel que
le p.g.c.d. (x, ~...~x)=:l~de sorte que le domaine fondamental dans l’espacen(n - 1) 

" "

R des g.. est un cône convexe limité par des hyperplans. On peut démontrer
qu’il n’a effectivement qu’un nombre fini de faces à partir de l’inégalité (3)
généralisée,

fonction de n seul, qu’ on peut obtenir aussi pour n quelconque, avec ce type
de réduction.

HERMITE a annoncé une telle inégalité. STOUFF, puis MINKOWSKI ont démontré
+ oo sans que leurs calculs leur permettent ie majorer numériquement r"- ~

BIEBERBACH et SCHUR en 1929 ont démontré que 03C3n  (Cte n3 et REMAK en 1938 a
démontré ~~ 

n 
~. (C te j n~ , 

n

Les méthodes géométriques introduites par MINKOWSKI lui ont permis de majorer

03B3n très aisément et beaucoup mieux qu’HERMITE, et il n’est pas difficile dans
le esprit de retrouver le résultat de REMAK. Voici dans le cas qui nous



occupe le procédé de MINKOSSKI :

Majoration de y . - D’après la définition même du "premier minimum" m~ ,
la boule A ne contient pas d’autres points du réseau G que

l’origine 0 . Soit B= les boules

ou g 6 G , n’ont pas de points communs (empilement régulier de sphères ) ! ou ce

qui revient au méme, l’ensemble B est irréductible par rapport à G B ,
entrafnent x = y) . Il est alors évident que D mesure

du paraHalotope fiondamental de G . Soit 03A9h la mesure de la boule unité

~ dans Rn on a donc

Remarquons que ~L contient le cube l/B/n~ de mesure 2 /n ~ ~ on a

donc 03B3n $ n . résultat bien meilleur que celui d’HERMITE. Bn 
utilisant la valeur

exacte f]L 
n 
= n - /T"(l ~ n/2) on voit que

Majoration du produit () |mn i * Ramenons comme on peut toujours le faire, au cas

G = Zn (réseau des points à coordonnées entières), ou 0 , pjj (m_) = 0

pour tout j > i , et la forme quadratique considérée mise sous la forme
n 

p X . = T a.. X. , a.. / 0 , --a.. = 0 si j > 1 . Posons03A3 X2i , Xi = .L. aij xj , . aij 
= 0 si j > i . Posons

g (x) =T’"’X./f(m.) . Soit x un élément de Z différent de 0 . Soit h le

Y~r ~- 

plus petit entier tel que p. (x) = 0 pour tout k~ h . Alors ~~) ~ ~k

Il vient, d’après la définition de y , I= x discr (g (x) ) , mais

discr (g (x) ) = discr (f (x) )/ 11 f 

En posant fn = on voit qu’on a montré que la constante n



évidemment + 03B3nn , lui est, en fait, égale,

Majoration de 03C0 |pi|. - En modifiant très légèrement une idée de [27 ]
(qui donnait une ma j oration un peu moins bonne ) , nous allons montrer qu’ on peut
obtenir la majoration de REMAK (sans les longs calculs de celui-ci). Pour une
base réduite (au sens défini plus haut) on démontre d’abord le lemme suivant

pre s que immédiat :

IEMME 1. - Si ~ ~ ... ~ ~, sont 
~ 

n éléments linéairement indépendants d’un

réseau G de R~ ~ pour tout x ~ R il existe un g ~ G tel que

LEMME 2. - Soit G un réseau de Rn, ... , un système de minima du

réseau, ... ~ P~ une base réduite de G y au sens défini plus haut, On a

P~ ~ ~ ~h= ~~ ~ ~~~ ~ ~ ~1= ~2= ~3 = ~4 =~ ~
Supposons ... , ph choisis. Parmi les h,+ 1 vecteurs linéairement indé-

pendants m.~.~.~m .~ il y en a au moins un, soit m. (i~ h+ l) , .

rement indépendant de ... , Si m. est une adjonction primitive à

p1 , ... , ph , on prendra = alors == m2i  mh+12 . Si mi n’est

pas une adjonction primitive, c’est qu’il existe des points de G dans une variété

étant un certain entier) 2 . 

la projection de 0 sur la variété linéaire précédente. D’après le lemme (1),
il existe un élément ~ de G situé dans cette variété et tel que

Mais, par construction~ ~ est une adjonction primitive à .,. ~ p, donc

on aura pph+12  l2 et d’autre part dans ce cas,
l’inégalité :

On peut donc prendre ~ = (~. + ... + ~.)/4) et évidemment ~ == 1 .
Il en résulte T~= ~ = ~=1 et pour h ~4

d’où le résultat annoncé.



COROLLAIRE. - L’inégalité de REMAK: = r = ~- = ~. = l ,

En effet t~~~~~Yn ~ d’après un résultat
antérieur.

REMARQUE. - Par une méthode analogue si on prend une base réduite au premier
sens d’HERMITE (que nous n’explicitons pas) j’ai pu obtenir une inégalité bien

(n - 3)(n - 4)
meilleure, le coefficient (~) ~ 

r 

étant remplacé par le coefficient

"~~ ~ qu’il est possible d’améliorer encore légèrement. De telles majorations
facilitent la recherche des formes quadratiques à coefficients entiers de dis-
criminant donné.

Amélioration de BLICHFEIDT à la majoration de V . ~ Le point de départ de
MINKOWSKI, c’est le fait trivial que des sphères de densité 1, empilées, donnent
une densité moyenne ~1 . Si l’on tient compte de vides laissés entre elles par
ces sphères de même rayon, on obtient un résultat plus fort. BLICHFEIDT a montré
que la fraction d’espace, ~n , occupée par un tel empilement dans Rn, est

 n+2 2(2) n . D’où la majoration ,

Démonstration de BLICHFEIDT [3] : on part de l’identité vectorielle élémentaire,
relative à m + 1 points 

n 
Ml’ ... , M.P , et le centre de gravité G de

Ml ’ ... , M, dans R :

Supposons les M. centres de sphères disjointes de rayon 1, alors

" v’ - 

2
Si donc à chaque M~ on associe la sphère de rayon ~2 et de densité 1 - ~2014

(r distance au centre), elles empiètent éventuellement mais la somme des densités
en chaque point de l’espace est  1 . la masse de chaque sphère est



D ’ où le résultat annoncé.

La démonstration initiale de BLICHFEIDT [l] est un peu plus compliquée, mais

importante du point de vue méthode. Il serait extrêmement intéressant d’améliorer

le résultat de BLICHFEIDT y  ~ ~ s’il est possible, ou de montrer, comme on
l’a conjecturée qu’il ne peut l’être > ?) Nais les travaux récents sur

l’empilement des sphères (RANKIN [36]) ne modifient pas l’ordre asymptotique de
la majoration de BLICHFEIDT pour ) .
THEOREME de HIAWKA. - En sens inverse un résultat très général de HLAWKA [23] ,

conjecturé par MINKOWSKI, montre aisément que pour les empilements réguliers
de sphères (ou d’ensembles convexes symétriques quelconques) , on a touj ours, dans

Enonçons sans le démontrer, le théorème de HLAWKA :

Soit A un ensemble arbitraire A de posons ~(A) = inf m(G) pour

tous les réseaux G tels que G ~A se réduise à l’origine ou soit vide. Alors

pour tout ensemble quarrable b(A) ~ me s (A) ,

Soit ~ (A) = inf m(G) pour les réseaux G tels que les ensembles A + g

soient disjoints. On a ~(A) = ~?~"~ et, si A est convexe et symétrique
par rapport à l’origine, 0394 (A) = 2’n’ 03B4 (A) d’où l’application annoncée.

ROGERS [38] a donné une élégante démonstration élémentaire du résultat de

HLAWKA, que j’ai exposée au Séminaire Bourbaki l’année dernière,
~ ,

THEOREMES de moyenne. - SIEGEL [4l] a obtenu le théorème de HLAWKA comme corol-

laire du résultat suivant (ci , aussi WEIL [43]) ,

Notons $ (A , B) le nombre de points de A () B et G = G - ~0~ , Alors
pour tout ensemble quarrable : mes (A) = G) dV , P étant un domaine

fondamental des réseaux réduits (i. e, l’espace homogène quotient du groupe des
transformations linéaires de déterminant 1 par le sous-groupe forme des trans-
formations à coefficients entiers), dV étant la mesure "naturelle" (mesure
de Maur) dans 7 , nommée par mes (F) = 1 .

Notons à ce propos que le résultat signalé plus haut : si mes(A) > m(G) ~ A

n’est pas "irréductible" par rapport à G , admet une généralisation immédiate
qui peut se mettre aussi sous forme de théorème de moyenne (REMAK)



COROLLAIRE. - Il existe x tel qae 03B4 (A + x0 , G)  mes (A)/m(G) (BLICHEFEIDT).
Il est probable que d’autres résultats importants de géométrie des nombres trou-

veront leur source dans de tels théorèmes de moyenne, les résultats plus "f sns"

ressortant de méthodes plus "techniques". Ainsi le résultat de HLAWKA a été

largement amélioré par ROGERS et DAVENPORT [19] pour les ensembles convexes et

symétriques et plus particulièrement pour les sphères.

3. Mi nimum d’ une f or~.e ,

Dans les paragraphes précédents, nous avons vu l’application de méthodes géo-
métriques à l’étude des valeurs d’une forme quadratique définie positive

(p (x) ~ x E Rn , sur un réseau x = x 1 a 1 + ... + x n an . Les méthodes de MINKOWSKI

s’appliquent, comme il l’a montrée à des formes plus générales.

Appelons forme positivement homogène de degré d , une fonction r(x) définie

sur Rn, à valeurs réelles ~ 0 ~ prenant éventuellement la valeur + oa ~ et telle

. que f ~ x ~ r~d . f(x) pour tout ~ ~ 0 . Pour l’étudier on peut toujours se
ramener au cas d = 1 , et dans la suite, "forme" signifiera "forme positivement

homogène de degré 1" , sauf mention expresse du contraire. Une forme est finie
si elle ne prend pas la valeur + oo , définie si f (x ) ~ o entraîne x = 0 ,
symétrique si f(-x)= f (x) , convexe si f(x+y)$ f(x) + f(y) ; c’est une norme
si elle a ces 4 propriétés à la fois.

A une f orme f on ass oc ie S = G (f x  I S’ = Ex( î x I ce s ontA une forme f on associe S (f (x)  1 ) , S’ 1 (f(x)  1) , ce sont
des ensembles étoilés (par rapport à o ~ x E S entrdne X x C S pour 0  ,~ ~, ~.,

Réciproquement, étant donné un ensemble étoilé ~T" y on peut lui associer une

forme f ~ son indicatrice, uniquement déterminée par la condition C S ~ ,

Nous appelons jauge un ensemble convexe, symétrique (par rapport à 0) f borné
et contenant un voisinage de l’origine. Son indicatrice est donc une norme.

Minimum d’ une norme. - La première inégalité de MINKOWSKI sur le minimum d’une
forme quadratique définie positive (0 se transpose immédiatement au cas d’un

norme quelconque, puisqu’on a utilisé essentiellement le fait que Vtf est une

norme (norme euclidienne ) . G étant un réseau de déterminant m(G) , si A est

un ensemble tel que les A + g, soient disjoints (empilement régulier),
on a mes (A) ~ m(G) . Soit v (A) le vectoriel de A :

la propriété "les A + g sont dis joints" équivaut à G est vide" (G = G » o ~.



Si en particulier A est une jauge v(A) = 2a (propriété caréctéristique).
Donc, si J est une jauge, et si mes (J) > pn m(G) , il existe un élément
p C; G et / 0 qui est contenu dans J (si on remplace ? par C on peut seuà*ment
affirmer p E d’ autre s termes, si f(x) est une norme, J = ~~ ( (x ~ ~ 1)
la jauge associée’ il existe p  G et ~ 0 tel que

Formes non convexes. - On peut aisément généraliser (1) à des formes k-convexes :

f(x +y% k(1 (x) + f(y) ). Mais quelque hypothèse de convexité est nécessaire car
pour une forme 1 , mes (S (1) ) = + ~ n’entraîne pas nécessairement que la forme

représente un nombre arbitrairement petit sur tout réseau. Exemple:
f = |x1.x2|1/2 . Sur un réseau G avec m(G) = 1 , le nombre minimum représenté

est  1/5) 1/4, cette borne étant atteinte pour le réseau xi = ti - 1 + 5 2 t2 ,
~2 ~ ~ ~2 ’ ~2 entiers, puisque ~Î ~ ~~l ~? ~ ~É ne peut

représenter zéro pour ~2 entiers non tous deux nuls. ’

borne suffise pour tout réseau G avec m(G) = 1 peut se démontrer par un raà-

Sonnement géométrique très élémentaire (KORKINE) , qui prouve aisément, en méàe

temps, qu’il y a une infinité de telles représentations, d’ où l’énoncé bien connu i

pour tout S réel il y a une infinité de paires d’entiers p et q avec

démontré sans les fractions continues.

Si f est une forme telle que mes(S(f))= e pour majorer son minimum sur un

réseau, on n’ a guère, comme méthode générale: que la méthode banale, mais souvent

puissante, de la majorer par une forme convexe. Si on cherche un ensemble auxi-
liaire A (de la plus grande mesure possible ) tel que v (A) C S (f) , ce n’est
que dans des conditions assez particulières (cf. MORDELL [33 ] , MULLENDER [34]
qu’on trouve des ensembles auxiliaires meilleurs que les jauges.

Nous indiquerons in fine un artifice d’un autre genre dû à DAVENPORT et une

généralisation que j’en ai faite pour améliorer l’emploi d’une forme majorante.
n

Applications classiques aux formes linéaires. Soient Xi = a.. x.

(i = 1 , ... , n) n formes linéaires indépendantes à n variables et soit

D = Pour les x. entiers X = (X1 ... Xn) décrit un réseau G avec

m (G) = D . On a donc comme corollaire immédiat de (I) 1



Si les C. sont des constantes  0 avec TT C. ~ 1 il existe des entiers
h h

x 1 n on t ous nuls te ls que :

et de m~me~ il existe des entiers x~ non tous nuls tels que

Par le théorème de la moyenne, (B) entrafne l’existence d’une infinité de systèmes
de xl entiers non tous nuls tels que

Conséquences arithmétiques. - Ces résultats joints aux résultats analogues pour
les systèmes de r formes réelles et 2s formes complexes conjuguées (r + 2s == n
nombre des variables) ont des applications importantes dans la théorie des corps
de nombres algébriques.

Soient K un corps de degré n, ... , une base des entiers de K ,

+ ... + x On obtient alors le théorème des unités, la finitude

du nombre de classes d’idéaux, les théorèmes du discriminant (qui est le carré
du déterminant du réseau associé aux entiers du corps). On trouvera ces résultats

classiques dans la "Théorie des nombres" de A. CHATEIET [il] .

Remarquons que l’amélioration des inégalités précédentes de MINKOWSKI (quand
elle est possible) est intéressante non seulement en soi, mais aussi éventuellement
pour les applications à la théorie des .nombres algébriques. Par exemple, si on

pouvait remplacer la constante - dans (G) ~ par une fonction de n tendant

vers zéro et faire une amélioration analogue pour les formes complexes, en démon-
trerait la conjecture des "Tours de corps de classes" : Si (K ) est une suite

de corps, Kn+1 ~ K et corps de classe pour K ! alors la suite (K ) est

finie. Mais on est loin de compte encore.



Amélioration des inégalités de MINKOWSKI. - Quand il s’agit d’une jauge J ,

l’amélioration consiste, cornue on a vu dans le cas des sphères, à tenir compte
des "vide s" dans les empilements J + g, g parcourant un réseau, 

majorer non trivialement, s’il est possible, la quantité ’) (J) qui représente
la fraction d’espace occupée par les J + g dans l’empilement régulier le plus

dense.

~ Pour l’inégalité (cas totalement réel), il ne peut y avoir d’amélioration,
car un empilement régulier de pavés peut remplir l’espace (t7 = 1) . Dans le cas

non totalement réel, j’ai donné (au Colloque de septembre 1949) une amélioration

de l’inégalité qui fournit en particulier le meilleur coefficient possible pour le
cas r = n - 2 , s = 1 , comme conséquence du résultat suivant facile à établir :

si P = À x B (produit cartésien), ‘, (P) $ (À) , ~x(B)) ~x étant lesi P - A x B (produit cartésien), ~ (P)  min (~x ( j , ~x(B)) ~x étant le

coefficient analogue à ~ pour des empilements réguliers ou non d’ensembles par
translation. (Celles-ci ne formant pas nécessairement un réseau). L’inégalité
(B) peut étre améliorée à l’aide du résultat de pour

les sphères, démontré plus haut, et de l’inégalité n( X21)1/n .
RANKIN [37 ] a démontré B) (0,74)n pour l’ensemble 03A3 |Xi 1  l ce qui améliore

un peu (B) , donc (G) . Il a aussi obtenu des résultats analogues pour les jauges

( ~ --,. 1 , en liaison avec d’autres travaux de VAN DER CORPUT, HUA, HIAWKA.

Les méthodes sont des prblongements de celle de BLICHFEIDT.

4. "Minima indépendants" et "anomalie" d’ une forme.

Soient f(x) une forme sur Rn, G un réseau de déterminant m (G) . Choisi-
ssons n éléments linéairement indépendants de G (que nous numérotons de

façon que f (p ~ ~. f (p ~.~ ... ~ f (p ~ et posons :

~~ = ~C ~f ) = --. est un invariant affine de fr évidemment 1 ! appelle
l’anomalie de la forme f (ou de l’ensemble étoilé associé à f). On a démontré
dans les premiers paragraphes que 03B1 (f) = 1 pour une norme euclidienne (MINKOWSKI).

Pour une norme f quelconque, MINKOWSKI a donné, outre l’inégalité (1) vue

plus haut qu’on peut écrire, (J étant la jauge associée à f) ~~ 
l’inégalité



. de démonstration beaucoup moins immédiate que (1) qu’elle contient. On trouvera
sa démonstration dans A. CHATEIET 1 I ~~ qui est aussi présentée sous une forme

géométrique condensée au maximum dans DAVENPORT [13] (Cf. plus loin). En outre,
comme pour certaines questions une inégalité moins précise est suffisante,
MINKOWSKI a donné une démonstration très élémentaire d’une forme affaiblie de

l’inégalité précédente

Naturellement, comme ( I } ~ ( 2 } ~ elle ne peut se généraliser à des formes sans

quelque hypothèse de convexité, et (1) et (2) ne donnent, au moins directement,
aucun renseignement sur .£ .

J’ai obtenu dans ~6 ~ et ~’~ ~~ le résultat curieux que pour une f orme arbitraire

l’anomalie e s t bornée par une c ons tante ne dépendant que de la n de

l’espace. Plus précisément

Cette constante ne pouvant d’ailleurs être améliorée, car j’ai donné des exemples
de formes sur R~ d’anomalie = 2~~/ ~ et de formes définies et continues
sur R~ ayant une anomalie arbitrairement voisine de 2~"~~ . L’inégalité
obtenue :

peut s’écrire dans le cas d’une norme

~ (J) étant le coefficient d’empilement régulier de lq jauge J définie plus
haut toujours {; 1 , Si on le remplace par 1 dans (4) on obtient une inégalité
moins forte que (2) mais plus forte que (2") et de démonstration plus simple.
Si on tient compte de la valeur de t1 il n’est pas exclu que pour certaines jauges
(4) soit plus forte que ~Z~,

Le problème de savoir si pour toute jauge~ ~ = 1 f est ouvert.

MINKOWSKI l’a démontré pour n = 2 . J’en ai donné une démonstration plus simple,
qui pour n ;> 2 permet de majorer l’anomalie des jauges un peu mieux que par

2n-1 2 , par exemple pour R3 , 03B1 (J) 22/3 . Mais pour les jauges de R n (n > 2)



on n’a pu déterminer 03B1 que dans des cas 1 : jauges euclidiennes et

jauges dont un empilement régulier pour remplir l’espace (alors = 1 et (2)
donne ~ ~’ =2 /mes(J) . Une con °ecture moins forte ,qui est suggérée par le
mode de démonstration de (2) est l’ inégalité

où ~(J) est le coefficient d’empilement quelconque des J(~~ ~t) ~ 
sauf dans des cas particuliers, ’7 ’1-, qu’on sait majorer quand on sait quelque
chose (cf. pour J jauge euclidienne, "le résultat de BLICHFEIDT). Il serait
très intéressant de démontrer ces conjectures ou de les infirmer par un autre
exemple (pour n nécessairement ~ ~ ) ~
Donnons quelques indications sur la démonstration de (2) et du théorème de

l’anomalie, c~est-à-dire de (3). Etant donnés une forme f et un réseau G dans

R posons, pour h==1~2~...~n~

1

a h solutions linéairement indépendantes dans G). Dans le cas où
f est une norme euclidienne, la méthode de MINKOWSKI pour démontrer ~ = 1

(cf. paragraphe 2) est d’établir l’existence d’une transformation linéaire ~l$
de déterminant ~ telle que ~(J) H G soit vide. Dans le cas d’une norme

quelconque, faute d’avoir pour une jauge quelconque un système de n directions

ayant des propriétés analogues à celles d’un système de directions conjuguées
pour un ellipsoïde, on est amené (Cf. DAVENPORT) à utiliser, outre une telle

transformation des transformations continues conservant la mesure. Au lieu de

J’ = "~(J) de mesure mes(J) on obtient K , de mesure, et irré-
ductible par rapport à 2G ~ d’où l’inégalité (2). K n’étant plus transformé
linéaire de J , on a perdu en chemin ) (J) et on n’a donc pas de majoration

La méthode que j’emploie consiste à utiliser seulement des transformations
linéaires, ce qui est possible si au lieu des on utilise des nombres auxi-

liaires 03BBh  h assujettis à la condition que les nombres B. i/ B soient

entiers. Il est commode de transformer le réseau et non l’ensemble. On obtient
ainsi un avec m(H) ==B~/ JT ~B h ~ ~ S vide

(sans qu’on ait eu à se préoccuper de la forme, au sens géométrique, de l’ensemble
étoile S) , ce qui implique (f) m(G) . D’autre part on démontre que,
quels que soient les n nombres ~ ~2~’" ~- hi on peut leur



associer des nombres B 
h 

avec %~ h ~ ~ , ~ ~ h h+1 /~ h entier et
n~.l 

~ ~ ~~ 

03C0 h/03C003BB’h  z 2 ce nombre étant le meilleur possible. En outre je montre
que pour tout n cette valeur 2n-1 2 est effectivement utilisée pour un ensemble

étoile convenable, à’ où le résultat annoncé, (la majoration plus faible 2n’~ ~
est évidente en prenant ~, 1 ! ~ 1 , ... , ~ h+ 1 = plus grand multiple entier de

qui Pour les ensembles étoiles k-convexes le théorème

de l’anomalie permet de généraliser l’inégalité d’ Hermite : existence d’une base

a 1’ d ." ~ 
k) et en conséquence! si

’f= f est une forme algébrique définie, existence d’une forme réduite, dans

chaque "classe arithmétique" de telles formes, la réduite ayant tous ses coeffi.»

cients majorés en fonction du plus petit nombre représentée et de n ~ d , k et

V = mes (S) , résultats analogues à ceux de la théorie des formes quadratiques
définies positives. Le théorème de l’anomalie a aussi des généralisations aux

ensembles non étoilés.

Limites de réseaux réseaux critiques. - MAHLER a démontré le lemme suivant :
étant donnée une suite (G ) de réseaux tels que M +00 et que G n V

soit vide pour tout n , V étant un voisinage fixe de l’origine, on peut extraire

de (G ) une suite (Gn’) qui converge vers un réseau G . La première inégalité
de Minkowski et l’inégalité d’Hermite sur l’existence d’une base telle que

!t (n~ m(G) , ramène la démonstration à l’utilisation du lemme de
Bolzano-Weierstrass. J’ai donné de ce lemme une démonstration indépendante des

inégalités citées [9] qui se généralise dans une certaine mesure aux "réseaux"
dans un groupe topologique localement compact (sous-groupe ayant un domaine fon-
damental de mesure finie). Le lemme de Mahler permet de démontrer des "théorèmes

de continuité" fort utiles, pour les invariants tels etc., pour
des familles convenables d’ensembles. En particulier il permet dans des conditions

très générales de montrer l’existence d’au moins un réseau critique pour un ensemble
(A étant ouvert, G est critique pour A si G n A est vide et si m (G) a la

plus petite valeur possible dans ces conditions :

Des considérations simples de continuité montrent que pour un ensemble étoilé

régulier (fonction d’appui définie et continue) un réseau critique a au moins
n points sur la frontière de l’ensemble, pour une jauge euclidienne au moins
n(n - 1) points (KORKINE et ZOLATAREFF). Pour une jauge, un réseau critique a au



plus 3~ - 3 points sur la frontière, (au plus 2 - 2 si elle est stric-

tement convexe) (MINKOWSKI). Il en déduit que l’ordre d’un groupe de transfor-
mations linéaires à coefficients entiers à n variables est  3n . Il serait
intéressant de voir si la minoration de Korkine et Zolatareff (qui est valable
même pour des réseaux "localement critiques") ne peut être améliorée et étendue
à des jauges générales. Pour les ensembles étoilés non bornés, les propriétés
des réseaux critiques sont plus cachées et sont particulièrement intéressantes
pour les ensembles ayant un groupe étendu de transformations linéaires en eux-

comme l’ensemble P = x )  l) pour lequel il agit tran-
sitivement sur la frontière. MAHLER le premier a étudié ce genre de problème
( [28] ). Pour un étoile ouvert S , si on pose S = S ~ ( Gx jxj  n) on a

lim h (Sn) = 03B4(S) ; si les automorphismes linéaires de S permettent d’amener

n’importe quel point de la frontière de S à une dis tance  k donnée de l’origine,
il en résulte aisément l’existence d’un réseau critique ayant un point sur la
frontière de S et, pour S = P que d (P ) = 1 . Peut-on par le même genre de
considération montrer que Pn’ pour tout n , possède un réseau critique invariant
par n automorphismes "indépendants" de P ? Il en résulterait alors que S(P )
est égal au plus petit discriminant des corps totalement réels de degré n . Une

voie éventuelle de démonstration serait de prouver que P est "réductible"
à un ensemble borné" (i.e. qu’il existe A C P , A borné avec S(A ) = S(P ))n n n n n
comme MALHER l’a démontré pour n = 2 et 3 . Mais on ne pourrait suivre la
méthode de Mahler qui utilise précisément la connaissance de tous les réseaux
critiques pour ces ensembles.

Autres méthodes de majoration du minimum d’une forme non convexe. « Soit S un

ensemble étoile et T un ensemble étoilé auxiliaire, on a évidemment

~(S) ~ y(T) . Soit G un réseau critique pour S ~ supposons qu’on ait mieux
que le renseignement banal ~(T y 1 , par exemple : ~ (T ~ 9 ~ 1 pour
tout i ~ h . Si T a une anomalie égale à 1 , par exemple si T est une jauge
euclidienne, h on en déduit évidemment m(G)  c’est-à-dire

11 (S)~ 6 " ~ ~(T) (C’est la méthode qu’a utilisée DAVENPORT pour majorer v 
avec comme ensemble auxiliaire T = 03BEx(03A3 x2i  n) ( [l4] , [15] ) . Supposons
qu’on n’ait aucun renseignement sur l’anomalie de T , alors on utilisera un lemme

analogue à celui qui sert à démontrer le théorème de l’anomalie, et qui donne



Si pour 0153 ~ e est indépendant de n ~ et h/n 2014~ 0 , la majoration

asymtotique obtenue est la même que si l’anomalie était égale à un, conne

application, j ’ai considéré S = P , T = ~)~(~ 1  n) . Les automorphismes
de P assurent l’existence d’un réseau critique contenant le point
. n

I=(l~l~...~l). Alors pour un contenant 1 et tel que 

soit vide, on montre ~(T ~ 6 = 1~118 ~ en minorant le minimum de

}xJ + ~.. + pour

Alors en utilisant le résultat de RANKIN sur T , j ’ obtiens ~(P~)  1/4 [6]
en particulier le discriminant d’un corps algébrique de degré n totalement

réel est > (16)n , résultats meilleurs que ceux de DAVENPORT. En fait, DAVENPORT
et moi-même avions négligé un article peu connu et très intéressant de BLICHFEIDT

[5~] qui contenait implicitement un résultat plus fort, obtenu par une voie toute

différente. Dans [39D ~ ROGERS a encore légèrement amélioré le résultat de BLICHFEIDT.

(Remarquons que le résultat sur le minimum de + ... + |xn| Î ci-dessus,
montre que pour tout entier algébrique totalement réel de degré n et ses con-

jugués, 03B11 , 03B1n , on a 03A3 |03B1n |  03B8n , résultat analogue à un résultat de
SCHUR sur [40] . Ce n’est que pour n = 2 (y = 1/5)~ KORKINE et

ZOLOTAREFF [26]) et pour n = 3 (y = 1/7)~ DAVENPORT [12] ) qu’on connaît

la valeur exacte de 03B3 (P ) . 
’

5. Quelques autres problèmes de minimum.

Nous complétons l’exposé par des indications sommaires sur les résultats obtenus
relativement à d’autres types de formes et sur les principaux autres problèmes
envisagés en géométrie des pombres.

Pour les formes quadratiques indéfinies : La théorie de leur réduction est

plus difficile que celles des formes définies, et a des applications limitées
essentiellement aux formes à coefficients entiers car le groupe unimodulaire

arithmétique n’agit pas discrètement sur l’ensemble des formes à coefficients

réels. La méthode des variables continues d’Hermite consiste à associer à la

forme indéfinie f Une famille de formes définies g à n paramètres (si f

est mis sous la forme alors g = ~ ~ ~ X ) . Si f a ses coefficients

entiers, alors les g appartiennent à un nombre fini de classes. Cela amène

HERMITE à définir pour les formes indéfinies des formes réduites dont les coef-

ficients satisfont à des inégalités remarquables analogues à celles que nous



avons démontrées pour les formes définies. Elles permettent de démontrer que les
f telles que /’~ ~ ~. Cte (~ discriminant de f) appartiennent à un nombre
fini de classes (comme pour les formes définies) au moins dans le cas ou f ne

représente pas proprement zéro (f ~ 0 ,si x. ~ x sont des entiers non tous

nuls). Mais le résultat est aussi valide dans ce cas, comme montré STOUFF [4z~ ,
Ce complément est essentiel car MEYER a démontré que f représente touj ours
proprement zéro pour n ~ 5 . (Pour des démonstrations simples du théorème de Meyer
et du théorème du nombre fini de classes, cf. MORDELL ~31 ~ et ~32 ~ , Si nous passons
maintenant aux formes indéfinies à coefficients réels quelconques, le théorème

de Meyer fait conjecturer que Õ (f ) ~ 0 pour n ~ 5 . Et on a aussi probablement

Y (f) = 0 pour toute forme indéfinie de degré d pour n suffisamment grand
(d fixe ) , à cause de la généralisation récente du théorème de Meyer à toutes
les formes indéfinies par D’autre part, f étant une forme arbitraire,
soit m = m(f) l’ensemble des valeurs G) pour m(G) = 1 ~ = y(f)
est la borne supérieure de l’ensemble m . Soit y ’ la plus grande limite de m ,

Si f est convexe, alors y = 03B3’ . Mais pour des formes indéfinies, on peut avoir

03B3’  03B3, c’est le phénomène curieux dont MARKOFF a démontré l’existence pour les
formes quadratiques indéfinies binaires et ternaires et qui est encore vrai pour les

formes quaternaires (OPPENHEIMER). (Si la conjecture de tout à l’heure est vraie,
il n’y a pas de problème analogue pour n :~ 5) . On a de Y’  f pour la
forme décomposable x~ ... x n pour n = 3 (DAVENPORT [12] ) .

Nous ne pouvons que signaler ces problèmes, ainsi que tous les problèmes non
homogènes analogues aux problèmes homogènes que nous avons considérés. Etant
donné un ensemble A ~ posons

D(A) = sup m(G) pour les réseaux G tels que les A + g recouvrent l’espace,
d (A) = inf m (G) pour les roseaux G tels que les A + g ne recouvrent pas

l’espace.

Pour l’ensemble bornée d(A) est trivialement nul et D (A ) ~ mes (A) . Mais
pour des jauges simples, par exemple euclidiennes, on n’en sait guère plus,

sauf pour n = 2 .

Pour des ensembles nnn bornés et de mesure il n’y a pas d’inégalité triviale.

Pour Pn = Î  1 ) ~ d(P~) ~ (~)n ~ (TCHEBOTAREFF). MINKOWSKI a conjec-
turé que d(Pn) , qui est trivialement ~2~B lui est en fait égal, résultat



démontré seulement pour n = 2 (MINKOWSKI), n = 3 (REMAK) et récemment pour

n = 4 (DYSON [20] , ~Z1 ~ , C’est un résultat assez caché que D ~P ) ~ + o0
(KINTCHINE , MORIMOTO). On voit aisément le rapport entre ces questions et l’exis-
tende d’un algorithme d’Euclide dans les corps de nombres algébriques totalement
réels.

Si le corps a des conjugués complexes c’est l’ensemble

r étant le nombre de conjugués réels, (pour ces questions voir deux articles
de DAVENPORT [17] et C 18 ~) ,

d(H12) = 10 27 [16] et D(H12) = +00 , BLANEY a démontre d(Hr,s) > 0 (r> 0 , s> G)
Je n’ai pas connaissance d’autre résultat général pour ces ensembles.

A la suite de B. SEGRE, on a aussi étudié les problèmes homogènes et non homo-
gènes pour les ensembles

(x) ~ 1 et plus généralement ~ ~ ~ (x) ~ ~ ~
pour (P forme décomposable, ou forme quadratique indéfinie, (CH&#x26;LK [~10] ~ DAVENPORT,
BLANEY) qui ont révélé des résultats intéressants en eux-mêmes, ou utiles comme
auxiliaires pour l’étude des ensembles considérés précédemment.

Enfin signalons pour finir que les problèmes d’approximations diophantiennes
linéaires (approximations de zéro par des systèmes linéaires homogènes, et non
homogènes, cf. KOKSMA) fournissent à la géométrie des nombres des problèmes d’une
nature parfois un peu différente (étude d’ensembles au voisinage de l’infini).
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