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' i 7
VARIBTES ALGEBRIQUES, IV. s
PRODUIT DE DEUX VARIETES, PROJECTIONS ,
VARIETES LINEAIRES ET POINTS SIMPIES

par Léonce IESIEUR

Cet exposé fait suite aux trois conférences de P. DUBREIL, que nous mention=

nerons par I, II ou III, suivi du numéro de théoréme ou de la page correspondante.

La liaison entre varistés (S) et variétés (L) a été expliquée et éclairée
dans les trois conférences précédentes. Une varieté (L) , définie sur un corps
k , au sens de 4 . WEIL, est une variété S qui reste irréductible dans toute
extension du corps de définition ; c'est donc une variété absolument irréductible.
Nous supposons dans la suite (sauf indication contraire) qu'il s'agit de variétés

absolument irréductibles.

Nous allons définir deux nouvelles opérations sur les variétés : le produit
et la projection, puis étudier du point de vue de la géométrie algébrique, les
variétés linéaires de l'espace affine, enfin nous appliquerons certains des
résultats obtenus & la définition d'un point simple d'une variété et a la

démonstration de ses premicres propriétés,

1. Produit de deux variétés.

Soit V' une varieté définie sur un corps k , dans un espace affine s®,
Soit W une deuxidme variété définie sur le wéme (1) corps k , dans un
espace affine S" (qui peut d'ailleurs &tre confondu avec Sn) .

P = (x1 y ses xn) étant un point de S°, Q= (¥ 9 «ee 5 ¥,) w point

de S™, le systéme de quantités ordonnées

(P;Q)'-’-'(Xl;"'yxn»yly'“;bym)

(1) Si V est définie sur un corps k' autre que k , on peut toujours prendre
un corps de définition commun & V et W , par exemple le corps composé de
k et k',
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définit un point R ayant n + m coordonnées, donc situé dans l'espace shm
On 1l'appelle le produit de P par Q

R=PxQ=1(P, Q).

Ce produit n'est pas commutatif eu général ; il le devient si P et Q sont

deux points confondus d'un méme espace.

Lorsque P est un nsendo=-point, c'est-a-dire quand 1'un au moins des x
coingide avec le symbole o , le produit P x Q est aussi un pseudo-point

n+m
dans S o

¥ o o ¥ I r I 2 ]
Par équations d'une varieté V° définie sur un corps k on entend les

équations

(1) F (X)) =0

dans lesquelles les polynbmes Fy(X) constituent une base de 1'idéal défini
par le point générique P = (x) de V sur k . Cet idéal est formé par les
polyndmes qui s'annulent au point (x) . (Cf. I, p. 15) . Considérons de méme

les équations

(2) Gﬁ(Y) =0

de la variété W° , sur k , dans s™ . L'ensemble d'équations :
(3) ) =0, Gy =0,

définit dans "™ une variété (S) au sens expliqué dans III.

I1 est tout & fait remarquable que cette varieté soit absolument irréductible,
c'est-a~dire qu'elle »uit une verieté L au sens défini dans II , donc une

variété. Cela résulte du théoréme suivant ;

) \
THEOREME 18. = Il existe une veriété de dimension r + s définie sur k

dans S""™ par les équations (3),

On 1l'appelle la variété-produit de V par W et on la note @
Z:wa .
La démonstration repose surtout sur le

IEME 11([3], théoréme 4, p. 16). - (x) et (y) étant deux systémes de

quantités telles que les extensions k(x) et k(y) soient linéairement

disjointes, une base de 1'idéal défini par (x) dans k(X) et une base de

1'idéal défini par (y) dans k [Y], constituent conjointement une base de
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1'idéal défini par (x , y) sur k .

Soit ‘%“(X, Y) un polyndme tel que Alp(x , ¥) = 0 . Posons K =k(y) et
considérons F (X , y) comme un polyndme € K [X] . Prenons un systéme maximal
de coefficients linéairement indépendants sur k , soient Ak(y) , Ou
A(Y) ¢ kx [Y]. On obticit ulors

A
P,y =T a,6) P o P EKX] .

>
Puisque F'(x , y) = 0, le polyndme ‘]{P(X y ¥) ost dans 1'idéel défini par

b

x sur X =k(y). Conme k(x) et K sont lincairement disjoints, cet idéal
a une base dans k [X] (II, théoréme 6), et d'aprés le lemme 7 (dans II) , tous
les Ph(X) sont dans 1'ideal défini par x sur k . Posons '
g, )= ¢x, v - E;_ A,(1) Py ()
0

On a : \p(X,y)

- Donc en ecrivant kp (X, Y) comme un polyndme en X & coefficients dans k [Y],
ces coefficients sont tous dans 1'idéal défini par (y) sur %k . Par conséquent

™~

poL M =T B g

et YU
O &, =3 &) R+ B0 Q)
> T

En exprimant P,(X) en fonction de la base (Y) de 1'idéal défini par (x)
sur k , et Q. (Y) en fonction ce la base G/B (Y) de 1'idéal défini par (y)
sur k, le lexL.ne se trouve établi.

DﬁMONSTRATION du thcoréme 18. - Soit P un point générique de V sur k
soit Q un point générique de W sur k(P) . Ce dernier corps est un corps
de définition de W, Q est un point générique de W sur k , et les corps
k(P) et k(Q) sont indépendants (et méme lindairement disjoints) (theoreme 8,
dans II). Les wémes résultats sont encore valables en remplagant k par k 3
le lemme 11 appliqué aux corps k(P) et k(Q) montre qu'une base de 1l'idéal
défini par (x, y) sur k est constitude par une base de 1'idéal défini
par (x) sur k prise avec une base de 1'idéal défini par (y) sur k .
Or ces deux bases sont précisément T (X) et Gﬁ(Y) s 1'idéal défini par
(x , y) dans k a donc une base dans k [X , Y] . Cela montre que k(x , y)

est une extension regulicre de k , et que les équations (3) sont celles
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d'une varieté 7 .

Quant & la dimension de Z , c'est

i N A . s _
dlmk(P , Q) = dlmk(P)% +dimP=s+r .

EXEMPIES. - Le produit de deux courbes planes [ ' et ™' (confondues ou
non) est une suriace dans st .

Ie produit de deux variétés réduites a des points P et Q dans S° et

s™ est la variété reduite su point P x Q de g |

%

Le produit des verictés s et s

Sn+m = Sn x Sm .

elies-mémes est l'espace ambiant

La démonstration du théoréme 18 donne comme point générique de W x W, un
point de la rorme P x § ou P et Q sont des points genériques independants
sur k de V et W respectivement. Lorsque P' et Q' sont deux points
quelconques de V et W, le point (P', Q') est un point de V x W, puisque
ses coordonnées verifient les équations (1) et (2) , donc (3) . Inversement
si un point dans S"™ a4 des coordonades vérifiant (3) , on peut l'écrire
P' x Q' = (P*, Q') ob les points P' et Q' ont des coordonnées solutions
de (1) et (2) respectivement, c'est-a-dire sont des points de V et W
respectivement. On voit ainsi que l'ensemble des points de V x W est le
produit de l'ensem:.le des points de V par l'ensemble des points de W . De
plus si un point (P, Q) est genérique de V x W sur k, P et Q sont
des points de V et W respectivement, que nous allons montrer génériques

et indépendants sur %k . On a en efiet
T +8 = dlmk(P , Q) = dlmkP + dlmk(P)Q

dimPer ; dim pyQ = dim 2 <8 (corollaire du théoréme 16, dans III) .

On en déduit

limkP = dlmk(P)Q, = s

c'est-a~dire, d'aprés le méme corollaire, que P et Q sont génériques sur
leurs varietés. Ils sont indépendants puisque dimk(P)Q = dika =5 .

Rassemblons ces résultats ¢

1 \
THEOREME 19, - Pour qu'un point (P, Q) seit point générique de V x W

sur k , il faut et il suffit que P et Q soient des points générigues
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indépendants sur k de V et W (respectivement). De plus, l'ensemble des

poifits de V x W est le produit de l'ensemble des points de V par l'ensemble

des points de W ,

On établit sans peine la définition du produit pour plus de deux facteurs,
par induction sur le =rmhic des facteurs. L'ensemble des points de (U x V) x W
étant le produit de l'ensemcle de points

(u ¢ { }
.,z.\Lg x (V} x (,W

ltopération du produit des variétés est une opération associative.

REMARQUE, - Lorsque P et O sont des points génériques de V et W respec-
tivement, le point (P, Q) n'est pas nécessairement générique sur V x W .
Par exemple le produit F‘x 7 d'une courbe par elle-méme est une surface
S ; P étant un point genérique de [ sur k 1le point P x P décrit seulement

une courbe A qu'on eppelle la courbe diagonale de S . Le théoréeme 19 n'est

pas en @éfaut, car il est clair que les points P et Q ne sont pas indépen~

dants sur k .

On peut aussi se demander si le "produit de deux varietés relativement irré-
ductibles sur k", c'est-a~dire définies par des idéaux premiers sur k ,
n'est pas une varicte relativement irréductible sur k . En d'autres termes,
si les idéaux (£,(X)) et (Gp(Y)) sont premiers dans k [X] et k [Y]

. N f
respectivement, 1l'idéal
(£, 0) , Cp(m)

est-il un idéal premier dans Xk [¥ Y7 2

La réponse est négative, comme le montre l'exemple suivant ou 1l'on prend s

k = corps des rationnels
F=X*+1e¢k[X] 53 G=Y°+1€xk[Y]
2
F-G=%X°aY¢ (F, G) dans k[X, Y] .

Mais X =Y et X +Y ¢ (F, G) ce qui montre que (F, G) n'est pas premier
dans k X, Y] .

On voit une fois de plus le réle joué par la notion de variété absolument
irréductible, ou ce qui revient au méme d'extension régulidre. Ce réle est
essentiel pour la définition du produit de deux variétés., Or le produit des

variétés est considérablement utilisé en géométrie algébrique, dans la théorie
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des correspondances (2) algébriques entre deux veriétés V et W définies
et étudides sur le produit V x W, dans la théorie des courbes (3) M o

certaines propriétés de la surface-produit | x [ et de sa courbe diagonale

A permettent d'obtenir des résultats sur " elle-méme, dans la théorie des
multiplicdtés d'intersection. ( [3], chap. V et VI),

2. Projection d'une variété.
J

Les notations étant melles du paragraphe 1, solent U une sous-variété du
produit V x W, k un corps de définition commun pour U, V et W . Soit
M un point générique de U sur k . D'mpres le théoreme 19, on peut l'écrire

M= (P, Q)
ot P est un point de V et Q un pointde W .

Lorsqu'un corps tel que k(M) = k(P , Q) , est une extension réguliére de k ,
le théoréme 1 (dans I) permet d'en déduire qu'un sous-corps, tel que k(P) ,
constitue aussi une extension réguliére de k . Il en résulte que P décrit

un lieu U' sur k , situé sur V , et qu'on appelle la projection de U dans

le premier facteur V du produit V x W , D'aprées cette définition la projection
U' de U dans le ler facteur ne dépend pas du produit V x W sur lequel on

prend U ; elle est la méme si on considére U comme une sous-variété dans
s® x 8™ et si on effectue la projection de U dans le ler facteur st

I1 faut bien distinguer le facteur dans lequel on projette, cette distinction
devenant impérative si les deux facteurs ont le méme nom.

La projection d'une variété réduite au point P x Q est la variété réduite

Sn+m - Sn < Sm

au point P . La variété a pour projection la variété st .

Comparons les points de U et de U' . Soit (P, Q) un point générique
de U sur k 3 on a vu que P est un point générique de U' sur k . Soit
(5 ,‘@) un point quelconque de U ; c'est donc une spécialisation de (P, Q)
sur k ; en particulier P , qui est la projection de (P, Q) dans st ’

est une spécialisation de P sur Q , donc un point de U' . Ainsi, les

points de U se projettent suivant des points de U' . la réciproque n'est

(2) Théorie due & SEVERI.
(3) Cf. & WEIL[4].
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pas vraie ¢+ U étant le lieu du point x , y = % dans S” x 3" =S sa

projection U' dans S1 est le lieu du point x , donc S1 lui-méme ; or

le point x =0 de U' n'est la projection d'aucun point de U . Cependant,
la réciproque est vraie pour le point générique : soit P' un point générique
de U' , donc une spécialisation géuérique de P sur k . D'apres le lemme 3
(dans I) les corps k(P) et k(P') sont isomorphes sur k , dans un isomor=-
phismc ¢ cppliqusnt P sur P! . Il est facile d'en déduire un isomorphisme
g- ' prolongeant o~ , entre k(P , Q) et une extension k(P', Q') de
k(P') ([3], chap. I, paragraphe 3, prop. 9). Le point (P' , Q') est alors
un point genérique de U sur k , qui se projette suivant le point générique
P' donné dans U' ,

Si 1l'on pose P= (x), Q= (y), 1l'idéal ?‘ définissant U sur k est
1'idéal déterminé par (x , y) sur k . L'idéal définissant U' sur k est
1'idéal déterminé par (x) sur k ; c'est ¥ 0k [x] .

Remarquons en outre que la dimension r' de U' est celle de P sur k .
La dimension r de U est la dimension de (P, 2) sur k . On a évidemment s

rc¢ r!
Rassemblons ces résultats

THEOREME 20, = La projection U' d'une variété Ur a une dimension r*' <r .

Les points génériques se correspondent, et tout point de U se projette suivant

un point de TU! .,

Au sujet de la définition par idéaux on pouvait remarquer que Pr=pNk [x]
est évidemment un idéal premier dans k [X ] puisque ¥ est premier dans
k[X, Y] . Mais on a ici une propriété supplémentaire : le fait pour 4G dtétre
absolument premier (4) dens k [X , Y] entrafne que ]! est absolument
premier dans k [X] .

Nous allons faire intervenir maintenant les projections de U dans les
deux facteurs du produit V x W qui la contient, soit U' dans V et U"

dans W . On démontre aisément ¢

UcU' x U

(4) C'est~a~dire de rester premier dans toute extension du corps k obtenue
par l'adjonction d'un nombre fini de quantités.
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En effet, 1é point générique de U sur k étant (P, Q) le point P est
point générique de U' sur k et le point Q point générique de U" sur
k . D'aprés le théoreme 19, le point (P, Q) est dans le produit U' x U" ,
mais il n'en est le point générique que si les corps k(P) et k(Q') sont
indépendants. Il en est toujours ainsi dans un cas particulier : celui ou
1'une des variétéds U' ou U" se reduit & un poimt. 5i Q se réduit & un
point, on a en effet k(2) =k et k(P) et k(Q) sont bien indépendants,
D'ol ‘

COROLIAIRE, - U <¢tant une sous-varieté du produit V xw, U' et U

ses projections dans V et W , on a toujours

Uc Ut xUn

Si 1'une des variétés U' ou U" se réduit & un point il y a égalité.

EXEMPIE. - Prenons dans S x S1 = §°

des nombres rationnels par l'équation (irréductible sur i)

la variété définie sur le corps k

XY +Y2 +ZX =0 .,

C'est un cdne qui se projette dans S suivant le lieu du point (x , y)
qui est 52 lui-méme, dans s! suivant le lieu du point (Z) qui est st .
On a donc

3

g! x U" = S et U< U!' x U au sens strict.

De mfme si on prend l'hyperbole (située sur U) 1lieu du point (x, y , 2)
tel que :

x=1 yz +y +2=0
elle se projette dens Sz suivant la droite lieu du point (1 ’ y) et dans
st suivant la droite st elle-méme lieu du point 2z . Le produit de ces

deux droites est le plan (1, y, 2) ou y et z sont indépendants tandie
que 1l'hyperbole est seulemeunt située dans ce plan,

Par contre l'hyperbole H lieu du point (x , y , 2z) telque xy +x+y=0,
z = 1 se projette dans 82 suivent l'hyperbole H' définie par xy +x +y =0
et dans st suivant le point Q défini par z =1 . On z cette fois 3

H=H' xQ .

NOTE, = Sur l'extension d'une spécialisation.

Nous avons vu que tout point d'une variété U située dans un espace produit
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. n
s x 8™ se projette suivent un point de le projection U' de U dans S ,
mais que la réciproque n'est pas vraie ; tout point de U' n'est pas la pro-
jection d'un point de U . Nous allons montrer que la réciproque devient exacte

si 1'on introduit les pseudo-points de U (cf. I) .

Si la variété U se projetie dans s®  suivant U' , tout point de U' est

la projection d'un point ou pseudo-point de U .,

Soit (P, Q) = (x, y) un point générique de U sur k j = (x) est

donc un point générique de U' sur k . Soit P' = (x') wun point de U' ;

cl'est donc une spécialisation finie de (x) sur k . Les données sont donc
(x, y) et x - x'

Or le probléme d'extension d'une spécialisation résolu de fagon trés élémentaire

dans [ 3] (page 31) donne précisément le résultat suivant :

(x) et (y) étant deux systémes de quantités géneralisées et k un corps,

toute spécialisation donnée x x! ut &tre étendue d'une facon au moins & une
P pe % 1

spécialisation (x , y) -E% (x', y') . En désignant par (P' , Q') 1le point

ou pseudo-point (x' , y') on obtient un point ou pseudo-point de U qui

se projette suivant le point P' donne dans U! .

3. Varietés linéaires,

Nous allons voir maintenant, du point de vue de la geométrie algébrique,
Y . » . Y ‘n . ° .
une famille de varietés particulieres dams S~ qui est invariante par rapport

aux opérations d'intersection, de produit et de projection.

k dtant un corps commutatif quelconque nous supposons connues les théories
des déterminants, des équations lindaires et des formes linéaires & n variables

et & coefficieats Cans k (5) .

. n Y ’ * »
Points et vecteurs de S |, & coordonnées dans k , font alors de celui=-ci

un espace affine ordinaire sur k .

Donnons-nous n - r quantités, U ., , ..., U, supposées variables indé-

pendantes sur k . Nous savons que l'extensisn k(ur+1 s see 4 un) est
régulitre sur k . (voir I, p.%) . e point y= (0, 0, +eu , O, u ., , cooy U )

n
zo,noc,x =oo

a donc un lieu sur k défini par les équations X r

1

(°) Voir par exemple s A. LICHNEROWICZ [2] .-
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Or les Xi (i=1, «.. , ) sont des formes indépendantes linéairement sur
k (et aussi sur tout autre corps). Nous avons donc deux aspects du lieu

N=T

L obtenu 3

1°) C'est le lieu du point @ tel que

X O 0l
Q= Uag OB g+ eee ¥ uh N

le point A, é&tant le point dont la j-iéme coordonnée est seule non nulle
et vaut 1 ; les uj (j =7+, ... , n) étant des variables indépendantes
sur k .
20) Ce lieu est encore defini par les équations linéaires
XI:O’
les X, (i=1, ..., r) étant des formes linesires indépendantes.

ooo,Xr':O

Nous allons remener & ce cas particulier le probléme suivant plus général.

a. les points P, , Pr+1 s eee Pn ¢tant des points & coordonnées dens
k et les U, (j =r+1, ... , n) des variables indépendantes sur k , le
point P défini par

— — —
(4) PoP=u PyP .+ .eo+u PyP

décrit-il une variété algébrique définie sur k ?
b. Les formes Fl(X) IR Fr(X) étant a coefficient dans k , et (xo)
¢tent un point P & coordonnées dans k , les équations linéaires

(5) Fi(X-XO)-:-O i:1,2,...,1‘,

sont=elles les ¢quations d'une variété algebrique définie sur k ?
On remarque d'abord qu'il scffit de se borner pour 1'étude de ces problémes
— JI——
au cas ou les vecteurs P0 Pr+1 g eee PO Pn sont indépendants sur k , et

au cas ou les formes linéaires Fi(X) sont lincairement indépendantes sur k .

De plus, si des équations lindaires quelconques & coefficients dans k admettent
une solution (dans un sur-corps de k) elles admettent aussi une solution xo

dans k et peuvent donc se mettre sous l= forme (5).

"~ Le probléme posé peut se ramener au probléme particulier au moyen du lemme

suivant sur les transformations lindaires.
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IEME 12, - Soit Y, =3 c, Xj -d, = T(X) une transformation linéaire

a coefficients dans k et & determinant non nul. 5i le point (x) déerit

une variété V' sur k , le point (y) = T(x) décrit une veriété W osur k.

Un systéme d'équations pour W s'obtient en remplacant dans les équations de
V, les X par les expressions 7! (x) . (cf. [3], prop. 13, page 90).

En effet, les corps k(x) et k(y) ctant les mémes k(y) est une extension
reguliere de k , cu méme titre que k(x) , et leurs dimensions sur k sont
les mémes, Soient Fy (X) = 0 un systéme d'equations pour V sur k ; les
Fy(X) constituent donc une base de 1'idéal j< défini par (x) sur k . Un
polyndme G(X) appartient & 1'idéal ‘o défini par (y) sur k si et seulement
siona G(y) =0, donc G(c.j ;- d, ) , et par suite G(c , - di) € }7 .
En remplagant les X par T (X) on vort que G(X) € (E, (T g) D'ou
V' C(F, (17 (X)) . L'inclusion inverse, qui est immédiate, démontre le lemme.

THEIOREMB 21, = Ie lieu du point P défini dans (4) est une variété L E

n-r dimensions, définie sur k , dont un systeme d'équations peut se mettre

sous le forme (5). Un systéme d'équations lincéaires de la forme (5) constitue

les équations d'une varicté L & n-r dimensions, définie sur k comme lieu

d'un point P vérifiant (4).

Démontrons d'abord la deuxieme partie. On peut complcter les r formes

linéaires Fi(X) independantes sur k par n-r autres formes Fr+1(X) s eee 5 G

pour obtenir un systeme de formes linégirement indépendantes sur k . Effectuons

Y.—}.(Jx-x) 1—1,2,...,1,...,1’1

4 laguelle nous appliquons le lemme en considérant le lieu du point
(0,0, ...,O,ur+1,
k , défini par les équations ¥, =0, ... , Y =0 ., Le point transformé de

1 r
(y) par 71 est wn point (x) qui déerit une variété LT

ces un) = (y) 2 coordonnées u indépendantes sur

d'équations 3

F (X - x) =

Comme on a ¢

=

—> —
() =u., Ok .+ oo vu OB

le transformation lincaire donne pour lieu de P = (x) , en prenant les trans—

formés P, 4 eee , B de A ., eee, s par 71

n r+l



4-12

N N P 7
PO P = u.r+1 PO Pr+1 + e0e + un O n
PP fr;% étant linéairement indépendants
les vecteurs 0 Tpsp 2 coc s T B ctan pe .

Partons maintenant du lieu de P défini par la relation (4).

i —_—

On peut completer les vecteurs P, P s see y P. P qui sont indépendants
e 0 "r+1 ? 0n
sur k par r vecteurs Py P, , ..., Py P formant avec les précédents un
systeéme de n vecteurs indépendants. la transformation P &> Q définie par :
—_— 'l — —y —_— iy
= ) o— = see X
PO P X1 PO Pl + + Xn PO Pn 0Q X1 OAl + + n QAn

est une transformation lindaire qui fait passer du point P vérifiant (4) eu
- -

-
point Q tel que OQ = w.o g Ohr+1 tees b0 OAn .

Comme ce point Q decrit une varicte d'équations X
12 montre que le point P déerit une veriété LT

se mettre sous la forme Fi(X - xo) = 0, c'est=d~-dire sous la forme (5)e Le

= vee = X =0 le lemme
1 T

dont les équations peuvent

théoréme est démontré.

Ainsi, des ¢équations linéaires &tant données, ou bien elles n'ont aucune
solution, ou bien elles peuvent se mettre sous la forme (5) et, si n-r
est le nombre des formes lindairement indépendantes parmi les FiCX) , elles

n=1

Y&~ ] . . - » -~ . o i3 P Ne=1"
définissent une varicté L sur k . Nous airons que la variéte L est

une variété linéaire, d'aprés la définition sulvante : on appelle variété lincaire

une variété dont les équations peuvent se mettre sous la forme d'équations

linéaires, Cette définition est justifide par le

IEMME 13, - 5i une variété L possede des équations linéaires sur un de ses

corps de définition; par exemple ky, , elle a aussi des €quations linéaires
sur toute autre corps k de définition (Cf. [3], th. 10, p. 92).

Soit Cb ~(X). un systéme d'équations lindaires pour L sur kg 3 soit
k' un corps contenant k et L D'aprés le théoréme 9 (dans II) , les %?;b(X)
constituent une base de 1'idéal ' définissant L sur k' ; soient W >
un systeme maximal d'¢léments linéairement indépendants sur k parmi les
coefficients des f‘(X) . On obtient alors

> LX) =5 wyF o)
l P e; >y A
ou les F‘r~ 5 (X) sont des polyndmes linéaires de k [X] . Or 1'idéal définis—

sant L sur k' admet une base dans k [X] puisque k ¢ k' est un corps
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de définition pour L . On en déduit d'eprés le lemme 7 (dans II) que les
F!Wk(X) sont dans W' . Comme les (1) T"(X) sont une base de W' , les
F‘r,)(X) constituent aussi une base de 13’ donc de 1l'idéal 33' définissant

L sur k .

le lemme 13 permct & ualfirmer gque L posséde des équations linéaires sur k
dés qu'elle a des équations linéaires sur kg, mais il n'est pas impossible
qu'une autre base de l‘iaeal W dérinissant L sur k ne soit pas constituée
par des équations lincaires. Par exemple, dans $ la variété linéaire
X=0, Y=0, sur le corps des rationnels par exemple, est aussi définie par
la base

2 2 2
F1=X +Y,F2=X—Y,F3=X +X +Y
_ _1 P
car (FI’FZ’FB)C(X’Y) et X_FB—Fl,Y_z(Fl-Fz)dou
®,Y)e@F ,T,,F)
Par suite
2 2 2

X, =EF +Y, =1, XT+X+Y) .

EXEIPLES., = Un point est une varicté lindaire & 0O dimension ; mn hyperplan
est une veriété linéaire 3 n - 1 dimensions. L'espace ambiant est une varieté
linéaire & n dimensions.

REMARQUE, - Nous avons vu qu'une variété linéeire (non vide), définie sur

k , posséde toujours au moins un point & coordonnées dans k .

Cette propriété n'est pas vraie pour toutes les autres variétés puisque
le cercle X2 + Y2 +1 =0 défini sur le corps k des nombres réels ne

posséde aucun point dans k ,

Opérations sur les variétés lincaires. - Les variétés linédaires étant

maintenant connues, on peut leur appliquer les notions déja définies.

o o 4 b - 3 r -S * 2 - e 0]
L'intersection de 2 veriétés lindaires L et M est une variété lineaire

de dimension au moins égale & r + s -n .

Prenons le mode de définition, sur un corps commun k , par des équations
lindaires telles que (5). On obtient pour 1l'intersection une variété définie
par des équations linéaires en nombre d = 2n(r+s) . Cette intersection, si

elle n'est pas vide, est donc une veriété linéaire de dimension au plus égale
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by

& n-d, c'est=d-dire r +s -~ n .

Lorsque la dimension de l'intersection est exactement r + s -n supposé > 0 ,
3 o & , 13 7 3 4' 0
on dit que les variétés linéeires L et M sont transversales. Dans & deux
2 . . .
plans ou S qui ont un seul point commun sont transversaux ; il en est de

méme pour une dicite et un hypsiplan 83 . La notion de transversalité dépend

3

de 1l'espece ambiant considéré puisque deux plans dans S~ sont transversaux
s'ils ont une droite commune. Deux varictés linéaires sont paralléles si elles
se déduisent 1'une de l'autve par translation, ou transformation linéaire

particuliere

, 0
Y. :)-..+X. .
i i i
Elles ont alors méme dimension (lemme 12). Par un point donné passe une
variété linéaire et une seule paralléle & une variété lindaire donnée. Si cdeux
variétés lincaires L et ! sont transversales et si L' est parallels a L,

M!' parallele & M, alors L' et MN' sont egalement transversales.

Produit de deux varictés linéaires. = Soit L0 une varicté linéaire définie
sur k dans S¥ par r équations Fy (X -xo):o lindeires, les fomss Fix (x)
étent lindairement indépendantes. Soit M™®  une variété linéaire définie sur

k dans S% par s é&quations lindaires Gig(Y - YO) = 0, les formes G/3(Y)

étant lindaircment indépendantes. D'aprés le théoréme 18 la varicté produit

est définie dans S° x S" par les équations
0 < 0
Fq (K=x) =0, Gp(T-y)=0

Comme les formes Fy(X) et GP(Y) constituent r + s formes linc¢aires indé-
pendantes dens k [X , Y], la varicté P

by

& n#m-(r + s) dimensions. Le produit de deux variétés linéaires est une

est une variété lindaire

varicté lindaire.

. ° o £y » s £ s ] N1 o ’ s s e
Projection d'une veriété lindaire. - Soit L une varicté linéaire,

tps s n m . . o ss PR
définie sur k , dans un espace S x S . Son point générique P sur k vérifie

des relations de la forme (4). Il se met sous la forme
P= (P! s 0On)

et le projection L' de L dans s* est le lieu du point P' : Or la relation

(4) donne en considérent les projections F§ , P' ., ... P! dans s, des

points PO , Pr+1 cos Pn H
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— —r =
> 1 t - 1 t ] | Y
PO Pt = Uy PO P pep Foeee v, PO Pn 3

le théoréme 21 montre alors que le poimt P' décrit une variété lincaire L' ,

. . - —_— L.
sa dimension est r' = r si les vecteurs P! P! cos P! P¥ sont linéai=
0 "r+l1? * "0 'n

rement indépendants ; elle est inférieure & r si ces vecteurs sont lind.i-

rement dépendants.

La projection ~'une vorid+d lindaire L est donc une variété linéaire L!

dont la dimension est au plus celle de L .

Ia réunion de deux variétés lindaires d'un méme espace, deéfinie dans III (page
7) no donno pas une varicté lin¢aire. llais on peut définir pour deux variétés
linéaires une nouvelle opération qu'on appelle 1l'union ou le joint et qui
donne une varicté linsézire. Soient L& définie par r+l points indépendants
Py s P1 3 eee §;‘ sur k , et L'r' définie par r'+l points indépendants
Qg s Qg s eee s Q, dans le méme espace S . la variété lineaire définie par
les r +r' +2 points P et Q s'appelle le iﬂi&i de L et L' ; elle
est de dimension au plus égcle & r + r' + 1 , L'intersection et le joint
font alors de l'ensemnle des variétés lineaires un treillis (6) (ou lattice)

. ss . p s . n
avec variété linéaire vide, et varicté linéaire meximale S .

Spécialisation d'une variété linéaire., - Soient deux systeémes d'équations
linfaires

(s) Zuvjxj-v’,\zo 1(,,,L i<r
(s") L u, X, -v' =0
~"riti
contenant le méme nombre d'équations et définissant, le ler une variété lineaire
L, le 2e une variété linéaire L' . On dit que S' est spécialisation du
systéme S sur k , ou encore que L' est specialisation de L sur k , si

les quantités (uﬂ,,\,j s v’p,) constituent une speccialisation des quantités

(uwj,vv) sur k . On écrit

Leg=s L' ou (8) == (")

(6) Cf. G, BIRKHOFF [1] . Ce treillis n'est pas modulaire en géométrie affine,
En notant par + et . les opérations de joint et d'intersection il ne vcrifie
pas la condition de Dedekind A Z B—> A .(B+C) =3B + aC .

Il la vérifie cependant lorsque C est un point (axiome d'échange de Steinitz
et Mac Lane, p, 106).
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En particulier si on prend pour u i v, un systéme de n(r + 1) quantités
indépendantes sur k (avec r < n) , le systeme G obtenu s'appelle systéme
générique de r déquations sur k , et 1l définit une variété lindaire générique
n-r
L

lisation de G sur k . les propriétés suivantes résultent immédiatement de

sur k . Tout systéme ayant le méme nombre d'équations est une spécia=

ces définitions et des resultats sur 1'indépendance des formes linéaires.

!N -
THEOREME 22, - Toute variété LT est une spécialisation sur k de la

s 7 I n r VY o
variété L~ générique sur k .

Si L= L', ona s dim L'> dim L .

Soit T

de dim s> r . M est transversale & L .

e . e ‘s 3 . s . 7 Il 2 s .
une varicté @éfinie sur k et M une varidété générique sur k

4, Point simple.

. 24 2 . ° o r » 243 2 R < .
Variété lindéaire tangente. - Soient V° une variéte definie sur un corps

k ; E*(X) = 0 ses cquations ; P = (x) un point de V .

Considérons les ¢équations linéaires

R,
j J

Elles définissent une varicté lindaire L passant par P, admettant k(x)

comme corps de définition. On l'appelle la variété lindaire tangente & V en

P . Pour justifier cette définition, il faut montrer qu'elle ne dépend, V
et P étznt donnés, ni du systeme d'équations pris pour gx(x) =0, nidu

corps k de definition choisi pour V .

Soit P(X) un polyndme quelconque de 1'idéal V) défini par (x) sur k.

On a
P(X) = > AJ\(X) F*(x)
ok
d'ou
F (%)
oP o O A
S T ha T
*
et

J
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Cette relation montre que la variété L est également définie sur k(x)
par une autre base de 1'ideal 7 sur k . On peut en particulier choisir une
base dans k, [x], k, étent le plus petit corps de définition de V (théoréme
9, dans III). Les €quations ainsi obtenues pour L , avec coefficients dans
ko(x) , Sont valables quel que soit k et guelle que soit la base choisie

pour l'idéal,

La dimension de L est n -t , si | est le nombre maximum des formes
s l . o - o . :-" aF \'_ 6F X R
linéairement indépendentes prises parmi les §_ =<— (Xj) (ou 3~ &; ( j))
J J

Soit P = (x) un point de V' , définie sur k , soit P' = (x') une
spécialisation de (P) sur k . P' est un point de V . La variété lindaire
L' tangente & V en P' a pour équations i
oF .

(

v ) —
&-}—-“j xj)_O.

(')

- M

Elle se déduit évidemment de la variété lindaire L tangente & V en P
par spécialisation sur k . On en déduit que la dimension de L' est au moins
égale a celle de L  (théoréme 22). In particulier la dimension de la variété
linéaire tengente en un point [' est au moins égale & la dimension de la

variété tangente au point geénérique P . Or celle-ci est égale a._r , car la

OF,
dimension de L est n -f si [ ect le rang de la matrice H&—‘- || et
' J
ce rang vaut n e« d lorsque = dimk x et k(x) extension réguliére de k (7).

Comme d = r , la propricte annoncée en résulte, c'est-a-dire

! \
THEOREME 23, - La variété lindaire tangente au point générique sur k a la

dimension r . Toute autre variété linéaire tangente en un point P! & une

dimension r'> r .

EXEMPIES : droite tangente au point genérique d'une courbe, plan tangent
au point générique d'une surface, hyperplan tangent au point générique d'une

hypersurface.

Point simple, point multiple. - Lorsque la variété linéaire tangente a V

en un point P! a exactement la dimension r' =r on dit que P' est simple

(7) Propriété utilisée dans 1l'équivalence des deux définitions des extensions
réguliéres citéer dans I (Théoreme 1) mais non démontrée.
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sur Vo, 5i r'>r ondit qu'il est nultiple sur V , Par exemple le point
P générique sur k est simple sur V (théoréme 23). Une sous=varicté U de
V est dite simple ou multiple sur V selon que son point générique (sur un
corps k) est simple ou multiple sur V . Si U est multiple sur V tous
ses points sont multiples sur V (théoréme 22) ; mais si U est simple sur

V certains points de U peuvent €tre multiples sur V ,

Les poiats mulciples dégne variéte V annulent tous les déterminants d'ordre
n -r de la matrice llgé; || Ce sont donc les points d'une varicté (3)
définie par un systéme d'¢duations ; ils forment donc d'aprés le théoréme 17
(dens III) la réunion d'un nombre fini de variétés (absolument irréductibles)
situees sur V et de dimension au plus egale & r -~ 1 pulsque le point générique

de V est simple sur V ,

Par exemple ¢ une ecourbe dans s" n'admet qu'un nombre fini de points
multiples. Une surface n'admet qi'un nombre fini de lignes et de points multiples.
Une variété linéaire L a tous ses points simples et la variété linéaire

tangente & L en un point P' de L colncide avec L .
Une premiere propriété des points simples apparaft dans le produit des variétés.

BN
THEOREME 24, - Soit P un point d'une varicté V' dans S° et Q wa point

d'une variété W° dans S" . Pour que le point P x Q soit simple sur V x W

il faut et il suffit que P soit simple sur V et Q simple sur W .

Soient Fy(X) = 0O un systéme d'équations pour V' dans S" et Qﬁ(Y) =0
un systeme d'équations pour W dans S" . Les équations de la variété lincaire
tangente en PxW & V x W sont s

b

F
oA . - v ) —
83?5 .Aj - Xj) =0 | / ¥ (‘. 3’.) =0.

M

Pour que P x Q soit simple il faut et il suffit que le rang des formes &

n +m variables X et Y

F G
—_— O e — O R
z & Oy z 5 &)
i i

soit n +m -(r + s), Il faut et il suffit pour cela que le rang des premieres
(formes en X) soit n = r et que le rang des autres (formes en Y) soit

m-s , c'ested~dire que P so0it simple sur V et que Q soit simple sur W .
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On rencontre aussi une propriété des points simples dans la projection des

variétés .

THEOREME 25, - Soit V' une variété définie sur k dans wn espace=-produit

s x s™ ., Soit (x , y) un point générique de V sur k, x)=pPc¢ st et
(y) =Q € 8_ . Supposons gue tousles y soledtdans k(x) . Soit (P', A')=(x",V)
un point de V , tel queles y soieptdans 1l'anneau de spécialisation (8) de

x' dans Kkia) . Pour que le point (P' , Q') soit simple sur V il faut et

il suffit que sa projection P' dans s" soit simple sur la projection V!

de V dans S" . De plus la varicté linéaire L' tangente & V' en P! est

la projection dans S de la variété lindeire L tangente & V en (P, Q') .

Comme k(x , y) = k(x) le projection V' de V dans S° , lieu du point
P=(x) sur k, & 1o méme dimension r que V . On 2
F,(x
J( )

yjz-m (j’:l,Z,...,m) G(X’)#OQ

Donc les polynbmes Q,(X , Y)

G(X).}Zj - Fj (X) sont dans 1'idéal définissant
V sur k . Supposons que (x') = P! soit simple sur V' ; cela signifie qu'il

existe n - r polynbmes Pp (X) € k [X] dans 1'ideal définissantaPV' sur k ,

donc défini par (x) sur k, tels que les formes linéaires _ "3(";' Xj
J
soient linésirement indépendantes.
Ies n +m=~1r formes lindaires en X et Y
P F
— % — oG 0 i
= ~ X, . = G(x! L+ S ! -
i i
F=1,2,ooo’n-r jzl,z’acu,m

sont indépendantes car G(x') # 0 . Cela prouve que (P* , Q') est simple sur
V . De plus les équations linéaires 3 5 (Xj - x']!) = 0 définissent & la

: J

i
fois la projection de L dans S" et la variét$ lindaire L! tangente a V!

en P!,

Inversement, supposons (P! , O') simple sur V 3 nous allons montrer que

P! est obligatoirement simple sur V' ., Les formes gj sont déja m formes

8 o Fj(X)
(7) clest=d~dire qu'on = ¥y = = avee G(xX') A0 . (j :+ 1,2, eee ,m) &
G(x
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lin¢aires indépendantes, on peut donc trouver parmi les polynfmes Q(X , Y)
de 1l'idéal définissant V sur K, n - r polyndmes tels que les formes

—— . ‘agnan r
2 .a.(.l_. Xi + > g-l,- Y. constituent avec les formes g. , m+n - 1r formes
i J

lin¢aires indaépendantes.

Lisignons ces n -~ r polyndmes 1) par 0 s vee 5 0 ou
¢ n+l MmN~
Qm+ 2 (X, Y) avec f =1, ¢es , n=r . On peut toujours trouver un entier 4
assez grand pour que
4 F.(X)
Hf(X)=G(X) Qpy o [X J Jek[x1 .
f 6 (x)

Comme Hp(x) = 0, Hp (X) appartient & 1'idéal définissant V' sur k .

Formons (calcul facile) :

OH _ Q) Q
S ? _nd ‘_Qm“’? e S m+p d~-1 , — m+
i i j j
a-1 Q ..
= 4 (x) L, ¥) -G (x‘)z%ﬂ; g, (0, 1) .
N
: J
J

L'indépendance lindaire des formes LF(X , Y1), g; (X, Y) entrafne 1'indé-
pendance linéeire des n - r formes du ler membre. Le point P' est donc
simple sur V! ,

La correspondance par projection qui intcrvient dans le théoréme 25 entre V

et V' est une transformation birationnelle particuliére entre V et V' ,

Nous reviendrons dans la prochaine conférence sur les transformations biration=
nelles entre deux variétés. Pour obtenir des proprié¢tés plus profondes des
points simples et multiples sur une variété algébrique, il faut faire appel &

la theorie des multiplicités d'inmersection, qui sera étudide ultérieurement.
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