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Sémincire A. CHATEIET et P. DUBREIL Exposé n° 3
(ALGEBFE ot THEORIE DES NOMBERES)
Anndes 1948«1950

VARIETES ALGEBRIQUES, III ,

par Paul DUBREIL

C. DEFINITION ET PROPRIETES FONDATNTAIES DES VARIETES (8) .

1. Points abstraits, variétés (S) .

K désignant un corps corrmtatif, et n un entier positif, nous considérons sous
le non de points abstreits les systénes (x; , «ss, xn) de n élénents x..
appartenant & K ou a telle ou telle extension finie KXK' de K o Le not "abstrait",
introduit par ZARISKI et qui pourra €tre sous-entendu, est destiné & rappeler que

les X , n'appartiennent pas nécessairenent & K lui-néne ; les points dont les

2 . 3 s, . n
coordonnées sont dans K constituent l'espace cartésien CK .

Nous désignerons par Xy eeey X n variables indépendantes sur K , par

n ?
A=K[X 4 oeo, Xn]=K [X] 1'anneau des polynSmes en X g eeoy X 2

coefficients dans K . Un systéme d'équations algébriques sur K est un systeéne
de la forme

FL(G y een, X)) =0
(1) oes ou F. e A

F (X 5 eeey xn) =0

Un point-solution du systéeme (1) est un point abstrait (x; , eee, xh) tel que
F (x:1 9 see o xh) =0 (¥ =1, ees y )« Les points ayant cette propriété cons-
tituent, par définition, la variété algébrique définie sur K par le systéme (1)

une variété définie par cc procédé, c'est-a-dire au noyen des solutions d'un

systéme, sera dite variété (S) .

Cas renarquablese

ae le systéme (1) est incompotible (par exemple 1 = 0), On dira qu'il définit

encore une varidté, ct que celle=ci est la variété vide, @ .

be 1le systéme (2) se rédutt 3 des identités (0 = 0) . On dira qu'il définit
2 s 3 n ) .
la variété & n dinensions, ou veriité ambiante S° ¢ celle-ci joue, corme nous
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le verrons, le r6le d'un espace dans lequel tout est plongé.
ce Tout 4déal n de l'amnscu A posséde, d'aprés le théoréns de Hilbert,
une base finie ¢
m = (Fl 9 e o Fr)

Les équations F, =0 dofinissent sur K une variété S .81 (G , «e G.)
est une cutre buse de 1n , toute solution du systoéue F'A =0 est une solution
du systéne Gf‘ = 0 et inversenent, puisque

ro= P. G et G =3 F.

F=I Py Gt =9 T
ou P;\i— QP,}!C;L .

On a ici wn exemple de systeones dquivalents au sens strict, et la variété S

ainsi définie, qui ne Wpenl que dc 1'idéal n , sera appelde variété de m et

désignde par o(n) o Pour qu'un point (x1 s see xn) appartienne & £(n) ,
11 faut et il suffit que 1'on ~it F(x; 5 eee 'x.n) =0 pour tout F é&m .

. . 2 . s . .o 219
I1 est clair que des idéeux distincts peuvent avoir néne varidété ) ar
’

exenple
%), (o ,%), G,x)

ouencore m et m .

Toute variétd définic sur K corme solution d'un systéme (1) peut Etre reger-

dée corme la voriété d'un idéel 0 de A ¢ & savoir n = (F] , ees, Fr) .

Pormi les idfaux m  dont lo veridté cst une variété S donnde, il y en a un

qui est naxirmne En effet, l'ensemble 'i(S) de tous les polyndnes de &
muls en tout point abstrait appartenant & S , contient n'importe quel idéal
n ayent S pour variété. !(S) est lui-nfume un idéal. En fin, les premiers

nenbres F.-\ des ¢quations (1) difinissant S appartiennént & '5(S) : donc
4
un point non situé sur S , c'est-a-dire en lequel un au noins des F, n'est

pas nul, n'eppartient pas & la voriété de  <(8) . Celle-ci cofncide donc
aveec S (qu'ellc contient évidement) ¢ & (N(S)) =S5 o L'idéal " (St') est
appelé idénl associé (ou attaché) & la variété S . Un tel iddal n'est pas

(19) Nous supposons connues les régles (llénentaires du calcul des idécuxe Voir
par exenple VAN DER WAERDEN [ 5], percgraphes 19 ct 20, pe 59-65, [ 6], paragrae
pkes 90, 91 et 92, p. 1830, ou DUBREIL [ 2], chapitre IV, p. 179~219.
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quelconque ¢ si FQ(Q*S(S) g F lui-nfne est nul en tout point de S , donc
F ¢'8(8) de sorte qus 1 (8) coincide avec son radical (20). Par conséquent si
S est Adfini par lo systéme (1), T (S) peut trés bien €tre distinct de 1tidéal

(Fl y oeeo Fr) ]

.
(Exemp}s ¢ F, = (& %) ou X est un entier >0 : on a

(Fy 5 eee s FL) C(E) 5 eeny S_er) < 3(8) .

Soit m un idéal, *(m) sa variétd, (£ (n)) 1'idéal attaché a celle=ci,

on a
n= T (5(@) .
9
Soit F wun polynfne de “i’mv radical de n ¢ F' €n , donc F' =0 en tout
p (n) ? ’

point de S(m) , donc aussi F =0, dtou F e ' (£(u)) et par conséquent

@ &)@ £ (%m)
Nous verrons plus loin (paragraphe 4) comme application du théoréne des zéros
de Hilbert, qu'on a en fait 1'égalité

“ln) = U(5 &)

ce qui, en prenant pour n un idéal premier ¥, P = ‘(“(3(1\) , donnera

#ift: ‘3(5(}))) .

Plus généralencnt, soit E un ensemble de points abstraits : 1l'ensemble
“Y(E) des polyndnes de l'emncau A nuls en tout point. de E est un idéal.
La variété S de 'S(E) contient E . Soit S' une variété algébriqus, défi-~
nie sur K , contenant E s S!' est définie par un systéne d'équations
Gy =0, eee ; G =0 vérifié par tout point de B . Donc G € U(E) ,

(G1 g see y Gs) ¢ YW(E) et per conséquent S' 2 S 3 S = & ""(E) est la plus

petite variété algébrique définie sur K et contenant l'ensemble E »

de Regardons K corme sous-corps d'un donaine universel A : 3 une variété
L lieu d'un point P = (x) sur K correspond 1'idéal B (x)/K = (F1 y seo o Fr)
avec Foq = A o Les Cquations Fy =0 définissent sur K une variété S o Un
point (y) = (yy 5 eee s yn) au sens de Weil (les y, sont des quentités,
clest-a~dire des éléments de [\ ) est aussi un point abstrait puisque

20 Id d 3 3 \

(*¥) L'ensenble des élénents d'un ammcau A dont une puissance appartient a
3 un idéal n , est lui-mfme un idéal, appelé radical de n et désigné par
(1) + Un idéal qui coincide avec son radical cst dit parfols seii-prenicre
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K(y1 9 eee yn) est une extension finie de X , et nous savons qu'une condition
nécessaire et suffisants pour qu'un tel point (y) appartiemne & L est qu'il
vérifie les équations Frn=0, c'est=a-dire qu'sn tant que point abstrait il
appartienne & S 3 & toute variété L correspond ainsi une variété S « De plus
1'idéal SPB(x)/K est 1'iddal '3 (S) associé & S . Soit en effet ¢ e'S(S) un
polyndme nul en un point de S ; il est nul en particulier au point générique
(x) de L, donc Be®3(x)/K et 3(8) ¢ &u(x)/K . L'inclusion opposée tant
évidente, puisque F,/\E- 'S(S) , nous avons bien

() 1(s) = “(x)/K

2. Inclusion des variétés. Interdection et réunion. Variétés réductibles et irré-

ductiblese

Soient S et S' deux variétéds définies sur le méme corps K , respective—

ment par les systémes (1) et

(' Gl=0

(11) a
G =0
S

Si tout point de¢ S est un point de S' , c'est-a-dire si tout solution de
(1), dans une extension finie K!' do¢ K , est une solution de (1'), on dit que

S est contenue dans S!' , ou en est une sous=variété @

S &8st ,
S est véritable sous-variété de S', S <S' , si S est contenue dans S'

sans 8tre vide, ni coIncider avec S' , au moins un point abstrait de S' n'est

pas un point de S o

Sil'ona S &S' e S*' ¢S, S et S' coincident, c'est-a-dire sont une
seule et méme variété : on écrira S =S! ,

na Ges es™. quelle que soit la variété S .

Ia relation S & S!' entratne 3(S) 2 0(S') , 1'égalité entre les idéaux
n'ayant lieu que si S =St .

La relation m; cm, entraine 3§ (m)2 5 (m,) puisqu'un point abstrait
anmilant tout polynSme de m, annule en particulier tout polyn8me de m e

Si V et W sont deux variétés (L) , lieux respectivement de (x) et de
(y) sur K, et si V ESW au sens de 1'inclusion des variétés (L) , tout
polyndme de W(y)/XK est nul au point (x) de ¥ , donc on a
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(4) fx)/K 2 <PHy)/K
Appelons S et T les varidtés (S) correspondant & V et W & (4) st'éerit
draprés (3)
5(s) = B(T)

d'ol, en prenant les variétés des deux membres

S&T
Une inclusion entre variétés (L) entraine donc la méme inclusion entre les
variétés (S) correspondantes.

Soient S
Fa=0, et (1v) ¢ Gf& =0 . Le systéme formé par (1) et (1') définit sur K
une variété algébrique I , appelée interscction de S, et de S, ¢

; ot S, deux variétés définies sur K par les systémes (1) s

I::Slﬂs2

On a évidemment I €8, 5 1<S, et toute variété I' contenue dans S, et
S, est contenue dans I puisque tout point ds I' vérifie (1) et (1'). Si
Sl &S5, yona I=85 «0n définit de proche en proche 1l'intersection d'un
nombre fini quelconque de variétés algébriques.

Considérons dans ltanncau A , deux idéaux quelconques

ml=(F1,»oo,Fr), mZ:(Gl,...’GS).

Comme my +m, = (F; 5 oo y F_y G 5 oee, Gé) » hous avons

r?
Sy +my) = Sm) 0 Sm)

En particulier, 5, et S, Stant 2 varidtés, la variété de B(Sl) + 5(32)

est S, NS, , d'oh ’3(81) + 3(s,) < B(Sl ns,) .

Il est essentiel de remarquer qu'on peut trés bien ne pas avoir 1'égalité. Exem~

plo

2
ns=2 S, ¢ x=0 S, 8 y =-x=0
Nous avons
S1 f)S2 = (0 , 0) (S1 ’ 82) = (x , y)
tandis que

5(8) + H(8,) = ) + 6F - %) = (x, ) .
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A partir des équations (1) et (1') définissant S, et S, formons maintenant
le systéme
FAG“:O (A =1, eeeyrs i =1, eeuy, s)
Nous définissons ainsi, sur K , unc variété algébrique R, contenant 5, et
82 « Inversement, si un point (x) de R n'appartient pas a Sl s par exemple,
on a F7\(x) #0 pour ~u moins une valeur de A , donc, G¢4(X) =0 pour
=1y ey s et (x) est un point de S, . Les points d¢ R étant ceux
de S, et ceux de S, , et ceux-la seulement, R est appelée réunion de Sy
et de 82 :
R=Sl u 82

Toute variété algébrique contenant S, et S, contient R 3 si S &8,
ona R=85, .0n définit aisément la réunion d'un nombre quelconqus de variétés
algébriques ; les régles du calcul habitusl des intersections et rdunions sont
valables, par exsmple

S N(s; v 82) = (S (\Sl) v (S -";82)
(tout point de la variété qui est au premier membre cst un point de celle qui
st au second membre, ct inversement j on peut amasi Stablir cette égalité au

moyen d'un systéme d'équations).
Avec les mémes notations que plus haut, nous avons
m10m2 - (Fl Gl 9 sece F;\ GrL g oo Fr GS)

donc

Or nous avons

2
(g 0 m)" & myomy ¢y oy my
done

S(m; n m2) = S(m, m,) = S(ml) us(mz) .
En particulier, la variété de 'J (Sl) N ‘3(82) est 8, u8, , dloh
+( . ,

Mais '3(S, v S,) , contenu dans '$(8;) et dans "$(S,) 1lest dans leur
intersection, donc @

rf) Sl Y 82) = ‘:S(Sl) N }‘5(82) .
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Une variété S définie sur K , est réductible ou décomposée sur K si

elle est, au moins d'une fagon, la réunion de deux véritables sous-variétds

définies sur K

O <. 8 o8

1
o

/
S = S1 @] 82 avee )
{‘ & < 82 G- S

Dans 1le cas contraire, S est irréductible sur X ..

IEMME 9+ - Si une varidté S , irréductible sur K , est contenus dans la réu~
nion de deux variétés S » 32 elle est contenue au moins dans l'une d'ellese

L'hypothdse S & S, W 32 entraine

(5) S=810(s, uS,) = (8 n8,;) V(s nS,)

Si 1'on avait par exemple S NS, =2, il viendrait S =8 NS, dome S &S, ,
la proposition serait c¢tablie. Supposons done S /) Sl £0et SN 82 £ U,

S1 S n'était conperue ni dans S; ni dans S, , S N S, et 8 M8, scraient
de véritables sous-variétis de S , qui, d'sprés (5) serait décomposée sur K

REMARQUE. = La proposition s'étend immédiatement & la réunion d'un nombre

fini quelconque de variétés.

\
THI*EOREI»E 10s = Pour qulune variété S difinie sur K, soit irrdductible sur
K, il faut et il suffit que 1'idéal associé THS) soit premier dans 1'anneau
A:K[Xl ) ooe Xn:‘O

1° Supposons V irréductible sur X o Si Fl G A, F2 A et Fl F2 e '3(8) ’
S est contenue duns le réunion des variéiés F, =0, F, =0, done, d'aprés

le lemme 9, dans une au moins de ces variétés : 1'un au moins des polyndmes

F, , F, appartient:donc & 1'idéal T(S) , et celui-ci est premier.

2° Supposons S riductible sur K. S = S1 W 82 avec (O c.S1 S et
OCS, ¢S eoma U(s) 2T(8) et T(S,) > 5(8), (1'égalité étant
exclue)e Soient F, » F, deux polynfmes de 4 tels que

Fy e %(s,) Fi¢‘§>(s) @L=1,2).

On a

F F, ¢ r\(sl) N73(8,) = % (8 932).—.:&(3)
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donc "(S) n'est pas premicr.
CONSEQUENCEs - Considérons une variété L lieu de (x) sur K , et la varié-

té S correspondente $ on a '$(S) = ‘R (x)/K' ou 1'idéal VP(x)/K est
premier 3 S est donc irréductible sur K .

REMARQUE, = Si. %} est un idéal premier quelconqus de A , il ne rdésulte pas
du théoréme 10 que la variété S (v ) est irréductible sur K : cela résultera
ds ce théoréme et de 1'¢galité P = $(5(9)), qui sera établie sux paragraphes
4 et 5, et exprime que P est 1'idéal associé & sa propre variétde.

3+ Décomposition d'une variété en variétés irrédductibles.

Sans utiliser d'autres moyens que les définitions fondamentales et le théo=
réne de la base finie, on peut établir 1'importante proposition suivante (21) :

/ \
THEOREME 11 (Thloréme de décomposition)s = Toute variété algébrique S , défi-
nie par un systéme d'équations sur un corps K , est la réunion d!un nombre

fini de variétds irréductibles.

Si S n'est pas la réunion d'un nombre fini de varidétdés irrdéductibles sur

K , ells n'est pas elle-ufme irrdductible, ct nous avons

— Lige
S = S1 Sl

ou S1 ’ Si sont deux variables sous-variétés dont une, au moins, n'est pas la

réunion d'un nombre fini de variétés irrdductibles, donc

8, =5, 5

et une au moins des deux sous-variétés véritables S, 5 84 de S, n'est pas
la réunion d‘'un nombre fini de variétés irréductibles, etc. On aurait donc au

moins une chafne strictement décroissante, et infinie, de variétés
~
S ‘DSl > 82 Z ese

circonstance qui est impossible d'aprés le lc ue suivante

IEMME 104 - Dans toute une chatne décroissante de variétés

v V.

1 “:,l 2 ';' os e ;Vn; Vn+l~2 LE X}

toutes les varictés colncident & partir d'un certein range

21
("") cf£e [7], paragrephe 1, pe 360, ou [8), paragraphe 28, p. 107
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Cl'est ce lemme qui se dimontre au moyen du théoréme de le base finie, que nous
énoncerons ici de la fagon suivente $ dans tout sous-cnsemble M non vide de
A=K [X s sen s X 1 11 existe des polynGmcs Fl y eee s F (& M) tels que
tout polynome F M soit de la forme ( )

1

F_P1F1+...+PhFh ou P;\GA

Soit M 1'cnsemble des polyndmes premiers membres des dquations définissant
les différentes variétds Vi ¢ lcs polynSues de M s'expriment tous au moyen
d'un nombre fini d'entre eux, F; 5 «ss , F) o« Soit V la variété définie par
Fi =eee=F =0, Quel que soit n, ona V &V, o Si d'autre part, n,
est la plus petite valeur dc n telle que P, = 0 soit une des équations définis—
sant Vh ’ Vhi et par conséquent Vﬁ pour m zn, sont contenues dans lavariété
dfinle par l'unique équation F, =0 +8i N = Max(n1 s see nh) s Vo
n zN , est contenue dans chacune des variétés F; =0, .o , Fp =0, donc

pour

dens leur intersection, qui est V : nous avons donc V = Vn s pour n =N,
Ce Qo Fo Do

REMARQUE, -~ D'une fagon complétenment différente et moins élémentaire le
théoréme précédent peut eussi se déduire dec la décomposition d'un idéal en
idéaux prinaires et du fait que la variété d'un idéal prenier, donc d'un idéal

prinaire, est irréductible.

/' A Y
THEOREME 12 (Théordéme d'uniciti)e = Soient

S = Il A\ 12 i oeee '\-'Ir = Jl L J2 “oaee W JS

deux décompositions réduites de S en variétdés irréductibles (clest=a=dire

telles qutaucuns vericté irrdductible y figurant ne soit contenue dans la réue

nion des autres variétés figurant dons le méne nenbre)s Ona r = s , et avec

(22) En fait, cet - vnoncé est celui de HILBERT. Il se ranéns & l'énoncé nain—
tenant classique "tout idéal n de A posséde une base finie" en introduisant
précisément 1'idéal n engendré par M 4 Tout P de M est un élément de m ,
or m posséde unc base finic, m = (G , ess , Gg) , oU chaque Gy o, d apres
la aéfinition de m , est une combinaison 3 :::P1Q\ F, . d'un nombre fini de
polyn8nes de M o Par suite, tout polyndune F € M est blen une combinaison des
polynBnes F, ip 2 qui sont en nombre fini.
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des notations convenables I, =J 2\
AN 4

Dlapres le lemme 9, I, , contenue dens la réunion des variétés irréductibles
J1 9 see Js est contcnue au noins dens l'une d'elles : par excimpls, I1 = Jl .
Mais J , ©st de néme contenue dans une des variétds figurant au prenier rembre
J; © I, ¢ 81 A était différent de 1, I, serait superflus, c'est-i-dire contenue
dans I, U eee VI5y ees VI o Nous avons done I, =J,« A chaque verhété I
correspond donc une variété J qui lui est égale, et inversencnt ; le théoréme

en résulte.

4. Idéaux preniers et voriftés irréductibles, théoréne des zéros de Hilbert,

applicationse

Nous avons étebli plus haut la relation
“la) ¢ T(S(n))

pour tout idéel n de l'emneau A =K [X; , ..., Xn] 3 lc théoréme des zéros
de Hilbert permet de montrer que 1l'on o 1'égalité entre les deux idéaux " (m)
(radical de m) et '5(S(m)) (iddal associé 3 la variété de n)e Mais 1le théo~
réne des zéros de Hilbert se rattache aussi & un autre ordre d'idées 3 L
étant un sur-corps de KX , nous avons vu qu'une variétdé (S) définie sur K
n'est pas, en générel, déterninde par llensemble ‘S{, ds ses points situds
dans l'espace cartésien Clﬁ t ¢lle 1l'sst cependent quand L est la fermeture
algébrique K de K . Ce fait, que 1'étude directe ds quelques cas simples
permet de constater facilement, résulte du théoréme de Hilbert.

Désignons, pour simplificr. por T = (S (n)jer la trace de la variété S(m) sur
1l'espace ¢ s dont 1'ensemble des points S(m) dont les coordonndes sont

dans K o L'ensemble [f(T) des polyndmes de 4 nuls en tout point de T est
un idéal contenant J(S(m))

3(sm)) & ()
Or le théoréme des zéros de Hilbert exprinme qus

(T < )

puisqu'il s'énonce 8
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THEOREME 13 (Thécréme de Hilbert)s = Si un polynfne F s'annule en tout
point de lo trace T ds S{m) , une puissance do F cpperticnt & m « On voit

que ce théoréme entrefne lss conscquences suivantes.

1° On a 1'égalité

Tn) = %(S(m))

2° Soient S1 » 82 deux veriétés dlfinies sur K , que nous pouvons regarder
comme les variétés d'idéaux my , m, de l'anneau A o851 5 et 82 ont la
néne trace sur l'espace s™ s T, =T,,oma S =85S, .En effet, la relation
T 1 2 1 2 ’

"fl =T, , par excrple, entraine que tout polynfme de n, est nul sur Tl , donc
dtaprés le théoréme, a une puissance contenue dans m; » Il en résulte, en
considérant une basc de I, » qu'une puissance I, de 1, est contenue dons
m , dlou S, = S(m;) 28, « Une voriétd S definic sur K est déterinée

n
per sa trace sur l'espace C_ o

DE:MONSTRATION du théorene des ziros de Hilbert. — La dénonstration de Hilbert
([37]) était fort compliquée. VAN DER WAGRDEN a donné deux dénonstrations (para-
graphe 85, pe 6 ¢t paragrophe 101, p. 60, ainsi que pe 55 et Do 49)« Lo premicre
utilise une &élégante remarque de A. RABINOVITSCH ([4 ]) d'aprés laquelle le cas
général se raménc & celui ou T est vide (voir ci-dessous) nais ce dernicr cas
est traité per 1'élimination, cc qui cst cncore bien coipliqués Nous laisserons
de cBté la deuxidme démonstration doanée par VAN DER WAERDEN, parce qu'ellc se

rattachc 3 une théorie dcs variitds algobriques présentée dans un ordre enticre-

nent différent de celui que nous suivons ici, et dans laquclle le théorenc des

zéros de Hilbert jouc un rdlc noins inportant.

Re BRAUER a domné récerment ((17) une dénonstration directe extrémenent Slé-
nentaires ZARISKI, peu de tcups avant, en avait donné deux ([ 9]). Nous repro-
duirons la premiére dénonstration de ZARISKI parce que, tout en restant élcicn-
taire, elle est perticulidrement instructive. Elle se décoipose en trois Stapese

10 IEMME de Rabinovitsche = Il suffit de montrer que T = @ entraine n==~4 .

Supposons en e¢ffet ce point établi, et soit F o (T) . Si F est le poly-
ndne 0 , n'importe quelle puissence de F appartient & 1'idéal domné
m=(F 5 ooy F) o Soitdone F , eeny X)) # 0 o Adjoigmons unc veriable
Z 3 les polynBucs Fy y ees y F , 1 =7F ie ltanncau K [X; 5 «ee y X z ]
n'ont aucun zéro cozmn & coordonnées dens K : nous avons donc, d'aprés
1'hypothese faite,
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(Fl,ooc’Fr,l“ZF)':K[Xl,OQQ’X Z]:A'

n ,
d'ou en particulicr

1=P1Fl+o.o+PrFr+Q(l—ZF) n'l\l P<;\‘,QtA"

Remplagons 1'indéterminée 2 , qui ne figure pas dans F; , ees , F , par

X 1 ) et rendons 1'équation entiére en multipliant par une puissance
1,...’ n
convenable de F : il vient
{J - [ - “
F _.Al Fl + oo + Ar Fr avee A,)\\ A

Ce Qa Fo Do
20 Pour nontrer que T = © entrafne n =4 , il suffit d'établir le

IEME de Zariski. - 81 un domaine d'intégrité R =K [ , es, § ] fini
sur K est un corps, cec corps est une extension algébrique de K .

Supposons en effet le lerme de Zariski établi, et nontrons qus, si n est un
idéal différent de A = (1) , on a T4 0,

Dans 1l'ensemble des idéaux distincts de £ ot contenant m , il y a au noins
un idéal P naxinal (ou sans diviseurs) (23) s 1'anneau quotient Rn = A/,?
est un corps, et c'est aussi un anneau d'intégrité fini sur
K: R =K[g , .o, En] » ol §,; désigne la classe module p & laquells
appartient X,, o Ce corps étant, d'aprés le lemme de Zariski, unc extension algé-
briqus de K , les %, sont algébriques sur K ot § = (§; 5 «eep, ¥ ) estun
point & coordonnées dans K en lsquel tout polynbne de AP , donc a fortiori
tout polynfme de m 4, estnul : T €T £ @,

3° Dénonstration du lcime le Zariskis - La proposition est irmédiate si

n=1: k[g] Stent un corps, ‘;’L_ «k[g,] dome —=—=2(3,), £()
1 31
étant un polyndme & cosfficientsdans K , ¢, st donc racine de 1'équation

Xf(X) =1 =0, par conséquent est algébrique sur K o Supposons donc la proposi-
tion vraie pour un doneine dtintégrité de rang n -1 sur un corps K' , et
soit B =K[§; , »eo ’)Tn] un domeine d'intégrité de rang n sur K , dont

nous supposons qu'il est un corps. lous pouvons écrire R = K( §1)[5’2' s sve fnj
et par conséquent Rn s dc rang n = 1 sur K( §1) , 6st une extension algébrique

(23) Ltexistence de cet idéal maximal Y résulte de l'application du théordme
de Zorn eu principe de l'ensenble naxinal.
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e K(”;1 ¢ le lemue serc établi si nous rontrons qué T4 est algébrique sur
K.

L'é1énent ‘§i (=1, ¢es , ) est racine d'une équation fi(X) =0 de degré

n, & coefficients dans K [g,]: soit b, (1=2, e.o , n) le cocfficient

i
du terme de plus haut degré dans f (X) « Pour tout élénent <ude R il
existe un entier y tel que le produit -:»J(b2 b3 eee b n) ¢ soit une conbinaison
linéaire, & coefficients dans K [T,], des my 1y eee my nondnes

']2 Jn ;.
§2 ooogn Verlfimt O é.jié'—fli -1 .

Soit » le degré du corps R =K (519 oee s ?n]: K(Gy 5 oo ’En) sur
son sous-corps K( ‘gl) ¢t soit oy =1, <oy, ees o0y unc base lindaire de
Rn sur K( ?1) fornde dtéléuents lincaireuent indénendants. On peut trouver dans

K [gl] un élément by £ 0 tel que dons 1'expression de chocun des éléments

32 /Jn : PR s s
b, EZ eee §, 3 sSOUS forne de combinaison linéaire de < 5 ees 500, 8VEC coef=

ficients dans K(gl) , le coefficient de 4 (=1) soit dans K [§1] + Posops
b=by b, ees b, (b#£0, bek[5))
Pour tout éliment w=e R , ona
@»bV=ql+32<Az+...+avmy

ou ay G,K[gl] ot a; € K(rl) (1 =2, ees y ») puisque w(b2 cor bn)‘"
65t une corbinaison linCaire & coefiicicnts dans X [5’1] » des nondnes
i)

Is :
: 2 . . . . . -
32 see §im (0] 15 1) dont la produit par b, , a fortiori par b,

a la propriété préedédente.

Soit alors & un é1ément non nul quelconque de X [ 1] 3 prenons va:% .
Puisque b o= b;__ e K( gl) , nous avons nécessairenent a, = «ee = a;:.- o,

car autrement 1 p:fgl 3 Gp g see g3 TG seraient pas linéairomont indépondants sur
K(g,) « Nous avons donc v =a,5 do sorte que tout ¢lénent T non nul de

K [glj divise une puissance A'un élénent fixe b &K ["g‘l] « I1 est par suite
inpossible que K [flj soit un anneau de polynfmes & une indéterminée sur X ,

et ¥, est algébrigue sur X,
’ C‘ Q. FQ D‘
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5+ Idéaux preniers, point général, point génirique ; dinensions.

Soit y un idéal prenier de 1*anncau A =K (X, 5 eeey Xn] $ nous supposons
;‘) # 4 ot nous formons l'anneeu des classes risiduslles modulo %y que nous
désignons par R [,’;1] ou R[S].4ippelons %, la classe contenant le polyndme

2 A
X,«.\ , ‘§) est 1'image de Xq dans 1'hononorphisne
/
(#) ¢+ &—>4/p =R([S]
et un polynfne quelcongue F(Xl y coe o Xn) € A a pour inage 1'élénent
F('{1 g eee zn) de A/%Q , de sorte que nous avons

]

A/,ié =K[,:l 9 oes n

vy

Cormne ?r/) constitue la closse zéro, les relations

F(X| 5 ooy X)€P ot F({y 5 eeey £)=0

sont équivalentese

Or, dans l'homomorphisme (5 ) , deux élénents distincts de K , regardés
corme élénents de L , ont des images distinctes dans i/Y (autrenent, on dirait
¥ o= A) . Donc K est contenu dans le donaine d'intégrité 4/.L et par conséquent
dans son corps des quotients  =K(§, 5 s, En) . Les 7§ appartiemment
donc & une extension finie, 3 , de Kt (35, , «ee, En) est un point
abstrait, |+ , et nous avons obtenu le théoréns suivante

4 ~
THEOREME 14 (VAN DER WAERDEN). - Pour qu'un polynue F(X; , ..., xn) appar-
tienne & 1l'idéal prenier } il faut et il suffit que F s'annulc au point

po= (}1 s ooe y En) s que nous eppcllerons point ginéral de 1'iddal ¥ , ou
de la variété S(:?) .

REMARQUE. - Le construction précédente du point générel (ou zéro géndral) de
1'idéal ¥ n'est qutune généralisation du procédé de l'adjonction symbolique
pour la construction des nombres algébriques.

Le théorine 14 exprime que 1'idéal (1\) , cnseuble des polyndmes nuls au
point oo est 1'idéal ,F‘ :

v = A
A4 2 ) = ¥
Corme W ¢ S({») , nous avons ',(t\) 2 "V (S(p)) clest-a~dirc

¥ 2 ) (S(;{‘,:)) « Or nous savons (p-ragraphs 1), que .y gﬁ.f;‘) (3{#)) & nous retrou-
vons donc, indépendenment du théordme des zéros de Hilbert, 1'égalité fondamentale
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yo= M)

et, en pos-nt S = S(/Y;) , nous avens 1'8égelitd

W) = 3E) (= §)
D'une fagon générale, cherchong naintenant & quelle condition il existe un

point abstrait M = (x; 5 ees, x,) tel que 1l'on ait

M) = 5(S)
S désignant une veriété définie sur un corps K , et a priori quelconques Or

1'égalité précédente Squiveut aux deux inclusions

4

a. (M) 2 V(S), clest-d-dire M est un point de S

be '5(M)2 (S), clest-a~dire : un polynSme nul en M est nul en tout

EOint M! _(_12 S .

Un point M ayant les deux propriétés précédentes sera appelé point générique
de la variété S . (On n'impose pas ici la condition supplémentaire que
K(x, » ooe xn) soit une extension réguliére de K , qui intervenait dans la
thiorie de WEIL).

L'idéal M) Jtant, visiblement, premisr, 5(S) ne peut lui Stre égal que
8141 est lui-méme premier, et alors S est irréductible sur K : une variété

S qui possdde un point génériqus est irréductible.

THEOREME 15 (théoréme d'unicité (24). -81 M= (x) et M'=(x') sont deux
points génériques d'une variété S définie sur K , les corps K(x) et K(x')

sont isomorphes sur K .

On a en offet "S(u) = U (M!) : clest-d~dire qus k' est spécialisation géné=
rique ds M sur K , et il suffit d'appliquer lemme 3 (dans lequel la régularité
de K(x) n'intervient pas)e

Enfin, si nous mous donnons un point abstrait M= (x; , see , X ) dont les
coordonnées appartiennent & une certaine extension de X , mais sans supposer
nécessairenent qus K(x) est unc extension régulicre de K (de sorte qu'on
aura des résultats moins précis que ceux de WEIL), 1'iddal '3(M) dans
L[X; 4 eee o X ] est un idéal preuicr 4 , qui a une certaine variété

S = S(:{,‘.) . Nous avons

(’2'2 Cfe B.Le V4N DER WAERDEN paragraphe 24, pe 111l.
y P
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donc S est irrdductible sur K et M en est un point générique. Nous dirons

encore que B est le lieu de I o 4 cette variété S correspond une variété

(L) au sens de Weil si en outre E(x) est une extension rézuliére de K . hlors,
si (;) désigne le point général de S , K( 5) est aussil une extension régu-
lidre de K pu:.sque K(j) et K(x) sont isomorphes sur K ¢ il en est

ainsi toutes les fois que K est algdbriquenent ferné.

Lo dimension 4 d'un idval premier b de l'anneau i ou de la variété S,
irréductible sur K , correspondente, est le degré de transcendence du corps
K(x; 5 oov s xn) o M= (X, 5 eee, xn) est un point générique quelconque de

S « On a éviderment W< d <n .

i

VR
THEOREME 16 ([8J, pe 113). = Soient ly_‘, ’ 1‘4 , deux idlaux premiers de A , de
dinensions d et 4! , dont les varidtds sont S et S' + 51 ¢ <« P, o

ce qui revient aumfme, S 2S' , ona d >z d" st 1'égalité d =d' n'a leu

que si ,P = /p’o
Soient M = (xl 9 oo Xd s cee o Xn) ’ M = (Xi s cee xé.' g oo x;l) des
points génériques de S et S' , les notations Stant telles que X[ , oo 4 X},

soient algébriquenent indépendants sur K . Alors x; , «se , X3, le sont aussi
car V(x5 eee 5 Xgy) = , ou ‘W"(XL R Xy) € K[X 5 eeey Xyl et
# (v, entrafnersit %(XL1 sy eee s Kgy) € i ,TJ , done ¢ (x] 5 eev xd,) =0 ce
qui est absurde. Les d! &léments X s eee s Xy étant algébriquement indé-
pendante sur K , nous avons bien d >d' . Nous pouvons d'ailleurs supposer les
notations tellcs que Xy , v.. , Xy colcnt 2lzébriquenent independants sur K ,
et le corps Z =K(x; ; eee 5 X ) est une cxtension algébrique de
K(x; 5 ees p %7 5% une extens:.on alglbrique de K(x; 5 eee , %) o

Si d =4d', et si nous avions Y _p‘ strictement), 11 existerait au moins un
polyn8ne G(X s eee 5 X )C}CI ct n'appurbenzmt pas & Y , done tel que

g' =Glx] 5 oeey XI’I) Gt g =Glx 5 eevy xn) £0 . Or géz vérifie une
dquation algébrique de lo forme

T
pog +..,+p =0

A
supposer p,, £0 . L pclyn&le P0 GY ot vee + P appartlent a S;. s donc a

AP , d'ol, puisque g' =0, P (xf, ¢, x') +0 ce qui contredit 1tind¢pen—

ou P, = P. (xl y soe g x) avec PR‘ K[X1 s eee s Xy J et nous pouvons

dance de X! , eee , X}, SUr K.
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COROLLAIREe -~ Tout Eoint' Q de S a une dimension d' <d sur K, et,si

d* =d, Q est un point génlrique de S5 .« I1 suffit de renarquer que la variété

St lieu de Q@ est contenue dans S

Cas particulicrs.

1° Ia varicté ambiante S™ , dont 1'iddal 1(S") est 1'idéal (0), et dont s
point géndéral est le point (X1 s sse Xn) dont toutes les coordonnées sont

des indétermindes, a lc dimension n .

20 Tout idéal prenisr principal 3¢= (F) #4 et # (0) a lo dimension n -1,
car on a une équation unique entre les coordonndes duw point général, cette équa—
tion n'est pas une identité et une au noins des coordonndes y figure effective-

nente

Igversement, soit Y = (Fl 5 see Fh) un iddéal premier de 4 , de dinension
n-1.8 F n'estirréductible sur K , au noins un facteur irréductible

F: de F, appartient é"ﬁ> (25). In posant F, = Ff qu , nous avons
. * O - (¥ :
,*]: (El (1:1 [} F2 ) coe Fh) }_(Fl ) F2 y cee Fh)g,‘{)\
donc

_ (w* —_-
=L, Ty eeny F) 2 (F]) .

Or (Ff) est un idéal premicr de dimension n -1 , comme Ay ¢ on a done 1'éga~
s %
lite 'P = (F 1 ) .
30 L'idéal premisr ':(a) associé 3 un point a = (al s oee an) dont
les coordonnées appartiennent & K , a la dimension O . Le point a est en

effet définie par lecs cguationc
XC\;"&/\:O (?\:l,...,n)

I1 est point générique de cectte variité qui ne comprend pas d‘'autre point ; or
ona K(a , ees ,2)=E,dnc d=0,

Inversenent, si X est algébriquement ferné, un idéal prenier de dimension

0, dans & =K[X] , eeey Xn] o _une varidétd S(*ﬁ) réduite & un point dont

les coordonnées apparticnnent & K . Les coordonnées (?d g oo "irﬁ du

point général B de sont algébriques sur K puisque d = 0 , donc appar—
tiennent & K =X . Comne ﬁj = fﬁ(r4) , la variété de *) se réduit au point e

(25) Ltexistence d'un tel facteur risulte des propositions classiques sur la
factorisation dans les anneaux de polyndmes j voir par exemple DUBREIL [2 ] chapi-
tre VI, n° 1, 2 et 5.



3-18

Si K n'est pas alzbriquenent fermc, tout point M de S(p) a ses coordonnées

dans K , car un tel point asur K  une dinension au plus égale & d , et
d=0. M est donc point générique 4: S , A'aprés le corollaire du thooréme 16.
I1 peut y avoir plusieurs tels points, nais alors, ils engencrent, d'aprés le
théoréme 15, des corps isomorphes sur K ¢ ce sont des points conjugnds sur K .
Par conséquent, toute variété irréductible sur K et ds dimension O , est un

systéne de points Je 1llespace C;_ » conjugués par rapport & K .

EXEMPIE. - Prenons n =1, K= T, corps des nonbres rationnels, = éXz -2).
Nous avons A/y =T(\/2) « L'idéal 4 est prenier sur K=T, puisque X =2
est irréductible sur [ ; la variété ‘S(qs) y irréductible sur ¥, est de dinen-
sion O et se compose des deux points x= V2 ot x=- V2 dms K.

6. Extension du corps fondamentale

Considérons une veri¢té S définie sur un corps K par des équations
=0 (A =1, eee,r) o FyecK[X , eeu, X J].81 L désigne un sur—
corps de K , les mfmes équations F = définissent sur L une variété que
npus désignerons par SL « L'exenple ci-dessus montre que, S étant irréductibls,
S; peut se déconposer (sur L).Si, S OStept irréductible, S, 1'est amssi

quel que soit L 2K , S est dite absolument irréductibles On a & ce sujet le

théoréme suivante

/ N

THEOREME 17, - S1 S est une variété irréductible sur K , de dimension d
la variété SL s ot L est un surecorps de K , est la réunion de variétés irré-
ductibles, toutes de dimension d , conjuguées par rapport & K o I1 suffit d'effec—
tuer une extension algébrique finie, convenable, A, de K , pour obtenir une
variété S/N qui soit réunion de veriétés absclument irréductibles. (Cf£. [8),
paragraphe 31, en particulier Satz 5 pe 123+ La dénonstration donnée par
VAN DER WAERIEN repose sur la théorie de 1'¢limination).

Ce théoréne entraine visiblement 1l'important corollaire suivante.

COROLLAIRE, —~ Pour qu'une variété S définie et irrdductible sur K soit
absolument irréductible, il faut et il suffit que S_ soit irréductible sur K .
K

En particulier, toute varicté S définie et irrdductible sur un corps algébrique-

nent fermé, est absolument irréductible.

En fait, cette propositcion se rattache immcdiatenent a la théorie de leils Ia
condition du cordéllaire étant évideiment nécessaire, supposons S irréductible

sur K et S_ drréductible sur X .
K
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Soit QI: (;' L) ?n) lc point général ds S_ : K &tant algébriquement

fermé, E(3) est unc cxtension régulitre de K ef lo leu S_ de - sur
K est une variété-lieu au scns de Weil, S_ =7V . L'idéal K
X

2 T)K = Us_)
X

a néne base que 3(8) , donc a une base dans K [Xl y sse y Xn] : K estun

corps de définition de V . (Cf. thdoréne 8).

S est par suite absolunent irréductible. Soit en effet L un sur-corps de K .
Clest eussi un corps de difinition pour V et on peut trouver un point  (x)
qui soit point genérique de V sur L et sur K (théordéme 7). Nous avons

5(5) = e sy) = T/
or 1'idéal B(x)/L est premier, quel que soit L ; S; est done irréductibble

et S est absolunent irréductible.

Dans 1'exemple placé & la fin du paragraphe 5, nous avons une variété irréduc-
tible sur I qui n'est pas absolument irréductible. Le corps X( §) = T (V2)
n'est pas ici une extension réguliére de  , parce que | n'est pas algébrique=
nment ferné dans T (\/2) .

Donnons maintenant un exemple nontrant que d'autres accidents peuvent se produire
dans 1'extension du théordme fondanental, quand le corps K( ‘5') engendré par
1ls point général n'est pas une extension rézuliére de K .

Un champ de Galois étant un corps parfait et toute extension algébrique d'un
corps parfait &tent séparable prenons, pour obtenir un exenple d'extension insé-
parable une extension tronccendante sinple k(u) du corps prenicr k de carae-
téristique p (# 0). L'élément v = YA cest algibrique sur k(u) = K, et aucun
des ¢1éments v gpour m =1, «ee , p =1 n'appartient & K . En effet une
relation de la forme

au’ 4+ ... (r 20, s >0)
Il 0
bou + see ao, ooo,bo, ooo,&_k

entratnerait, en élevant le puissance p ¢

um(bg ™ 4 L) =9{8 T o+ Ll
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ee qui exigerait m + ps =pr ; or, p d&tant prender ceccl est inpossible pourles

valeurs de 1 considérées.
Le polyndne
Py v = @ -v)P ex[X]

se déconpose en facteurs linceires sur le corps L = K(v) , donc ne pourrait

avoir comme fecteurs irréductibles sur K que des polynfues de la forne

X -v)" mM=1, eos y p=1) ¢ comme le termc constant I n'appartient

pas & K, X -y =0 définit sur XK unc variétd irrdductible S o Sur L = K(v),
cette équation s'éerit (X - v)©£=0: S; se réduit au point x =v , et est
encors une variété irréductible. Mais alors que 9(X) a pour base (¥ -u) ,

'[S(SL) a pour base (X -v) (On papprochera d'ailleurs cotts circonstance du

thécvéme 6)
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