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Séminaire A. CHATEIET et P. DUBREIL
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)
Anndes 1948-1950
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xposé n° 2

VARIETES ALGEBRIQUES, II.,

par Paul DUBREIL

4. Changement du corps de définition ¢ préliminaires algébriques.

Aprés avoir vu une condition nécessaire et suffisante pour que deux points P
et P' engendrent le méme lieu sur un corps k donné, et montré que deux tels
points génériques d'une méme variété ont la méme dimension sur k (voir exposé
précédent, paragraphs 3 : théoréme 2, lemms 3 et remarqus), nous allons étudier
ls changement du corps de définittion k ¢ cela nous conduira & une condition néces—

saire et suffisante pour qu'un corps k soit corps de définition de V , & une
condition nécessaire et suffisante pour que deux variétés définies par les couples
(k , P) et (k' , P') coincident, st au caractére intrinséque de la dimension.

Le probldme de base est le suivant. Soient deux corps k et K , avec
k €K (€ A) « Siunpoint P=(x) aun lieu v sur k , a-t-il un ldeu V
sur K, et a=t-on V = v ? Inversement, si un point P = (x) a un lieu V sur

K, a~t—il un lieu v sur k et a-t-on v=V2?
I1 est clair que ce probléme se¢ décompose en deux 3

(a) un probléme de théorie des corps ¢ k(x) étant une extension régulisre

de k , le corps K(x) est-il extension réguliérc de k ?

Dens l'autre sens, K(x) &tant extension régulitre de K , k(x) est-il une
extension réguliére de k ? On répondra affirmativement a ces questions, & condi-
tion, bien entendu, de faire des hypothéses convenables sur les corps
k, K, k(x), K(x)

(b) un probléme de spécialisation, c'est-a-dire de théorie des idéaux, comparai-
son des variétés v, et V , dont (a) aura permis d'affirmer 1'oxistence simul-

tanée.
La résolution du probléme (a), dans le sens ds k vers K , fait intervenir

4 peu prés les mémes moyens algébriques que la démonstration de 1'équivalence
de la premiére et de la deuxidme définition des extensions réguliéres.
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La premiére étape consiste & introduire une propriété plus faible que la disjonc-

tion lindaire & non sculement la nouvelle propriété permet d'experimer sous leur

forme la plus largs les hypothéses qui doivent &tre faites, mais elle joue un
r8le essentiel dans ccertains raisonnements. On 1l'obtient en remplagant dans la
disjonction lindaire les mots "lindairement indépendants" par les mots "algébri-

quement indépendants".

Soient donc L , 12 deux corps contenant k comme sous-corpse Si les quanti-

tés X 5 eeey X, €L, algébriquement indépendantes sur k , le sont toujours

aussi sur L, , do méme les quantités y, 5 e, vg € Ly algébriquement indé-

pendantes sur k le sont aussi sur L1 ¢ deux corps L1 et ]‘.2 possédant cette

propriété symétrique sont dits algébriquement inddépendants ou libres sur k .

On peut & la fois établir et expliquer l'existence de cette propriété et de la
disjonction lin¢aire, en considérant d'une fagon trés générale, dans un ensemble
A (qui est ici 1le domaine universel), une propriété d'indépendanue 31‘2 st

une propriété de dépendance Go L, ? négations l'une de l'autre, portant sur

o 11
les é1éments dtin sous-ensemble L1 et relatives 3 tn autre sous-ensemble L2 ()

Soit k wun sous-ensembls d¢ L, et de L, . Nous diroms que L, est disjoint
de L, sur k si

Ll
L2(Jc1 y eee xp)
(x\; (3 Ll) « Cotte propriété de disjonction est symétrique toutes les fois que
L L
i, R 4
(6) aS&.:Ll(yl 9 see yq) et .)k

e
3 3
2 (=, 5 ooy xp) entratne 0

(Yl $ oo .')'q)
v, ¢ L,) entraine licxistence de X 5 +ee , X & L, tels que

(7) B ) st 3, )

. L2 }(1 9 see o Xp S \)k Xl 9 cee Xp
En effet, si L, n'dtait pas disjoint de I, sur k , on aurait au moins un
ensemble {yl s ese yq} vérifiant (6), donc un ensembls fxl s see xp‘}
vérifiant (7), ce qui est absurde, puisqus, par hypothdse, I, est disjoint de

L,?_ .

,(11) On trcuvera une ¢tude systénatique des propriétés de dépondance ou,d'in-
dépendance, ainsi envisagées, dans un mémoire de HAUPT, NOBELING et PAUC (213
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I1 suffit donc, pour chaque type de dépendance, de vérifier que (6) entratne
(7) Dans le cas de la dépendance linézire, c'est & psu de choses prés, la dduons—
tration donnée au paragraphe 2 s les relations (6) signifient Z ur‘ vy, =0

2
ou les u\x s ¢lénents de L, s n'appartiennent pas tous & k . En ddésignant par
Xp (= vf) un systéme maxinal d'éléments lindairenent inddépendants sur k

parni les Uy pona uP:Z cM x, avee CN‘ € k, d'au zf: z xf =0 avec
z, = % GM yr“ ¢ Ly , clest=a=dire (7). "

Dans le cas de l'indépendance algébrique, 1'hypothése (6) signifie que
Y9 eee s ¥ algébriquenent ind:pendents sur k , annulent au noins un polynSne
F(Y, 5 eeey Yq) & coefficients dans L, « Soit X, , ees x, un systéne na-
xinal d'élénents algébriquenent indépendants sur k parni ces coefficicnts
les coefficients de F apperticnnent tous & une extension algébrique :' ’
d'ailleurs finie, du corps. y_=k(x; 5 ees 4 x ) 5 les y , algébriquenent
ddpendants sur Y ' , le sont aussi sur VAN DER WAERIEN [3 ], paragraphe 64,
Grundsatz 3, pe 210, donc annulent un polyndne . G(Y1 ) vee Yq) 4 coefficients
dans Z et il suffit de rmltiplier par le dénoninateur corrmn éventuel. pour

obtenir une relation

P(xl’""xp’yl’."’yq)zg ou Pﬁk[xl’oao’XP,Yl,oc-,YqJ

de sorte que les x , algébriquenent indépendants sur k , sont algébriquenent

dépendants sur k(y; 5 eee » ¥ ) 5 donc sur L, s
9 Ce Qs Fo Do

EXEMPIE. - La ferncture algébrique k de k et un corps K quelconque sont
algébriquenent indipendonts sur % « Bn effet, tout ensemble d'éléments de 13
algébriquenent indépendants sur k est vide, il n'existe donc pas de tel syste=
ne dont les ¢ldnents soient algébriquenent ddépendants sur K (on peut renarquer
aussi que des él¢nents (de K) algébriquement dépendants sur kX 1s sont aussi

sur k .

Deux extensions L, 5 L, de k , linéairencnt disjointes sur k , sont al G

briquenent indépendantes sur k o ((4], proposition 4, pe 4)e

Soit en effet un ensenble d'éliments y; 5 eee , Vg ¢L,, algébriquement
dépendants sur L Nous avons

(8) F(yl 9 vee 4 yq) =0 ou F(Yl 9 see yq) 4 Ll[X:] et £O
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Si les coefficients uy, de F appartiennent tous & k , les y sont algébri-
quement dépendants sur k (C. Q. Fe¢ D.). Sinon, les Up (€ Ll) s'expriment

lindairerent au moyen d'un ensemble maxiual d'éléments Xp linéairenent indé-

pendants sur k ¢

u =Z‘:cf‘fx" Cup € k, X, € L,
. .. {
et (o) s'éerit
_,t;‘:xf%(y) =0 ol PF(Y) €k [Y] donc Pf)(:)")ék(y)_‘J;L2 .

Or, L, et L, étant lindairement disjoints sur k , les X, sont aussi
linéairement indépendants sur LQ s ce qui entraine P (y) =0 ¢ comme uh au
noins des P? () n'est pas mul, puisque F(Y¥) =) XPPF(Y) £0, 1les y

sont encore algébriquement dépendants sur k f
C. Qc Fo Do

I1 est naturel de se demander si, en imposant une condition convenable &
certains des corps k, L1 ’ L2 , on peut passer inversement de 1'indépendance
algébrique de L1 et L2 gur k & leur disjonction linéaire. Le théoréme
suivant répond & cette question, tout en résolvant la premiére partie du pro-
bléme (a).

THEOREME 3. - Soit P = (x; 5 »++ , X ) = (x) un point tel qus k(x) =1,
soit extension régulidre de k . Si K (= L2) st k(x) sont algébriquement
indépendants sur k , il sont lindairement disjoints sur k , et K(x) est
extension réguliére de K (P a donc un lieu sur K comme il en a un sur k) (12).«

L'ensemble des éléments de K algébriques et séparables sur k est un
corps k! (car les propriétés "algébrique" et "séparable" se conservent dans
les opérations rationnelles, voir par exemple VAN DER WAERDEN [3] paragraphe 38,
pe 118-119 et paragraphe 41, p. 136) 3 on établit d'sbord que : k(x) , dans
lequel k est algébriquement fermé, et k' (regardé comme une cxtension algé-
brique séparable quelcongus de k) sont linéairement disjoints sur k . Soient
en effet «; 5 «eo 5, X, des é1éments de k' lindairement indépendants sur

ki k(g 5 o0y p(r) ; étant séparable sur k , est une extension simple

1 I d Y -
- 2) (4], chapitre IV, paragraphe 1, théoréme 1, p. 70 et chapitre I, para-
graphe 7, théoreme 5, pe 18. Ce théoreme repose sur une série de lermes dont il
serait trop long de reproduire les démonstrations : nous nous bornerons a4 in-
diquer 1l'enchafnement des idées.
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k(0) de k ("théordme de 1'élément primitif, [3], paragraphe 43, p. 138), et
il suffit de montrer que k(8) et k(x) sont lindairenment disjoints

sur k « On 1'établit ([4], chapitre I, proposition 7, p. 6) en s'appuyant sur
le lemne suivant ([4], proposition 6, ps 5 3 on pourra se reporter aussi a
VAN DER WAERDEN, (3], paragraphe 35, p. 106, et paragraphe 38, p. 118).

IEMME 4. - Scit (;1 s ses g §S) = (%) un cnsemble d'éléments algébriques

sur un corps k , et L un sur-corps d¢ k . On a

[L(%) 2 LI <[k(%) + x]
avec 1'égalité si et seulement si L et k( }) sont linéairement disjoints

sur k.

Ce lemme permet de montrer que k(8) et k(x) , dans lequel k est algébri-
quement fermé, sont linéairement disjoints sur k : les X € k(®) = k' sont
donc bien lindairement indépendants sur k(x) .

On sait donc, d'aprés la symétrie de la disjonction linéaire, que des éléments
de k(x) lindairement indépendants sur k 1le sont sur k' : pour Stablir que
k(x) et K sont linésircment disjoints sur k , il suffit de montrer que
k'(x) »k(x) et K sont linéairemsnt disjoints sur k' .

Or, cette derniérc propri¢té résulte du lemme suivant, dont la démonstration
((4], chapitre I, proposition 18, p. 17) repose sur la théorie des dérivations
abstraites ([4], paragraphe 5, en particulier proposition 15 et théordne 1,

Pe 13)e

IEMME 5. - On supposc llextension k(x) sépar-blement engendrée sur k .

Alors, K , algébriquement indépcndant de k(x) sur k, ot k'(x) sont

linéairement disjoints sur k' (k' ddsigne toujours l'ensemble des ¢léments de

K qui sont algébriques et séparables sur k).

Pour achever la démonstration du théoréme 3, il reste A montrer que X(x)
est une extension réguliére de K o Comme k(x) et K sont par hypothése algé-
briquement indépendants sur k , k(x) et X , fermeture algébrique de K , le
sont aussi (car des é1ldments de k(x) algébriquement dépendants sur K sont
algébriquenent dépendants sur K , ([2]), donc finalement sur k). Donc d'aprés
la premidre partie du théoréme 3, k(x) et X sont lindairement disjoints sur
k ¢ par conséquent, des ¢lémemts de k(x) (=¥) Lindairencnt indépendants

sur K (=Y ), donc sur k, lc sont sur K (=S ">Y) ¢ dlaprds le lemnc
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suivent, =X ct le corps conposé (13) “}«1 ds et de S, clested-

dire ici K(x) , sont lindcirement disjoints sur Z: K et K(x) est bien

une extension réguliére de K .

LEIME 6, :-Soient Z < Z' et {,/, trois corps (=< A) , et 5&31 le corps
composé de - et de J o Si tout ensenble d'¢léuents de 4% lindairement indépen-

dants sur 3 ost un cnsemble d'¢léments lindairement inddépendants sur Z‘, 3
et & sont lindairvement disjoints sur }_ ([4], chapitre I, proposition 5,
P 5)-

Soit § .es s W eeel un ensemblc fini d'élénents de Z' linéairenent in-

dépendants sur )} , et soit une relation

-{- — v 1 «"';AT
9) L u'p w,=0 avec ul ¢ i
Or, les u'r\ sont des quotients de somnes _—x\) ¥y ou X, & Z » Y, € S H
donc, en les multipliant par un rnultiple commun c £0 (c ¢ L‘-:“‘);-fl) des dénoni~

nateurs, on obtient les éléments

(10) T (30—
10 v, = = A lY‘a Vv{‘ }__
) t)) * ypyw RS

Soit S see s T, 5 e un ensenble maximal d'élénments lindaires indépendants

sur Y, extraite de 1'enseuble des ¥ s on a

>
yﬁ:;apy;\ Z;) El‘, Y/\e Z, Z,A@ gp
dfolu

P
(9) entratne

u =Eb_ 3 avec b.\;\zz__a
A ¥ y

w,=0 'est=a=-di S =0
%u}, b c'est-a~dire /__chzﬂ

ou ey = ZW bu )¢ Z « Or, par hypothése, les z,\ , élénents de GXV linéaire—

ment mdepsndants sur Y, sont linéaircment indépendants sur ) '. Donc

ey = 0, et, puisque les w, sont indépendants sur Z 9 b}‘r o, uF =0,

tA
u':—.O, c

P

Qe Fo Do

l » s ——
*2) 1e corps composé %, de :f%et de ), tous deux contenus dans A , est

le plus petit sous-corps de /\ contenant I‘> st Z « Les é1éments de %F"l sont
des quotientsde sommes X, % o x ¢ S Y, € 5o
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ae Le probléme est ainsi résolu par le théoréne 3, pour le passage d'un cotps
k & un sur-corps K . Considérons maintenant le passage inverse, d'ailleurs

beaucoup plus facilee

THEOREME 4+ - K(x; 5 oo, xn) = K(x) &tant une extension réguliére d¢ X ,
et k désignant un sous-corps de K, si K et k(x) sont lindairement dis-

joints (donc algébriquement indépendents) sur k , k(x) est également une

extension réguliére de k .

Des éléments de k(x) linéaircment indépendants sur k , le sont aussi sur
K, donc sur K (puisque K et K(x) sont linéairement disjoints sur K
d'aprés la premiére définitiondes extensions régulieres), et a fortiori sur k ’
sous—corps de¢ K : k(x) est donc bien extension régulidre ds Xk .

be Nous supposons maintenant les corps k et K, k =K et le point P = (x) ,
tels qus K et k(x) soient algébriguenent indépendants sur k , st k(x)
une extension réguliére dc k o D'aprés (o), K(x) est extension réguliére de

K,st K et k(x) sont linairement disjoints sur k .

THEOREME 5. - Avec lcs hypothéses précédentes, le lieu v de P sur k
et 1s lieu V de P sur K coincident, en d'autres termes on a la relation

d'équivalence

(x,P)=z(x, P
ou encore $ toute spéecislisetion finic (y) de P sur k est une spécialisa—~
tion (Y) de P sur K, ot inversement ([4], chapitre IV, théoréme 1, p. 70,
et chapitre II, théoréme 4, p. 29).

En particulier, si P = (x) aun liesu V sur k, il a le nfme ldeu V sur
la fermeturc algébrique k de k , puisque k et tout corps X (en particulier

K = k(x)) sont algébriquement inddpendants sur k .

Les points de v , spécialisations (y) de P sur k , sont les systémes
de n quantités anmulent les polyndnes d'une base de 1'iddal R, (x)/k « Les
points de V , spécialisations (Y) de P sur K, sont les systémes de n
quantités annulant les polyndnes d'une base ds 1'idéal % (x)/K . Le théoréme
sera &vident si 1'idéal “B,(x)/K posséde une base dans l'anncau k [X] et si,
ds plus, cette base est une base de 1'iddal P (x)/k . Il en est bien ainsi
d'aprés 1le théoréme suivant ([4], chapitre I, théoréme 3 et lemme 1, pe 15 ;

le lemme 1 cst donné ci-dessous)e
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THEOREME 6. = Soit K sur un sur-corps de k . L'idéal ¢%(x)/K a une base
dans k [X] si et seulement si K et k(x) sont lindairement disjoints sur
k ; quand il en est ainsi, cette base cst $galement une base pour SP(x)/k .

Nom seulenent cet important théoréme permet de démontrer le précédent, nais il
apporte une condition nécessaire et suffisante pour que k(x) soit une exten—
sion réguliére de k (c'est-a-dirc pour que k(x) et k soient lindairenent
disjoints sur k) : cette condition est que 1'iddal ©%(x)/k ait une base
EEEE k[X]. Signalons en outre que cette condition intervient dans la démons-—
tration de 1l'équivalence de la preniére et ds la desuxléme définition des exten—

sions réguliéres. Enfin, le théoréme 6 interviendra encore dans la recherche d'une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un corps soit corps de définiticn d'une
variété donnde.

Ie théoréme 6 repcse sur 1l¢ lemme suivant, souvent utilisé (sows unc foime ou

sous une autre) dans la théorie des idécux de polyndmes.

LEMHE 7. ~ Soit ¢y un iddal de 1l'ammeau K [X; , ..., Xn] =K [X] « On_suppo-
S6 que ':)C adnet une base (coo 9 F » coc) da.ns k [X] » k déSignaIlt

¥

un sous-corps de K .

1° Tout polyndme I(X) ¢ 4¢ est combinnison lindaire, & coefficients dans
K , de polynbne de 1l'idéal 64 sngendré par la base (ees , I, , «oo) dans
k[X]:

%@ (X) = ,L_}\__ xt\(\%;tt (X) Vﬂ,_k g K ’ \V rk (X) & ,‘?_O
En effet, 4 peut &tre Jcrit sous forme de combinaison lindaire & coefficients

dans X , ds polyndmes de la forne

61 671
Xl ace Xn F)) (X)
lesquels appartiennent & X, .
20 53 -
& =5 4
(11) 2 (X) __\4;1_ KN PA(X) P%(x) €x[X]

et ou les ﬂ}e'K sont lindairement indépendants sur k , on a

P (X) ¢ &
i( ) hee}

En particulier ™n k[X]= & .
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Soit {eee G(\>(X) y see? 5 (=1, «vs yn), un ensenblc ninimal de poly-
nfmes de  ©, tel que & (X) puisse s'exprimer sous la forme g Gf ou

Yo €K 3 les G? sont donc lindairement indépendants sur k « La relation (11)
entraine

(12) “\“"e G, =“\%\‘_‘_ £ P

hatn— \ ,~\
\; ri
En identifiant, on obtient les ‘rclations lindaires de la forme

(121) Lg’( ) = ;"-a’( (f;)

ou les L f(U) ’ Zvi(_;,(V) sont des formes lindaires sur k% . Il nc¢ peut y avoir
plus de n formes L lincaircment indépendantes (puisque ce sont des formes
& n variables et il y en a exactement n , car, dans le cas contraire, les

dquations IL.(y) =0 aurecient au moins un systéme de solutions cp € k non

toutes nulles, et nous curions o G{ =0 oo qui est impossibles Par consé-

quent, les relations (121), cpmpeftibles puisqu'elles proviennent de (12), peu=
vent &tre résolues par rapport aux < , ce qui donne
T
’S?=§b}~A (7., ou bF;\&k
(12) st'éerit done
T-I;- 2. (P -Y b _G)=0
= 2 -‘T— Faf
Les {5 Gtant lindeirenent indépendants sur k , et les polyndues Py = ; b.O¢
apparbeﬁant 3 1'anncau k [X], ces polynfnes doivent &tre identiqm:nené mls,
d'ol P)\’c 0:0 + En particulier, on voit, en prenant r =1, f; =1, qu'un
polyndme de .k [X] appartient & ¢y ; or, on a évidemment iy & % Nk [x1J,
d'ou 1'égaliti.

- DRLONSTRATION du théordne 6.
1° Supposons que 1'idéal 3 (x)/K eait une base dans k [X] « Soient #, des
81énents de K lincairenent indépendants sur k ; une relation z P p. = 0
p Y
oh p. ¢ k(x) se ronéne & lo forme A
4

A

A iﬁl P'\(x) =0 ou P (X) ¢ k [X]
R .

donec & la forme

i ﬁ;\P‘\(X) =D(X) ¢ )K= -

ce qui entratne d'aprés le lerme 1, P,,\(X )é g s ot par conséquent
P,() =0, p,=0;les [, sont donc aussi linéairenent indépendants sur
/ A
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k(x) , ct K et k(x) sont lincairement disjoints sur k .

2° Inversenent, supposons K et k(x) linéairenent disjoints sur k « Soit
& (X) € X [X] ; prenons parmi les coefficients de & (X) un ensemble nexinal |
d'é1énents tH% (€ X) lindaircment indépendants sur k « En exprinant les
autres coefficients au moyen des (3 , nous obtenons %(X) = Z (:;\ P’A (x) ’
ou P).(X) ¢ k[X] .51 alors nous avons A

¢ e F5(x)/K = & c'est-a-dire $(x) =0

il vient _ fy Pax) =0, d'od P,(x) =0 puisque les #, sont aussi lindai-
tx ./ 4 - pY 0}
rement indépendants sur k(x) , c'est-ia-dire

P.(x)e 2 (x)/k =

Tout polynSmo de < est donc une combinaison linéaire, & coefficients dans K ,

de polyndmes de <% ; on a d'autre part, ¢. = w0k [X], donc < &, Par
conséquent, toute base de (% dans k [X] est une base de % (14)

Ce Qo Fo De

Dans le méme ordre d'idees, on a encore cette importante propositione.

IEM/E 8, = Soit ¢ un idéal de l'anneau K [X] =K [x1 y soe Xn] o Parni
tous les sous-corps k de K tels que ot alt ume base dans K[X], il y

én a un, ko s qui est contenu dans tous les autres. Pour que & soit invariant
dans un automorphisme s de K , il faut et i1l suffit que s laisse invariant

tout é1lément de k| (15 Yo

Nous renvoyons & [4 ] (chapitre I, lemme 2 p. 19) pour la dénonstration dont

b

le principe consiste & ordonncr les nodules en X1 y coe y Xn .

l » o 2 4l ’ N ’ . .
( 4) On deduit immédiatement du théoreme 6 le lemme 2, établi directenent ci-
dessus. Si Xl ) eee Xn sont_des variables indépendantes sur un sur-corps K

de k, K et k(X , «e0s, Xn) sont linéairenent disjoints sur k  En effet,

1'idéal %34(X)/K est 1'idéal (0) , qui a une base dans k [X] . Signalons encore,
dans cet ordre d'idées, une proposition susceptible d'applications fréquentes.
Soit (ese 4 F,, (X) 5 ese) une base pour 1'idéal % (x)/k 3 (U, , ees 5 u

étant un ensemble de variables indépendantes sur k(x) , les F constituent une
base pour 1'idéal M(x , u)/k ((4], chapitre I, corollaire du théoréme 4, pe 16).

(15 ) On ne manquera pas de noter tout 1'intér€t que présente cet énoncé en lui
méne 3 si par exemple un idéal X posséde une base dans kl[X] et une base
dens k2[X , 11 en posséde une dans k [X] oh k = k, ©k, « En combinant le

lemme 8 et le théoréme 6 ob K est regardé corme un corps fixe, on voit que si
des corps k (& K) sont tels que K ot k(x) sofent lindairement disjoints
sur k , leur intersection a la méne propriété ; (k_ est d'ailleurs l'intersec—
tion de tous les sous-corps k ayant cectte propriéé).
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La premiére partie de 1'énoncé peut d'azilleurs, d'aprés une renarque de
Henri CARTAN, se déduire aisénent d'un théoréme analogue sur les espaces vectoriels
(BOURBAKI [1], chapitre II, paragraphe 5, n® 5, p. 67). Un sous-espace V d'un
espace vectoriel E , de base (a sur un corps K peut &tre engendré par
ses éléments pr_mord... aux (por ropport 2 cette base) ; et s'il est engendré par
des ékénents dont les conyosantcs appartiennent & un sous-corps k de K , les
é1léments primordicux ont eux-mémes leurs composantes dens k  ([4], propositlon 8,
pPe 67)e Le plus pstit sous-corps de X contenant les composantes des élénents
primordiaux est donc le plus petit sous-corps k0 de K tel queé V soit en-
gendré par l'ensenble des éléments de V dont les composantes appartiennent a
ky o

Considérons alors 1'idéal & (lerme 8) comme un sous-espace V de l'espace
vectoriel E = K [X] engendré sur K par les riondnes Moen X 5 eeey X e
Comme on le voit imnédiatenent, pour que <. ait une base a coefficients dans
ko s ky< K , il faut et il suffit que le sous-cspace vectoricl V = & soit
engendré par l'ensemble des polynfmes de <« dont les "composantes", c'est-a-dire

ici les cocfficidnts, appartiennent tous a kO , c'est-d-dire par les polyndmes

de % Nk[X] .+ Clest ndcessaire parce que, si « = (,.. s Fiy oee) ol

€ kfX], la relotion F __>__Pb F, ob Py _4___ %o My» €K [X], %y ek,
entraine FF‘ S“wa » ou Qw —M\}, poEE nk BX] c'ecst suffisant,
parce que (:nky[X], idéal dens kX], a, on tant qu'idéal, une base finie
(eoe s Gy y ...) § comme on supposé pour tout Fco., F __T__:,fH& avec
ek, HpexnkfX], dmc H _\‘*RW G, , ob RH\Q' ko[X], il vient

F_S (f b Q. =2 "}chK[X] ;
€.
(eee y GV y ooo) est blen une base pour i e

Dans ces conditions, d'aprés les propriétés rappelées ci~dessus, il existe
bien un corps minimum k, tel que < ait uno base dans kO[X] .

En prenant 1'idéal R (x)/k comme idéal «. et en tenant compte du théoréms 6,

on obtient la condition nécessaire et suffisante sulvante.

COROLIAIRE, = Pour que K _ei k(x) soient lindairenent disjoints sur k ’

(k < K), il faut et 11 suffit que k contiemne k, , corps mininun dans le-

quel 5 (x)/K posseéde une base.
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5« Changenent du corps de défirdticn ; théorénes fondamentaux.

Pour aller plus loin, nous devons faire intervenir la dimension r du point

générique P = (x) sur le corps de 4éfinition k correspondant. Supposons,

avec des notations convenzbles, X; , «eo , X algébriquenent indépendants sur

k, Xl 2 00 9 Xy algébriques sur k(x1 g vee xr) «5i K est un sur-corps
de k, P n'a plus forcénent la dinmension r sur K , mais une dinension

r <r, car X g evey X peuvent ne plus &tre indépendants sur K (par exen-
ple, K peut contenir certains d'entre eux). Mals, si nous introduisons r
quantités x! 5 eee , x! (¢ 4\) algébriquenent indépendantes sur K , elles

le sont a fortiori sur k , et nous avons l'isonorphisne

P i
5) H k(xl ) ces erk(X£ 9 ves XI")

(puisque ces deux corps sont des extensions purenent transcendantes de k , de

néne dimension). les femmetures algébriques de ces deux corps sont isomorphes
. ~ (16

dans un isomorphisme &, prolongeant ¢ ).

Posons

X' = (h:l,...,n—l‘)

r+h = 71 Fren
Ces quentités sont algébriques sur k(xi 9 see x;) s donc a fortiori sur
K(xi 9 see x;) de sorte que K(x{ s see xﬁ) a le degré de transcendance

r sur K : le point (x') a la dimension r sur K . Or, ce point est une

spécialisation générique de (x) sur k , d'aprés le lemme 3, paragraphe 3,
puisque induit un isomorphisme entre k(xi s see Xh) et k(xi y eve x%)

appliquant x . sur x!, . Hous pouvons ¢noncer 3

V2R
THEOREME 7+ -~ Si r cst la dimension du point P = (x) sur k, et si K

6st un sur-corps quelconque de k , il y a une splcialisation géndrique P' = (x')

de P sur 'k, qui a la dimension r sur K ([4], chapitre II, thécréne 2,

Pe 28 3 chapitre I, proposition 9, p. 7).

COMPLEMENTS« - Supposons en outre que P ait un lieu V sur k , P' 2o aussi
un lieu V sur k (théordme 2, parngraphe 3). Le théoréme 7 pernet d'affirmer

(16) C'est un théoréme connu (VAN DER WAERDEN [3 ], parageaphe 62, p. 205,
le dénontre quand il s'agit de deux fermetures algébriques d'un néne corps
¢ est alors 1'identitée Le raisonnement est susceptible de s'étendre).
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que K et k(x') sont algébriquement indépendants sur k ; (17). I1ls sont donc

lindairenent disjoints sur k , puisque k(x') est une extension régulidre de

k , et alors K(x') est aussi une extension réguliére de K (théoréme 3). P!

a donc un leu sur K , qui coincide avec son licu V sur k (théordme 5).

4 \
THEOREME 8e = Soit k un corps de définition pour une variété V , lieu de

P=(x) sur k.

1° Tout corps K contenant k est un corps de définition pour V 3 tout point

générique P = (x) de V sur K est un point générique de V sur k ; K st

k(x) sont lindairement disjoints sur k .

2° Soit k, le plus petit corps tel que Q%(x)k ait une base & cocfficients
18

dans kO
soit corps de définition de V , il faut ot il suffit qu'il contiennc k; ([4]
chapitre IV, corollaires 2 et 3, p. 71).

¢ ky est un corps de définition ds V , et, pour qu'un corps K

10 Soit, d'aprés le théoreme 7, P' une spécialisation générique de P sur X,
ayant néne dimension r sur K que P sur K . D'aprés les complénents eu
thécréne 7 P' a V pour lieu sur K comme sur k « K est donc bien corps
de définition pour V . Un point générique’ P = (x) quslconque de V sur K
est une spécialisstion générique de P' sur K , donc a fortiori sur k . Cl'est
bien un point générique d¢ V sur k. P a , comne P!, la dimension r
sur K et sur k (remarque paragraphs 3; nous voyons ici que dimk P = dimK'§
lorsque k ¢ K ; le cas tout & fait général sera exaniné plus loin). Il en résul-
te qus k(P) et K sont algébriquement indépendants sur k , donc aussi linémi-
renent disjoints.

20 Ltiddal @ﬁ(x)k nvant par hypothése une base dans kOLX] , k et kb(x)
sont linéairement disjoints sur k, (théoréne 6), donc ko(x) est une extension
régulidre de k, (théortme 4) etils Meu do P = (x) sur k, coincids avec
Vs ko
ds k ayant cette propriété. Si en effet k' Ck en est un autre, nous pouvons

construire un point 0! = (x') , point genérique de V sur k comme sur k' ;

est un corps de définition pour V . C'est le plus petit sous-corps

(17) Dans le cas contraire, [ quantités u; , «.o , u de k(P') , algébri-
quenent indépendantes sur k , (d'ou P r), seraient algébriquenent dépendantes
sur K . P! étont la dimension r sur k , soient v 41 2 *ee s V. des
quantités de k(P') telles que U, 5 eee U, , ¥V . & vee , V_ sOient al-
gébriquement indépendantes sur k % tout élément del k(P') y €N Particulier
tout x' , dépend algébriquement des u et des v sur k , donc aussi (a for—
tiorl) sur K ¢ comme les u sont algébriquenent dépendants sur K , on voit
que le degré de transcendance de K(x') sur K serait inférieur 3 r .

(*8) cf. legne 8 ci-dessus. WEIL désigne ce corps de définition minirmm de V
par ko=d6fV) .
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k(x') et k' sont lindeirement disjoints sur k' (théoréme 7 et complénents).
Par conséquent, ‘fﬁ(x)k o une base dans k'[X], (théoréne 6), ce qui entraine
que k' contient k, (lerme 8).

Soit enfin K wun corps de définition de V , non contenu dans k « Fcruons 1s
corps K, de K et de ki o Contenant K , K, est aussi corps de définition
pour V . Parmi les corps de définition contenus dans Ky, i1l y en aun, ki,

qui est minimum $ nous avons donc

(13) kg <k ot k) &K

puisque k, et K sont des corps de définition contenus dans X, . lais, dtapres
(13), ké est un corps de d¢finition contenu dans k , et commne k.O est le plus
petit, nous avons nécessairement

= k!
k, ko <K

Ce Qe Fu Do

Indiquons enfin treis résultats importants concernant la dinension, les

pseudo-pointg, et les dquations d'une varidté.

Dimensions. ~ Nous avons vu que, lorsqu'un corps de définition K en contient
un autre k , on a @ dimK'? = dim P, P &tant un point générique sur K,
P un point générique sur k . Remplagons k par ko ¢ nous voyons, en tenant
compte de la seconde partic du théoréme 8, qu'un point générique quelconque de
V sur un corps de définition K quelconque a, sur K , 1o méne dinension

r qu'un point générique Py sur ki e Ia dimension r d'une variété est donc

un élément géométrique attaché & cette variété, c'est-a-dire inveriant dans les

changenents de corps de définition et de points génériques. On éerit V = v ’

ou r=din V pour indiquer que la dimension de V est r .

Pseudo-points. = Si une variété V est le lieu ds P sur k , et d'autre part

de P' sur k', les spécialisations infinies ds P sur k sont aussi les

mémes que celles de P! sur k! (pour les spécialisations finies, cela résulte

de la définition méne d'une vari¢té); P et P' sont aussi points génériques de
V osur kj = def (V) ils sont donc spécialisations génériques l'un de 1l'autre
sur kO (théoréme 2, paragraphe 3) : c'est-d-dire qu'ils cnt nénes spécialisa-
tions sur kO ¢ D'autre part, les spécialisations finies de P sur k sont les
némes que celles de P sur k, (théorénes 5 et 8) et, par réciprocité cela

8'étend aux spécialisations infiniess De méme, les spécialisations de P' sur
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k' sont les mémes que celles de P' sur k, , donc finalement, les nénes que
celles de P sur k « L'ensemble de points et de pseudo-points qui sont spécla-
lisations sur un corps de définitions quelconque k , d'un point générique sur
k quelconque, constitusht ce que WEIL appells l'ensemble attaché & V .

Equationse — THEOREME 9. - Soit FH(X) = 0 un systéme d'équations pour une

variété V définie sur k »

1°© Tout corps k' contenant les coefficients des polyndnes FH(X) est un

corps de définition pour V

2° F,(X) =0 est un systéme d'équations pour V sur k' ({47, chapitre IV,

corollaire 5, pe 71)s

12 Soit 7T 1le sous—eorps premier de k , a ,, les coefficients des F &(X) :
‘Eﬁ,(x)k a unc basey (eee , FT*’ ess) dens 1le corps T (ees , 2w cee) S kt!

2° k =k nk! contient ky 3 k; est donc un corps de définition pour V .
Soit (x) un point générique d¢ V sur un corps K contenant k et k' :
c'est aussi un point générique sur k , k' et k, (théorims 8, 1°). Solent
Yoy 5ho'y <Ry les iddaux déterninds par ce point (x) sur k, k' et k .
La base (ese o Fy iy oos) de fl, est une base de 33:?1 puisque nous avons
Fy € k,[X] et Fy =n k [X] d'aprés le théoréme 8 (qui s'applique puisque
k et k1 (x) sont lindairenent disjoints sur kl)’ ‘3> » a aussi une base dans
k1[X] , formée de polyndmes de "’:ﬁl ¢ ceux-ci s'exprinent au moyen des F,, , et
corme les F,. appartiennent éviderment & ‘?'3&; s les F’L constituent bien une

i ! ‘\'
base ds 13[, .

COROLLAIREs ~ ColIncidence de deux variétés définies respectivenent par les

couples (k , P) et (k*, P') o

Soient P = (x) un point ayant un ldeu V sur un corps k , et P' = (x')
un point ayant un ldeu V' sur un corps k' . Ona V=7V' si et seulenent si
les iddaux F(x)/k et  <Vu(x')/k' ont une base commme. ([4], chapitre IV,

corollaire 6, pe 7R)e .

Posons k; =k nk'.S1 V=V', k , intersection de deux corps de défini-
tion contient le corps de définition minimum, donc est un corps de définition.
Toute base de 1'idéal définissant V sur k; , est, d'aprés le théoréme pré=

cédent, une base comnmune.
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Inversensnt, si SB(x)/k et ¥.(x')/k' ont une base corrmne
(eee 3 F, 5 ees) , celle~ci appartient 2 kl[X] et k, est corps de défini-
tion pour V et V' (théoréme 9), qui sont définies sur k1 par les nénes

équations F =0 (voir paragraphe 3) et par conséquent, coincident.

}k

Dtaprés le théoréme 9, on peut parler d'un systéme d'équations pour une va-

riété sans préciser le corps de définition & celui-ci sera n'inporte quel corps
contenant les coefficients de ces équations. (Bien entendu, cela ne veut pas
dire que n'inporte quel systéne d'équations définit une varidété-lisu sur un
corps contenant les coefficients : voir les remarques 1 et 2, & la fin du para-
graphe 3). Nous voyons ainsi que les variétés-lisux sont un cas particulier des
variétés-S , définies & partir d'un systeéme d'équations corne nous l'avons indi-

‘qué sormairemsnt dans 1l'introduction (b).

Nous allons donc naintenant étudier directement les propriétés les plus fon-

damentales des variétés-S , cc qui nous donnera en particulicr de nouvelles

contenue dans une autre, V' , ona din V ¢dim V' , avec 1'égalité seulenent

si V =V', Les dénonstrations de telles propriétés pour les variétés-L se trou-

propriétés des varidtés=L , par exenple celle-ci t si une variété-L , V , cst

vent dans (4] 3 nous ne les donnons pas pour éviter les répétitionse Nous ren—
voyons égalerent & [4 ] pour la construction des variétds~S plus générales que
les variétés-L , & partir de celles-ci, au noyen de la réunionsce sont les unions

ou "bouquets" de variétés (bunchs of varieties).

N.B. = Bisn que nous ayons donné un certain nombre de dénonstrations pour non-
trer la nature des néthodss, llexposé précédent ne doit pas €tre regardé comne
ayant un geractére déductif. En particulier, les lemmes que nous avons volontaire—
ment rapprochés des théorénes qui semblent les avoir suggérés, devraient, dans
une exposition systimatique et rigoureuse, €tre reportés plus en avant de fagon
a précéder toutes leurs applications. Pour plusisurs d'entre eux, l'une de ces
applications est précisénent la dénonstration de 1l'équivalence des deux définitions
des extensions réguliéres, que nous avons laissée de c6té pour sinplifiers
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