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Sémineire A. CHATEIET et P. DUBREIL Exposs n° 1
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)
knnées 1948-1950

s T Y

VARIETES ALGEBRIQUES, I.,
par Paul DUBREIL:
A. INTRODUCTION

On a appris & connaitre et & étudier, en Géométrie algébrique ou analytique
élémentairs, les veriétés algébriques les plus simples : droite, plan, sphére,

parabols, etce On 2 certainement remarqué que, d'un probléme a l'autre, ces
variétés étaient envisagées de facons assez différentes. En insistant d'abord
sur leur mods de génération ou de définition, nous pouvons distinguer trois

fagons principales d'envisager une telle variété, qui, a priori, peuvent conduire
4 des définitions générales des variétdés algébriquese

a. Nous avons d'abord les variétés (F) , définies comme figures c'est-a-dire
comme ensembles de points d'un certain espace (E) . Exemple : sphére ensembls
des points de l'espace (cuclidien) situés & la distancs R d'un point C .

be Ensuite, nous avons les variétés (S) regardées comme ensemble des solutions
d'un systéme d'équation algébriquese Soit k 1le plus petit corps centenant les

coefficients de ces équations t dés que le Systéme n'est pas linéaire, on est
conduit & chercher scs solutions, non seulement dans k , mais dans un sur—corps
approprié K ds k « Or ici apparaissent immédiatement des phénoménes qui com=—
pliquent les chosese. Considérons par exemple le systéme

(1) X=y=2

et le systéme

(2)

Le corps k est ici celui des nombres rationnels, [ . Dans un surw~corps quel-

=L=Z
z X

<

conqus K de k , nous avons pour (1) les solutions

ot x est un 81lément quelconque de K . Pour (2), en désignant par A la valeur
commune des rapports, il vient, pour toute solution (« , 4, x)
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d'oh, si A#0, "W =1 .51 K est contemu dans le corps P des nombres réels,
nous avons la seuls solution A =1, A== %¥¢ X comme pour le systéme (i).
Mais si K est le corps des nombres complexes, nous pourvons prendre A =1, j
cu 32 et nous obtenons trois familles de solutions ¢ dans l'espace cartésien
(coordonnées complexes), (2) définit la drcits (1) ob deux droites inaginaircs
conjuguées (1).

La notion ds "systémes d'dquations équivalents" demande donc & €tre précisée.
I1 y a 1'équivalencs relative ou équivalence sur K & identité des solutions

appartenant au corps K (2 k) , et 1'équivalence proprement dite ¢ identité

des solutions de n'importe quel sur—corps de k .

Introduisons, pour chaque corps K ( 2 k) un espace EK (ici 2 3 dimensions)
dans lequel les coordonnées sont éléments de K , et considérons, pour une
variété (S) regardée comme ensemble des solutions d'un systéme d'équations sur
k , l'ensemble {SS g des points-solutions dens E, . D'aprés l'exemple précé-
dent,a des variétés (S) , (S!') telles que (1) et (2), manifestement différentes
puisqus (1) et (2) ne sont pas équivalentssur K , correspondent, suivant le
choix de K , des ensembles de points ou figures {S:}K, ’ {S} K identiquesou
distimctse Il en résulte, que dans une définition générale des variétés algébri-
ques, le point de vue (a) doit &tre abandonné provisoirement. On ne pourra y
revenir qu'aprés avoir démontré que la figure {S; g détermine la variété ()
lorsque K est un corps algébriquement fermé (c'est-a-dire que tout polyndnme
£(x) & coefficients dans K se décompose en facteurs lindaires ayant eux aussi

lsurs cosfficients dons K)e

c. Nous avons enfin les variétés (L) introduites comme lisux de points
variables c'est-a-dire de points dépendant algébriquement d'un certain nombre de
paramétres, par exemple

(3) x=t%t, y:tz, z:-_--t,B

puisque t est une indéterminée, 1'étre (t , t2 ’ t3) n'est pas ici, & pro-
prenent parler, un point de l'espace cartésien, ou, plus généralenent, de l'es=-
pace Ep , K étent un corps de nombres (dans le cas général, un corps contenant

(1) En rendant les équations (2) entidéres, on obtient 3 cBnes
Xy - 22 =0, yz- x2 =0, zX - y2 =0

qui se coupent deux & deux suivant ces trois droites et un des axes des coordon-
»
nees .«
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les coefficients des équations qui définissemt x , y , z comme fonctions al-
gebriques des paramétres, sans contenir les paramdtres eux-mémes). Mais nous
pouvons associer aux équations (3) l'ensemble {If§K des points ordinaires de
Ey obtemus en attribuant & t une valsur O ¢ K 1 en prenant 0 = \/2 , par
exemple, nous obtenons le point (V2 , 2 ; 2, \/2). Il est donc natursl et
trés commode d'envisager une extension de la notion de point 3 et de dire que
(t, t2 ’ tB) est le point générique du lisu (L) tandis que le point (fixe,
particulier) (\/@, 2, 2, \/?) cst un point du lisu. (A vrai dire, d'ailleurs,
1'adjonction du ou des parametres au corps K transforme le point générique en

un point ordinaire).

I1 est évident qu'une méme variété (L) peut &tre définie par des points
génériques différents. Par exemple, le lieu (3) peut aussi &tre défini par

X = %/E y = %/E? z=u

I1 faudra donc préciser & quelle condition des points génériques différents en-
gendrent le méme lieu. D'autre part, on ne dispose pas, en général d'expression
explicites telles que (3) pour les coordonnées du point générique. Aussi devra-
t-on utiliser les ressources de la théorie des corps abstraits. Cette méthode

a été approfondie récerment par A. WEIL [4] . Nous nous en oaouperons d'aborde
Nous examinerons ensuite la définition qui dérive du point de vue (b), neds, dés
naintenant, nous pouvons noter entre les variétés (L) définies comme lieux et
les variétéds (S) définies & partir d'un systéme d'équations, une importante
différence ¢ les phénoménes de décomposition se présentent sans restrictions

pour les variétés (S) , ils sont cu contraire linmités pour les varidtés (L) R
et wéne un choix convencble des carps utilisds periet de les fuire conplde-
tement Aisparaftre, ce qui est une caractéristique de la méthode de WEILe

B, DEFINITION ET PROPRIETES FONDAMENTALES DES VARIETES {L) .

1. Points et pseudo=points ; spécialisations.

Sous le nom de domaine universel /A nous considérons un corps, choisi une
fois pour toutes, de caractéristique n nulle ou différente de zéro, doud
des deux propriétés suivantes : il est algébriquement fermé et d'un degré
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s 2
de vranscendance infini sur son sous-corps premier ("). Quand on parlera ds corps

k , K, ese cc secront toujours des sous-corps de O tels que le degré de

transcendance de /) sur k , K, ..o soit infini. Les élénents du domaine uni=

versel sont appelés des quantitése Une quantité non algébrique sur un corps k

est dite variable sur k 3 on calcule sur elle comne sur unc indéterminée.

Un point P du n-gspace Er}l sera par définition un ensemble ordonné de

n quantités, appelées coordonnées du point
= = A
P=(x 5 ooey x)=(x) e L

Deux points P et P' sont regardés comne identiques (confondus) si, et seu-
lement si x,=x' (¥ =1, .0, n). Au point P = (x) et & un corps k,
nous agsocicrons souvent le corps k(P) = k(x) , plus petite extension de k

contenant les coordomnées x,, de P .

Un point P' = (x] 5 «o0, x!) est unc spécialisation de P = (%) 5 oev sy xn)
sur k si chaque polynfne F(X; , «ev Xn) 4 coefficients dems k mnul pour
X,=x, est nul égelement pour X, =x!, , en d'autres termss (3) si

F(X, 5 ooy xn) € K[X 5 eony Xn]='k (139

et
F(xl""’xn)=0_ . j

Si P" est une spécialisation de P! sur k , et P! une spécialisation de

entratnent F(x.i s oee x;l) =0

P sur k, P" est une spécialisation de P sur k.

(2) Le souswcorps premier d'un corps K est son sous-corps ninirmm, inter=-
section de tous les sous—corps de K o Il est isonorpha au corps des rationnels
T si K a la caractéristique O , au corps des classes de restes module p si
K & la caractéristique p 2 0 (p premier). Une extension ou sur-corps K de
k est de degré de transcendance fini et égal & n sur k, sl n est le
nombre maximum d'éléments de K algébriquement indépendants sur k (c'est-2a~
dire qui ne sont 1iés par aucune relation algébrique & coefficients dans k).
Voir par exemple VAN DER WAERDEN [2 ], paragraphe 64, p. 209-213. Ie corps -+
des nombres complexes peut, par exemple, &tre pris corme donaine universel car
son degré de transcendence sur I~ ou sur la fermeture algébrique T de (7 =
corps de tous les nombres algébriques) est infini ¢ dans le cas contraire,
serait dénombrable corme T (voir par exemple DUBRELL [1], note 5, p. 447454

(3) On désigne per k [X, , eee » X ], en abrégé par k [X], l'anncau des
1 » 44 y 1'anneau
polynBmes en X, 5 eeo Xn 3 coefficients duns k .



1-05
EXEMPLES o

19 Supposons n = 3 3 prenons comne domaine fondanental une extension de % con-
tenant des indétermindes t , u, ... et soit k wun sous~corps du corps {
des nombres algébriques. Le pomt P" =(\VZ,2, 2/2) est uns spécialisation

sur k du point P' = (t, £° , 2 ) 3 le point P! lui-méne est une spécialisa~

tion sur-k du point P s (t, u, tu) .

R° Supposons n =1 et Az, (O désignant toujours le corps des nombres
conplexese Le point P! = (= \/2) est une spécialisation du point P = (+ \/2)
sur le corps des nonbres rationnels, car tout polynfme f(x) € 7 [x] s'écrit
f(x) = a(x ) + xb(x ) avec aly) et bly) ¢ r(y], par conséquent f£(+ V2) =0
entrafne a(2) = b(2) = 0, donc f(-\/2) = 0 . D'ailleurs + \/2 est dgalement
une spécialisation de - \/2 o Mais si nous prenons corme corps k , au lieu de
" 5 un corps de nombres algébriques contenant V2 » P' n'est plus une spécia-

lisation de P sur k .

Pour tenir compte éventuellement des "dléments & 1'infini" (tout en évitant ou
simplifiant les anciennes discussions de VAN DER WAERDEN sur les "valeurs régue
lieres! n'annulant pas les dénominateurs), WEIL introduit une quantité supplénen—
taire, o , soumise aux régles de calcul

3’.:0

1—
7= ® ’ o ’

6t appelle quantités généralisées les quantités ordinaires (qui seront dites aussi
finies) et la quantité o . Un pseudo~point P est un ensenble de n quantités
généralisées non toutcs finies 3 k(P) désigne alors 1l'extension de %k engen—

drés par celles des coordonnées de P qui sont finies. Un pseudo-point peut
toujours €tre transformé en un point par une réciprocité convenable, c'est-a—dire
une transformation de la forme

1 )
Yk=§ pour k = Yy oeee s ¥ (0 <m <n)

fk = X, pour les autres valeurs de k €(1 , 2, ... , n)

Il y a lieu d'entendre lo définition des spécialisations de fagon qu'edls
s'applique aussi bien aux quantités généralisées qu'aux quantités finies. Cette
extenslon repose sur la remarque suivante : si. une réciprocité donnée, par

exenple

1
Yk=§ (k:l’...’m) Yk-_-'-)S{ (k=m+1,..-,n)
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transforme les points (x) en (y) et (x') en (y') , pour que (x') soit
une spécislisation de (x) il faut et il suffit que (y') soit une specialisa=
tion de (y) o Bn effet [4], proposition 1, p. 26, puisqu'il s'agit de points,
clest-a~dire d'ensembles de quantités finies, aucune des coordommées X, , X\,
Yy s y', pour »<n n'est égale & O . Supposons que (x') soit une spécia-
lisation de (x) sur k , et soit F(Y) ek [Y] tel que F(y) = 0 . Il existe un

entier N tel que

N 1 1
G(X) = (Xl ese Xm) F(“X‘; 9 eoe 'X“I; ) XI'],'{’]. g oee Xn)
soit un polynfme en (X) . F(y) =0 entraine G(x) d'ol G(x!') =0 et
F(y') =0 puisqus X} 5 «ee , X} sont £Z0 : (y') est bien une spécialisa-
tion de (y) sur k o Ménc raisonnerept en sens inverse permutant les (x) et
les (y) »

Nous dirons donc, d'une fagon générals, qu'un ensemble (x') de n guantités

généralisées est une spécialisation d'un ensemble anelogue (x) s'il existe une

réciprocité (i les transformant en deux points (y) , (y') tels que (y")
soit une spécialisction de (y) o (Si une autre réciprocité 6%1 transforne
(x) , (x') en deux points (z) , (z') , alors (6%1)-1 est ehcore une récipro=
cité, transforment (y) en (2) , (y') en (z') : si donc (y') ~est une
spécialisation de (y) , (2z') est une spéclalisation de (z) et inversement).

On emploiera la notation
%(x)-——é (x')'} sur k
pour écrire que (x') est spécialisation de (x) sur Xk .

Si une coordonnée x ., est nulle, le polyndme X ek [x, 5 <o s xn] , nul
pour x_‘k = }Cl{ (k =1 9 cee o n) doit' l'gtre pOU.I' )%{ = )Cl'{| d’oﬁ x")) =0 L4
0 se spécialise nécessairenent en lui-mfme, donc oo aussi, toute spécialisa-

tion d'un pseudo-point est un pseudo-point, ou encors : si (x) a pour spécia-

lisation un point P' = (x') , (x) est lui-néme un point P .

2+ Extensions réguliérese

La notion d'extension régulidre d'un corps k jous un r8le fondamental dans
1a définition des variétés-lieux, au sens de WEIL. Elle-méme repose sur la no-

tion d'extension linéadrement disjointes.
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LEME 1 et définition (4], props 3, p. 4. - Soient L et L, deux corps
ayant un sous—corps commun k : si tout ensemble d'éléments ds L lihéairement

indépendante sur k cst aussi un ensenble d'éléients lincairement indépendants
sur L, alors tout ensemble d'¢léirents de L, lindairement indépendants sur

k est de méne un ensenble d'éléments linéairemenﬁ indépendants sur L, « On ex-
primera cette propriété symétrique de L st 12 en disant que L1 st 12
sont lindairement disjoints sur k .

Soit (y t") un ensemble d'élénents de L, lincairement indépendants sur k

(donc # 0). Supposons que l'on ait ‘

(1) 2_u
vy

Parmi les u p » Prenons un cnsenble maxinal d'élénents linéairement indépendants
sur k , appelons ces éléments v o Si cet ensemble est vide, les u sont

dans k , donc sont nuls (d'aprés l'indépendance des y,L sur k) et le lerme
est établie. Dans le cas contraire, ¢crivons

=0 avec u, <«
Y e <

2 u, =9 o > €

(2) " 49 Cpp Vp OU OM k
i

d'ou

- (3) Ef 3, v€=0 ou z(J = c'{?yTLQIaz

Comme les v, , éléments de L; , sont linéairement indépendants sur k , ils

le sont aussl par hypothese, sur L, 3 (3) entraine donc

=S
z, = c y., =
f A—t‘" e Tt
d'ou nécessalreuent
c =0
P P
ce qu'il fallait démontrer.
Cela posé, nous dirons qu'une extension finie
K :k(xl 3 ees Xn)

ds k est régulidre si K et la fermeture algébrique k de k sont lindai-
renent disjoints (7).

(4) La fermeture algébrique k de k est le plus petit corps algébriquenent
ferné conten-nt k . Son existence, (il st d'ailleurs déterminé 3 un isonorphis-
me prés) résulte d'un théordme de Steinitz (voir par exemple VAN DER WAERDEN,
[2f paragraphe 62, p. 200-206, ¢t ZORN [ 6 J). Avec les conventions faites préoé-
demment, k est inclus dons le domaine universel A en méme temps que k , les
x étant des quantités, K est également contenu dans A .
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Il est évident gme Li = k &t une extension L, quelconque ds k sont
Iindairement disjoints sur k o Donc, 81 k sost algébriquement ferné, k =k ,

toute extension K = k(x) de k est réguliére sur k .

Egelement, toute extension purenent transcendante (5), k(X1 ""’-Xn) = k(X)

d'un corps k guclconque, est réguliére sur k .

Pour lc montrer, établissons le lemme suivant, obtenu par WEIL [4], Corollaire
I, p. 16, comme conséquence de propositions plus générales, mais dont nous

donnerons ici une démonstration directe.

IEMME 2o = Si (X1 s see Xn) sont des variables indépendantes sur une
extension K de k, k(X , «.o, Xn) st K sont lindairement disjoints sur

k .

I1 suffit de montrer que des éléments «w. <X, linéairement dépendants sur

KX, 5 coe s Xn) sont aussi dépendants sur k .

Soit donc

\ £ e k(X eee 4 X

(4) S, f.=0 2 K0 > )
L o T

A A f% non tous nulse.

En multiplient par un polyndne convenable en Xl g eee Xn s nous nettons

(4) sous la forme

t T—, P =O O K
ay er (o, X)

oi les P, sont des polyndnes de l'anneau k [Xl s sou Xn] non tous nuls.

Puisque les X sont des variables indépendantes sur K , le prenier membres
ds (4'), qui est un polyndme 1\ (X) A& coefficients dans K , doit avoir tous
ses coefficients nulse Or si V% est mondme figurant dans les Px avec des
coefficients & €k non tous nuls, le coefficient de %G dans vl est z?\w?\ a5

(4') entratne donc

7 a ek
5) ey =0 e |
!

a. non tous nuls

ce qu'il fallait dénontrer.

(5) K = k(x 9 eee 9 X ) cst extension purenent transcendante de¢ k si
les x, sont Hes variablPs indépendentes sur k , c'est-a-dire ne sont liés

par aucune relation algébrique & coefficients dans k « Toute extension de de-
gré de transcendsnce fini r peut s'obtenir en effectuant une extension purement
transcendente de k consistant 3 adjoindre r variables indépendantes, puls

Tne cxtension ~lgébrique, (cf. VAN DER WAERDEN [2 ] paragraphe 64).
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Soit alors k(X) une extension purenent transcendante de k 3 on voit qu'elle
est régulidre sur k en prenant, 4:ns le lemme, K =k , ce qui est légitine
puisque n variables (X) =alzébriquement indépendantes sur k le sont aussi

sur k .

Enfin, on a la condition nécessaire et suffisante suivante pour qu'une ex-

tension k(x) soit régulidrc sur k : cette condition sera appelée dsuxiéne

définition des extensions régulicres.

THEOREME 1. = Pour qu'une extension k(x) de k sgoit réguliére sur k , il
faut et &1 suffit qus k soit algébriquencnt fermé dans k(x) , et k(x)

séparablement engendré sur k (b).

Nous renverrons au traité de WEIL [4 ] pour la démonstration qui repose sur
un assez grand nombre de théorémes rassenblés au chapitre 1. On devra notamnent
prendre connaissancc des propositions sur l'indépendance algébrique (paragraphe
2, proposition 4, 5, 6, 7), sur la séparabilité (paragraphe 4, définiticns pe 8
et 9), sur lc dérivation (paragraphe 5, proposition 15 et théoréme 1), enfin des
propositions 17, 18, 19, du paragraphe 7. Mais il n'y a pas d'inconvénient sérieux
a admettre, en premidre lecture, la validité du théoréme précédent, dont la
portée apperattra clairement dans 1'étude des variétdés algébriques. Notops deés

naintenant les deux faits suivants

19 8i 1a caractéristique de k est nulle, la seconds partie de la condition

est toujours vérifide : pour que k(x) soit extension réguliére de k , il
faut et il suffit que k soit algébriquencnt fermé dans k(x) (voir notes 5 et
6)e

(6) (4], chapitre I, théoréne 5, p. 18. - Un corps k est algébriquenent
ferné dans yn surcorps K si tout ¢lénent de K algébrique sur k appartieht
4 k o K 63t séparcblenent engendré sur k si K est une extension algé~
brique sépareble d'un corps K' qui est lui-n€ne extension purenent transcen—
dante de~ k (voir note 7). Rappelons en outre qu'un polyndme f£(x) irrdduc-
tible sur un corps Y est inséparable s'il admet au noins un zéro multiple
dans une extension de S (ce qui peut avoir lisu que si la caracteéristique p
de ¥ est différente de zéro) j dans le cas contraire, f(x) est sépareble. Un
élément X algebrique sur §  est separable ou inséparable sur ¥ suivant que
le polyn8me irréductible sur ., dont il est un zéro, est séparable ou in-
séparable (dens ce cas, on montre que tous les zéros ont la méme multiplicité
p=itne). Une extension algébrique ¥ 'de ¥ st séparable sur ¥ si tout
élément de ¥ ' est séperable sur T o (Voir DUBREIL [ 1 L pe 363 3 VAN DER WAERDEN
[2], paragraphe 41, p. 132).
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20 La deuxidnme définition dtune extension régulicre est manifestenent invariante
vis-a~vis des isomorphismes sur k s si K =k(x) et K' =k(x') sont deux
extensions isomorphes sur k (c'est=i-dire s'il existe entre K et K' un
isomorphisme loissent invariant tout ¢élément de k), et si K est réguliére

sur k, K!' 1'est aussi,

3, Variétés—-licuxe

[\ désignant toujours le donaine fondanental, considérons les couples fornés
R;a)run corps k (& /) st un point P = (x 5 «eo xn) = (x) du n-sspace
E'p » tel que 1l'extension k(P) soit réguliére sur k . Dans 1l'ensenble des
couples (x ’ P) ainsi définis, introduisons la relation d'équivalence suivante $

(k , P) = (k' , P")
si toute spéciclisation finie M = (y) de P sur k est aussi spécialisation
(finie) de P! sur k' , et inversenent. Cette relation est éviderment réflexi-
ve, symétrique et transitive.
Une classe, dens 1'équivalence ainsi définie, est par définition une yariété-
lieu ou variété~L dans le n-espace. Cette définition a ceci de remarquable

qu'elle ne présuppose pas le choix d'un corps fondanental k , et, comme le sou=

1igne ZARISKI [5], pe 673, la restriction " k(P) extension réguliere de k "
fait qu! "il ne pourra rien arriver & la variété lorsqu'on procédera & une exten-

gion du corps fondamental k" .
Soient V une telle veriétd et (k , P) un des couples correspondantse On

dire que

"V est définie sur k 3 k ecst un corps de définition de V"
"V est le ldesude P sur k"

" P est point générique d¢ V sur k" .

En outre, tout point M , spécialisation de P sur k , est dit étre un point
de V . D'aprés la définition méme d'une variité, cette propriété ne dépend que
de M ot de V, et non du choix du coupls (k , P) utilisé pour la représen—
ter. En particulier, P lui-nfme est un point de V .

Dans le n=espace Eﬁ\ , l'ensemble des points M de V est un certain
ensenble de points : Vz attaché & V, {vg est ce que nous avons appelé une

Ivariété~figuret, Deux variétés V, , V, pour lesquelles (V7 ={V{ ,




lall

coincidents 51 en effet nous représentons V, par ls coupls (k , Pl) A
par le coupls (k, , Pz) » toute spécialisation finie M de P, sur k

est un point de [V, , donc de | v, » donc est spécialisation (finle) de P,
sur k, , et inversement : c'sst-a-dife qu'on a

(kl » Pl) E(kz ’ Pz)

et par conséquent

Donc, grfice aux précautions prises, om échappe aux difficultés signaldes dans

1'introduction & propos des variétéds-figures.
Définissons 1l'inclusion des varidtés-L .

Une variété W est contenuc dans V, W <V (ou V OW) , si tout point de
W est un point de V , (donc si W’; C}:‘V} au sens de l'inclusion des ensembles).

EXEMPIES et cas particuliers.
1° Prenons n =3 , et pour k , le corps des nombres algébriques (k = k) ’
5L, corps des nombres complexese Considérons la variété V , lisu du point
2 .
P=(@uw,u ,v)

sur k ; cette variété (qui n'est autre qu'un "eylindre parabalique") contient
les variétés W,y Wy 1-!3 s ees cngendrées respectivenent par les points

g
I

2
1 (uyu,.“u“" .’/5) (% 9P£k)

B, = (0, X, ) (A €k)

av)
i}

3 (‘\/E,z,i)

wl est une parabole t tracée sur W , dépendant des constantes X, p 3
W, est une droite dépendunt de A .

WB est un point fixe ou ordinaire, c'est-a~dire que son point générique P3 a
des coordonnées qui appartiennent au corps fondanental k  Etudions ce cas
particuliere.

2% 51 nous nous donnons un point P dont les coordonnées x. sont des ¢lé-
ments de k , k(P) =k est une extension régulidre de k : donc, le coupls
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(k , P) formé par k et un tel point définit toujours une variété, dont les
points sont les spécialisations de P sur k « Or si (xi y see s xﬁ) est une
telle spécialisation et si nous considérons le polyndme : F(X) =X - xy, ,
nous avons F(X) @ k [X] puisque x _ ek , et F(x) =0 : il vient par consé-
quent F(x') =0, c'est-d-dire x!, =x, « Ainsi P n'a pas d'autre spécia-
lisation que lui-ménme, c'est le secul point de V1on dit.que V est réduite
3 ce point sur k: (Vi = {P}.

Inversement, M &tant, soit une variété V , lisu de P sur k , tells qus
{VE = (M} 3 soit k, 1 plus petit corps contenant les coordonnées de M 3
considérons la variété v, lieu d¢ M sur k réduite au point M 3

= {Mé i V) ’

fussvaNg

{v
o)
donc V = VO s donc toute spicialisation finie de P sur k , en particulier P,
est une spécialisation de M sur k_, clest-a-dire coincide avec N
ainsi tout point génériqus d'une telle variété est M o D'autrs part,

puisque V = VO nous avons
M, k) =,k
(P,ko) E(P’k)

V est aussi le lieu de P sur ko ¢ k est un corps de définition de ¥ .

d'ou

3° A llautre extréne, considérons un point P = (x; , «ee , X ) dont les
coordgnnées x, sont n variables indépendantes sur k « Nous savons que
k(P) est une extension régulidre de k (leune 2) ( ), P engendre donc une

certaine varidté E « On o

{Eng = EnA R

Soit en effet Q = (yi 9 vee yn) un point quelconque ¢ c'est une spécialisa—
tion ds P puisque F(x; 5 eee , x ) =0 o F € k [X] équivaut ici &

F(X1 s see o X ) =0 done entrﬂine F(yl y oo s Ty ) =0 quels que soient les
¥ « Cette propriete détermine uniquenent cette varidté E" 3 toute variété V
est contenue dans E- qui est appslée variété ambiante &2 n dinensionse
Inversenent, soit V wune variété, lieu de P = (x) sur k ; si {V} =IE?\ ’
tout point Q = (y) eppartient & V . Un polynSne £(X) €k [X] nul pour

7 Clest aussi une conséquence irmédiate du théoréme 1 (deuxiene définition
) bl o
des extensions réguliires).
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X =x est identiquement nul, puisqu'on 2 f(y) =0, ol les quantités y,
peuvent &tre prises algébriquenent indépendantes sur k o Le point générique P,
sur k , d'une variété V telle que V! = E?S » a donc nécessairenent des
coordonnées algébriquenient indépendantes sur k . Conparons les différents points

génériques d'une néne variété, sur un néne corps k .

DéFINITION. -~ Un ensembls (x') = (x{ s see xﬁ) de quantités généralisées,
spécialisation de l'ensemble (X, 5 «-v Xh) = (x) de quantités généralisées,
en est spécialisation générique si inversement (x) est spécialisation de
(x') « Cette propriété est transitive. Elle s'applique en particulier aux en—
seubles de quantitds finies, c'est-d~dire aux points.

THEOREME 2. - Soit V 1le lieu d'un point P sur un corps k « Pour qu'un
point P! soit point générique de V sur k , il faut et il suffit que P!

soit spécialisation générique de P sur k .

C'est nécessaire, car si P' a pour ldeu V sur k, P, point de V , est
spécialisation de P' ; et P! , point de V , est spécialisation de P .

C'est suffisente En effet, si nous montrons que k(P') ,ost une extension
régulidére de k , P' aura un lieu V' sur k ; nais P' &tant par hypothese
spécialisation générique de P sur k , toute spécialisation de P est spé=
cialisation ds P' et inversement, donc {V% = gV'} ce qui entraine V =1V' .
Reste donc seulenent & nontrer qus k(P') est extension réguliére de k , corre
k(P) « Ce point, qui est {rnédiat quand k est algébriquenent fermé, résulte,
dens le cas général, du lerme suivant, et de la remarque faite ¢ d'aprés la
2¢ définition des extensions régulidres (théoréme 1), 1'isonorphisme
k{R1) Tﬁ%'k(P) entraine que k(P!') est réguliére corme k(P) .

IEMME 3 (8). - Pour que P! = (x') soit uns spécialisation générique, sur
k,de P=(x), il faut ct il suffit qu'il existe un isonorphisne sur k ,
entre les extensions k(x) , k(x') appliquant les x,, sur les xg) . Cet

isomorphisme est d'ailleurs unique.

10 Clest suffisent, cer si F(X) ¢k [X] et F(x) =0, ona x[F(x)]=0 et
X [F(x)]=F(x') donc F(x') =0 . De méne F(x') = O entraine
0(—1 [F(x')]=F(x) =0 . Donc (x') est spécialisation générique de X .

(8) (4], proposition 8, p. 6 (sous une forme un peu générale)s
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L'isonorphisne & est unique puisque, si 2z = g(i est un élénent quelconque de

k(x) ,ob P, Q €k [x], ona nécessairenent 3

X 2= X[P(x)] _ B(x')
. x[Q(x)] Q(x')

20 Glest nécessairce Supposons (x') spécialisation génirique de (x) o Si

]
z €k(x) , écrivons 3z = gi ou P, Q ¢k[X] et considérons z' =Q'('T)‘P(§ L.

Si nous prenons une autre représentation de =z ,
P, (x)
SN €3

Bous avons
P(x) 9, (x) - P, (x) Q(x) =0,
ce qui entraine ¢
PGet) 6 (x') - B (') Qx') =0,

de sorte qus 2' ‘est ind¢pendant de la représentation adoptée pour z o L'appli-
cation z , z' , qui est éviderment une application de k(x) sur k(x') , est

biunivoque, car 2] = z} ou

P, (x) P, (x)
2, =§TG-CT et Z, =-Q_2—GC-)- signifie Pl(X') QZ(X’) - Pz(x') Ql(x') =0

qui entratne (puisque (x) est spdcialisation de (x'))
Pl(x) Qz(x) - Pz(x) Ql(x) =0

c'est~a~dire 2y = 2y e Cette application est enfin, visiblenent, un isomorphis=—

me sur kX

REMARQUE. - Le lemme est intéressant en lui-néne, car il nontre que ls corps
k(P) , ou (k , P) est un couple représentant la variété ds V , est défini A
un isomorphisme prés sur k quand, V dStant donnde, k est fixé. Le degré de
transcendance de ce corps, appelé aussi dimension de P sur k , se trouve donc
dans ces conditions, déterminé : tous les points génériques de V sur k ont
1a méne dimensione. On Stablira ultérieurement que cette dimension est en outre
indépendante ds k , et ce sera la dimension de V ([4], p. 72).

Montrons enfin qu'une veriété-lieu V peut &tre regardée comme variété-S

(ctest-a-dire variété solution d'un systéme d'équations).
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Soit P = (x) un point générique de V sur k .

L'ensemble des polynfmes

F(X) ek[x]=k[x1 y soe ,xn]=Rn

tels qus F(x) = 0 est un idéal 93(x)/k , et méne un idéal premier (9), dans
l'anneau R« Si P! = (x') est un autre point générique de V sur k , les
relations F(x) =0, F(x*) =0 (od F € Rn) sont vérifides simultanément,
drtou $A(x)/k = A (x')/k s cet idéal 3fne dSpend donc que de V et de k .

On A'appelle idéal définissant V sur k « On dit que V est la variété définie

par cet idéal %%, sur k .

by

On sait que, dens un anneau de polyndmes & coefficients dans un corps, tout
idéal posséde une base finie (10). Soit donc

%: (Fl(X) 9 o0 F}&(X) 9 o0 Fr(X))
Nous dirons que les équations

F},_(X)=O (h =1, eee, 1)

(3 cosfficients dans k), définissent V sur k . Pour qu'un point Q = (y)
soit un point de V, il faut et il suffit que l'on ait

Fro(y) =0
C'est nécessaire, puisque F , (x) =0 d'aprés la définition de ¥ et (y) est
spécialisation de (x) sur k o C'est suffisant, car F x(y) =0 pour
p=1, eeoy r entrafne F(y) =0 pour tout F¢ S donc Fek[X] et
F(x) =0 (ce qui équivaut & Fe %), ontratnent F(y) =0 : (y) est spéciali-
sation de (x) donc Q est un point de V .

REMARQUES o
1° Lg propriété F'k () =0 pour tout (y)e SL Vg n'est pas caractéristique
pour un systiéme d'équations définissant V , car elle appartient aussi au systéme

F?\ =0, ety pour m >1, (FJ;_l 9 ese Flf‘) n'est plus une base de o,

[18 ) Voi.rspell:g6 exinplel\sf./u\llggR WAERDEN, [2], paragraphe 20, p. 63-65 3 DUBREIL
y Pe 185- 6t p. 158-199.

(10) C'est l¢ "théortme de la base finie", de Hilbert. Voir par exemple
VAN DER WAERDEN, [3], pe 18 3 DUBREIL (1], p. 331,
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20 Dlaprés ce qui précdds, toute variété-lieu V peut €tre regardée coume
une variété~S « Mois il y a éviderment des voriétés-S qui ne sont pas obtenues
ainsi s telles sont par exemple les varidtés-S définies par un systéme d'équa-
tions & coefficients dans k , dont les premiers membres engendrent un idéal
,"; de l'ammeau R =k [X; 5 eeey Xn] qui n'est pas prenmiers

(1]
[2]
(3]
(4]
(5]
(6]
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