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Exposé n® 6

[

CEMERALISATION DE La THEORIE DE GALOIS
per Leo KALOUJNINE
Les notations sont celles de l'exposd de M. LAZARD [2] 3 il ne s'agit encore

que de corps commutatifs L, H, K, ... Les éléments des corps sont désignés
par des lettres minuscules <, £, ... , a, b, x, les lettres latines étant,

en princi réservées au corps ds bese (ou corps des invariants) K , dans le
p ’ P D ’

cas d'une extension L|K .

1. Définitions matricielles.

1. Hypermorphismes.

Un hypermorphisme, de dimension k , d'un corps (commutatif) L , est un

isomorphisme de L avec un sous-corps L , de l'anneau des matrices carréces,

d'ordre k , & termes dans L :

=3 y(*)  ou o
(i, de 1 a k,oLijE;L)

G ou g o= [y ll

L'opérateur \{ de l'isomorphisme psut &tre noté en signe de fonction, ou en

signe de multiplicateur.

——

Ies matrices l?*lj'l . du corps L , sont permutables entre elles ; sauf la
matrice nulle, chacune a une inverse dans le corps ; la matrice correspondant
a 1 (4(1) ou 1.@) est lo matrice scalaire unité.

On peut considérer que 1l'hypermorphisme a lieu entre les matrices scalaires
{a.}, dtordre k , et les metrices carrées llxijll ; c'est alors un automor=-

phisme entre sous~corps de l'anneau des matrices carrees, d'ordre k , dens L .

Un hypermorphisme de L , 1'est aussi de l'extension L|K , s'il fait corres-
pondre & tout élément a , de K , la matrice scalaire %ia % , (ou bien encore

s'il laisse invariante cette matrice scalaire).

Réciproquement, l'ensemble des éléments a , invariants dans L, pour un



6=02

hypermorphisme i (ou, plus exactement, transformés en les matrices scalaires
{a.g) , constituent un sous-corps K , de L, qui peut étre appelé le sous=
corps des inveriants de \f ; (de sorte que () est hypermorphisme de LX) .

Ces deux définitions s'étendent & un ensemble d'hypermorphismes (yi iel .

Un hypermorphisie de dimension 1 est un automorphisme, soit de L , soit de
LIx .

2. Addition.

Lla somme de deux hypermorphismes, ( , de dimension k , et '47, de dimension

A, est définie par la correspondance

J\(qw-” o O!

l (matrice composée).
0

1]

C'est un hypermorphisme de dimension k + £ , dont le corps des invariants est
1l'intersection des corps des invariants de Y et \P

Cette addition est essociative, a priori non commutetive, il n'y a pas de
soustraction, On peut noter m (m entier positif), le somme de m hypermor=

phismes égaux & Lf (itération ou puissance).

3. Multiplication,

Le produit de deux hypermorphismes (d'un corps L) est défini par leur

succession

«i.k? = ‘rﬁijll y ij V= “( ij lﬂl'

(1,3 de 1 & k ; puis, pour choque couple i, j : i', j' de 1 2 fi) H

- A - A "

V@) o sulpa) = 116 D5l
le dernier terme est une matrice composée, d'ordre 'Q‘dans 1'anneau des matrices
d'ordre k , donc d'ordre k¢ dans L .

Elle est obtenue en remplecant, dans le matrice ll*ijll , correspondante de o
dans \p , chaque terme Q*ij per la matrice correspondante dans Yo

On peut vérifier qu'on obtient ainsi un hypermorphisme, de dimension k& ’

dont le corps des invariants est l'intersection des corps des invariants de \{

et “f .

En particulier, le déterminant de lo matrice composée est obtenu en calculant
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son déterminant dens le corps des matrices commutatives (d'ordre &) WEJ N,
ce qui donne une matrice, d'ordre éi, non nulle (si & # 0) , puis de calculer
le déterminant de cette matrice qui est aussi non nul.

Ia multiplication, =ainsi définie, est associative ; il y a un élément neutre
qui est l'hypernorphisme identique (ou automorphisme). La multiplication des
hypermorphismes de dimension 1 est équivalente a celle des automorphismes corres=-

pondants.

4, Transposé (ou symétrique) d'un hypermorphisme.

Lk un hypermorphisme {(§ , de dimension k , on peut associer 1'hypermorphisme

2 » . \*
transpose, ou symétrique §°
L L L
obtenu en permutant les lignes et les colonnes dans chaque matrice image.

I1 est visible que c'est encore un hypermorphisme : la somme des transposés
de deux matrices est la transposée de lg somme, et de méme pour le produit,

en tenant compte de sa commutativité,

5. Bquivalence (ou congruence) des hypermorphismes.

S ¢tant une matrice carrée, d'ordre k , réguliére, & termes dans le corps L,

la correspondance (' , définie par 3

-1

At = 8 %) xSTh (on (1) = 8 x¢@) x 57

obtenue en cffesctuant 1. tranemutation, d'op.rateur S sur toutes les matrices
s Y ’

images de l'hypermorphisme \{ est encore un hypermorphisme Y' et Y est

deduit de \y ° par la transmutation d'opérateur s~

On convient de definir équivalents, ou congrus, des hypermorphismes déduits
les uns des eutres par des transmutcotions.

On peut vérifier directement que

1° cette équivalence, ou congruence, a les qualités d'une égalité et qu'elle
est compatible avec (ou laisse détermindes) 1l'addition et la multiplication

definies ci-dessus 3

2° dans l'ensemble des hypermorphismes, définis a une équivalence, ou congruence

prés, l'addition est commutative; la multiplication est distributive des deux
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c8tés, par rapport & 1l'addition.

Ces propriétés sont psut-€tre rendues plus évidentes par l'emploi des modules
de représentation, ou bimodules, ce qui va faire 1'objet du paragraphe suivant.

2+ Bimodules.

6. Définition générale,

Un bimodule, sur un corps L , commutatif, est un ensemble d'éléments,

X,Y, %2, .. , appelés vecteurs, tels que
1° 1'ensemble est un module | , ou groupe abélien additif (signes + et = ) 3

20 il existe deux muliiplications, ou lois de composition externes, par les
¢léments de L : & droite XP et & gauche %X 3

Xf , »X € [ (pour tous o, J3EL) .
3° les deux nultiplications sont permutables entre elles, c'est=a~-dire que

¢GX) P o= (Xp) .

7. Dimension dtun bimodule.

Pour un bimodule | (ou pour une famille de bimodules) sur L , les éléments
ade L, tels que s

aX = Xa  (pour tout X € T) ’

constituent un sous-corps K de L , appelé corps des invariants de r (ou de
la famille).

si T, considéré comme espace vectoriel & droite sur L , est de dimension
finie 4 (s L) =k, et si L est extension de degré fini sur K , le bimodule
M, considéré come espace vectoriel, & gauche, sur L , st de la méme dimension

. (finie) Xk . Ceci, en raison de 1'égalité, valable des deux c8tés s

(Mex) = (2 L)o (LK) ,

et du fait que le piemier membre, en raison de lo définition de K , a la méme

voleur des deux c8tés, k est appeld la dimension de (' .

Be Hypermorphisme et bimodule.

2

Un hyperaorphisme, de dimension k d'un corps (commutatif) L , défini 2 une

équivalence, ou congruence, prés, est équivalent & la construction d'un bimodule [,
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de dimension k sur L, et le sous-corps K des invariants est le méme pour

1'hypermorphisme et le bimodule.

A . =7 . . PR
Condidérons un bimodule [ , de dimension k sur le corps L , et choisissons

B

en une base & droite de k éléments (indépendants) ; Xy
Pour tout élément ot de L, les k <¢léments 9 (de [7) sont des
expressions linéaires, a droite, des Xj :

X, ="£Xj.1ij : (j d¢ 1 & k, pour chaque i)
ou
oL.HXl ) Xk‘l = ‘le coe Xk” X 'ld\ijll .
I1 est visible que la correspondence ainsi rdalisde
O( -_ HOLle ou d\-Lf' = lldij“ 5

entre tout élément A et une motrice carrée, d'ordre k de L , est un hyper-
morphisme ; (on calcule imaédiatement la somme et le produit de deux éléments

et il leur correspond lo somme et le produit des mestrices).

Tout chengement de bese, dans |, défini par une matrice carrée, réguliere,
d'ordre k , S, est équivalent & une transmutation de (J , d'operateur S,

et, par guite, le remplace par un hypermorphisme équivalent.

Réciproquement, considérons un hypermorphisme ¢ d'un corps L . Pour cons-

truire un bimodule premons k vecteurs Xi , et formons l'espace vectoriel & droite

=3 R
X 4—-Xi i

isomorphe & la puissance directe Lk , ou & l'ensemble de k-uples ¢

‘l’d\l ’.‘d\kl‘ 3

tant au point de vue de 1l'addition que de la multiplication a droite, par un
€lément &4, de L,

°

On définit ensuite la multiplication & gauche par un élément KA de L , pour

les k vecteurs Xi s €t, par suite pour tout vecteur X ,

Ao lp =Ha’~in , ""Xi"zxj‘“ij (j de 1 & ky
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et
y e ) - e .\ i o . 3
‘\'z—xi'i E_Xj id‘ij (1 et j d 1 a k)
On obtient bien un bimodule auquel est associ¢ l'hypermorphisme considéré,

I1 est visible gqu'une équivalence, ou transmutation, de (P est équivalente
& un changement de base du bimodule associc 3
. . g = |]x g
A (HX1 e Xk‘l x < )"‘ H}\l eee Xkll x S X(S x Hdin X )

En outre les éléments inv-riants a du.corps K sont caractérisés pour 1'hyper—

morphisme, comme pour le bimodule por les conditions ¢quivelentes s

a.p = %35, a HXl... Xk“ = HXl‘" Xka {as .

o Addition des bimodules.

[M et A &4tant des bimodules sur L, de dimension k et £ , et de wecteurs
respectifs X et Y , on les additionne en forment leur somme directe. Clest
1'ensemble Z des couples ||X Y| | , pour lesquels les 3 opérations sont

définies par

Hx x|+ [z ol = @ +x) @+l

dolx ¥l = |lex || | ¥

f=lp vpll
Y est menifestement un bimodule de dimensuon k+€ sur L, et cette addition
est associative et commutative, si 1'on ne distingue pas des bimodules isomorphes.

Pour construire des hypermorphismes associés choisissons des bases

Xl,o-o’xk;Yl,...,Ye;Xl,uoo,Xk,Yl,aoo,Yz »

1'hypermorphisme associé & §_  est manifestement la somme, au sens défini ci-

dessus des hypermorphismes assocics & [ et A .

Ceci montre que la som:e des hypermorphismes reste determinée pour 1'équivalence

ou congruence, ou trensmutation, et qu'elle est commutative,

10, Multiplication des bimodules.

Le produit des bimodules I’ et [ est 1l'ensemble des couples (X , Y) , entre

lesquels les opérations sont définies par les conditions
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E,Y)+E,M)=E,Y+Y); X,1) + &, =(@E+X*,71);
X, Yef= @, 1.p; KL Y)=E,~AY);L., 1) =KX, .
On obtient ainsi un bimodule, not¢

I A (ordre de succession) , ou AO m (ordre des fonctions) dont une base

est constitude par les k€ couples

x. , 1.) (X, base de o T, base de A)

i’ -t

A ce produit est bien as.ocié le produtt des hypermorphismes car s

Aol s )= Ky, %) = Gy Ti0) = 30 O Ay 1)
-5 ls - (Y <
_Z_(Xj ’7[\1J.Yi') "_/___(}&Jf (L Yj' .(\%\i,])i"]'))

-5 .
‘L__Z (X,] ’ Yj').(gkij)i’j' ’

by

les sommes sont étendues & j de 1 & k, puis j' de 1 2 28
On obtient bien la matrice composee, construite précedemment.

Ceci montre que le produit des hypermorphisnes reste determiné pour 1'équivalence,
ou congruence, ou transmutation, et qu'il est associatif. On constate en outre qu'il
est distributif pour 1l'addition (les bimodules étant définis & un isomorphisme

préS) .

11, Bimodules de diemnsion 1.

Un bimodule, de dimension 1 . est associé & un automorphisme (de L) 3

dew =41 €L, o o,

I1 est monogéne, c'est-a~dire est engendré par un seul vecteur Xy s et formé
des ¢léments X . 2, avec la loi de multiplication s

0( .X = XOQ (d QW) °

0

Ie produit de deux bimodules, de dimension 1 , caractérisés par les autamorphismes
w et w est l'ensemble des couples

ety Xgof) = (op* X f) = Ky, Xpobeat xf)) = &g, Xy Y )
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11 est isomorphe au bimodule X,. associée & l'automorphisme w xw' , car :
(Ko 5 Xooy) + Ky Zoo') = Koy Xgely+)")) 5
Ko » g fpr= Ky, Xpe(yp))
delXy, XO.);) = WXy, Xoo) = EgeFew) , Xoy) = (K, (Hewd)e XoaY)
= (XO > Xge (ﬁ.(u)x{,‘)X))

12, Bimodules transposés.

Un bimodule [’ étant ossocié & un hypermorphisme \f‘ , et défini a un isomorphisme

prés, on eppelle bimodule tronsposé, ou symétrique, et on note [™* , le bimodule

associ¢ & 1l'hypermorphisme trensposé, ou symétrique, (_,i/ * et isomorphe de [ ,
au point de vue de 1l'addition. Si le correspondant du vecteur X est noté x* ,

il y a correspondence des vecteurs de base et :
* T X .
h'd — \ 3 °
Cxon)” =S x> (@ de 13 k);
nais les produits a gauche sont définis respectivement par

. - ; % = t‘" * :)A o 4 A

j\.Xi_T'Xj.J\ij y Ky =5 XAy (j de 1 a k).
La tramsposition est manifestement re¢ciproque. Deux bimodules transposés ont
le méme corps d'invariants K . Si L est une extension séparable sur K y R
démontrera que les bimodules transposés sont isomorphes, il ne semble pas qu'on

pulsse 1l'affirmer cans le cas générai.

13+ Bimodules apposés.

ivec les mémes notations et | ¢tant de dimension finie k sur L , on appelle

bimodule opposé, et on ncte o » un nodule d'<léments x° , correspondant. aux

vecteurs X , avec conservation de la somme, mais les multiplications per les

éléments de L ctant définies par :

0

B = (f?.x)o , ox%= @0,

C'est bien encore un bimodule, de méme dinension k et de méme corps d'inveriants
K o Ies lois cde composition des ¢léments de base sont définies respectivement

dans les deux modules opposés par :
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=T - x0 4 - & 5
#\.Xi_',‘__?(j.*ij, Kjeh =3 Cyyf) (G e 1 2 k)

14, Bimodules inverses,

Les bimodules (l""b)O et (f'o)* seront dits inverses de | ; suivant la
notation du produit, ils seront 1'un & Croite, 1l'zutre & gauche (1'ordre est
indifférent si les modules transposés sont isomorphes). Lans tous les cas les

deux proluits s

Cx (™0 et (O* &I

contiennent un bimodule unite.

~ ;
! » qui constituent une base, tant a

On peut choisir k vecteurs Xi de
droite qu'd gauche. leur construction peut se prouver par récurrence,

O Gans 1e bimodule inverse (lﬂ”)O 3

elle est aussi base des deux c8tdés. Dans le produit Px(r'*)o , formons le

P *
Choisissons le bese correspondante X

vec te ur ‘I
O < 9 ©

il engendre un bimodule unitc.

En effet s

R 0 — 0
s .XO Z_(U('Xi » (X:) ) = Z_(Z Xj.d\ij) ’ (X:) ))

=‘.__}__(xj ,O*ij.(xi) ) -_-‘,_T__Z__(}xj ,(Xi.d\ij) ) =3 (X,

j » X 'Xj.;o))

= @0, X))t =Xk

Ies som es sont étendues @ i de 1 & k, puis d i et j, puis a j .
On opérerait de méme pour 1®*amtre produit.

15, Semi-algtbre,

Dans une extension finie LK , (ou dans L s Sur-corps de dimension finie sur
K) , considérons l'ensemble SI% des bimodules A de L, dont le corps des
invariants contient K

b ¢ SIE' (corps des invariants de & 2 K) .
Cet ensemble est appelé semi-algébre ; il est caract.risé par lss conditions
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de structure suivantes

1 4 tout O , de l'ensemble, est associée sa dimension, (entier positif, noté :
dim(Q) .

2° J1 y a deux relations d'ordre 3

e

A . i \
1 C A, Al sous-bimodule de O

1 ¢ A

Checune d'elles entrafne

-o

2

[

A Ol 3
~ homomorphe a 1-\2 .

i \ in
dlm(l.l) < d;m(ﬂz) .

La conjenction de deux relstiocns d'ordre converses est équivalente & 1'égalité
A=~ A et/l’ﬁéé_-é; 6 = M
A el et Ae D La> b= M .
On pourrait aussi définir des relations d'ordre strictes, (¢cgalite exclue),
qui entrafneraient des indgalitcs strictes des dimensions.
30 11 y o addition (definie ci-dessus).

Ses relations avec la dimension et les relations d'ordre sont

dim(&l +{_\2) = dim(/,\l) + dlm(ﬁz) ,
T O - i A
Relativement & 1'addition, la semi-algebre a

une structure de semi-groupe
additif libre (il n'y a ni zéro, ni opposé¢). Elle est engendrée par les somnes

des bimodules indccomposables qui contituent une base déterminée.

Les relations d'ordre sont conservies per addition.

4° 11y = une‘multiplication (définie ci-dessus) , associative, distributive

par rap.ort a 1l'adcition, et possédent un clément neutre.

La nultiplication conserve les relations d'ordre.

I1 y 2 produit des dimensions

dlm(Al x /.\2) = dJ.m(Al) x dlm(Az) .
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Bba multiplication est déterminée par celle des éléments de la base .

50 11 y a des éléments qualifids 'inverses", pour tout A , 2 droite et a
H 4

gauche,

Ax A=l cE | AxD cr .

Leurs dimensions sont ¢gales & celle de A .

Si les cléments de la base (binodules indécomposables) sont tous de dimension 1 ,
la base est un groupe, relativoment & la multiplication,

Ce cas se présente si L|K est une extension galoisienne (ou normale) ; et le

groupe de lz base est son groupe de Galois.

Dens le cas général, le produit de deux ¢kéments de base étant une somme de
certains des ¢léments de cette bese, en définit ainsi une structure d'hypergroupe.

16. Correspondance,

1° 4 tout sous-corps K , d'un corps L, (LK ¢tant de dimension finie),
correspond biunivoquerent une semi-algebre Sé .
Le biunivocité résulte de ce que, dans la semi-algébre Sé

rement un bimodule | » dont le corps des invoriants est effectivement K

s 11 y a nécessai-

I1 est constitué par une représentation régulicére de L sur K .

2% A tout corps M, intermédiaire entre K et L , correspond une sous-algébre

L ge sl

Sy » K

L
PMDL ... ST <8
K v osbesl |

17, Représentatioh réguliére.

On appelle représentation réguliére, ou bimodule régulier, ou hypermorphisme régulier

P, d'une extension finie L|K (de dimension n) , la correspondance entre
éléments & de L, et les metrices (carrées d'ordre n) ||aij|| , & termes
dens K , définie, en partant d'une base Wy see yw de L sur K, par
les n relations (j de 1 A& n)

‘ =-\— oll, i 3
J.uﬁ Wy i3 (1 d& 1 & n)

équivalentes & la relation matricielle

o Olltol see “%J' = llUJI XX UﬂJ‘ * Ilaij‘l .
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I1 est visible que cette correspondance, qui est un cas particulier de la
de¢finition générale d'un bimodile (paragraphe 8) est un isomor:hisme j les
é1éments w; Jouent le r8le de vecteurs de base.

le corps des invariants est évidemment K .

Un changement de base est une équivalence, ou congruence (peragraphe 8) .

Dans une extensicn L§K , le bimodule régulier est unique, & une équivalence,

ou changement de base, pres.

1] \
THEORBME 1. = Dans un corps L , tout bimodule A , qui posséde une base &
droite X (J de 1 & N), telle que 1'hypermorphisme, défini par A et

correspondant & cette base

ool 1xy o Xl = Txy coa gl < Har gl

ait ses coefficients dans inv(h) = K est un multiple de 1'hypermorphisme régulier
P

A:mP'-:P"‘ooo + P

1° On établit d'abord qu'un bimodule & , dont la dimension N est minimum,
est nécessairement régulier, (de dimension n) .

On vérifie, pour cela que les ¢léments
((»i base de L sur inv(d) = K) ,

sont indépendents & droite dans L . Par suite ces n ¢léments constituent une
base d'un bimodule P, contenu dans £ , donc égal & O , dont la dimension

est supposée minimum.

Mais P est bimodule régulier (et monogéne, engendré par le seul vecteur Xl) ,

ce qui démontre 1l'affirmation.

2° On considére ensuite un bimodule [ , de dimension quelconque, de base X':f .
On forme de méme les n éléments ooi.Xk , pour une certaine valeur de k o Ils

forment une base d'un bimodule régulier P, inclus dans A (en tenant compte,

bien entendu de 1l'hypothése des aij dans inv(D) = K .

On montre alors que :
&:Pki-ﬁk

et que cette somme est directe. la propriété est alors établie par récurrence,.
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[
THEOREME 2 (a). = Tout bimodule monogéne © de L, tel que inv(0) = K ,

est homomorphe au bimodule réguiier P de L|K .

Si © est sngendré par un élément Y , les éléments w,.¥ , qui ne sont pas
nécessairement indépendants, définissent un bimodule, manifestement homomorphe
au bimodule régulier, d4éfinl par lus eléments indépendants w; Xy (ou simple-
ment w,) ,

i
) .

THEOREME 2 (b)e = Tout bimodule © de L, tel que inv(®) soit égal & K,
est homomorphe 3 un multiple mP du bimodule régulier P de 1l'extension L|K .

Ce théoréme, qui comprend le précédent, se vérifie de fagon analogue, en

suivant la démonstration du théoréme 1.

18+ Extensions séparables.

On sait qu'une extension L|K est séparable si tout polyndme irréductible
dans K , n'a pes de zéro multiple dans L . Si K est de caractéristique nulle,
toute extension en est séparable.

Si un corps K (et, par suite, tout sur-corps L) est de caractéristique p
(non nulle), une extension L|K est appelée quasi-séparable si g

Jd. € L et & € K —3 A € K,
3i une extension est séparable, elle est, a fottiori, quasi-séparable, car le
polynbme
= P = (x - )P

qui est dans K (et a uae dérivée nulle) a un zéro multiple dans L , Il est

donc décomposable dans K , ce qui exige que A soit dans K .

La réciproque n'est pas exacte, mais si pour tout corps intermédiaire
M (K< Mcl), l'extencion ~ 1 ¢2% quesi-séparable, L|K est séparable.
(Propri¢té connue et facile & établir).

IEMME 1. - Dans un corps L , de caractéristique p (non nulle), si un vecteur
X engendre un bimodule monogene © , il vérifie 1'implication

X X3 =0 Zo«P.X./sp =0

(la somme étant ctendue & des couples d¥¢lements o, 3, de L) .,

En effet, la base a droite du bimodule © étent formée de vecteurs 3/']. X (j de
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1 & k), a tout ok correspond une matrice (carrée, d'ordre k) ]kiijll R
telle que ¢

A o l‘ oee Xj X eee | = l| oo Xj X eee ‘l x Ildijll

on en conclub les ¢quivalences

Zd\.x. )b =0 4—,—£/‘ Z’(o H ovﬁXjX ocoll)/ =0
Il en resulte, par des égalités évidentes, dins un corps de caractéristique p) s

IEME 2, - Sidnsunrps L, de caractéristique p , il existe un bimodule ©
simple (sans autre sous-bimodule que lui-méme et 0) dont le corps d'invariants

est inv(G) = K s 1l'extension LIK est quasi-uéparable,

® étent simple est monogéne, et tout vecteur peut se mettre (en général de
plusieurs fagons) sous la forme

La trensformation, d'opérateur (¢ , définie par :

Y.(.p = EG( .X.lﬁ).’;:ij.X.ﬁp ;

est un endomorphisme pour 1l'addition, et elle est univoquement determinée, car,
d'apres le lemre précedent s

d‘QX.ﬁ =d‘,oXoF' —7\ j\poxcgp =o('poXcP’p .

L'ensemble des éléments Y de © , dont l'image par ¢ est nulle est un
sous-bimodule de © , qui, d'aprés l'hypothése, ne peut &tre que 0, ou ©
lui-méme (suivant ces deux circonstances, 1'endomorphisme ¢ est un automorphisme,

ou est nul), Or c'est le premier cas qui se produit, puisque s
X.({i-_-X;éO .
I1 y a donc automorphisme et 3

2P XpP 20— T p=0 .

I
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Ceci établi considérons un ¢lément * de L, tel que
A el et AP ex ;

on en conclut :

AP XX xP 2 6 — A X -X.x =0
> A X = XA —> A € inv(6) = K

19. Semi-algébre d'une extension finie séparable.

\
THECREME 3, - Pour qu'ume extension L|K , finie, soit séparable, il faut et

il suffit que la bese de la semi-algbbre ST

x Se compose d'un nombre fini de

bimodules simples Aj_ .
La condition est suffisante, - Si SE vérifie la propriété, 1l en est de méue
de Sﬁ , semi=-algebre de toute extension intermédiaire (K< M el) .

Le corps M est une intersection des corps des invariants de certains Zli .
Mais L, Inv(&i) , est semi-séparable (Lemme 2) ; il en est de méme de toute
extension L|M ; per suite L|K est séparable.

La condition est nécessaire : Si L|K est fini et séparable, c'est une extension
simple, c'est~ad~dire qu'elle est engendrée par un seul élément (v (ceci peut

se démontrer sans utiliser de surextension normale de LIK ) .

Tout hypermorphisme est univoquement déterminé par la matrice I]Vg ll s qui

J
correspond a 1'élément primitif w .
Pour obtenir les bimodules réguliers simples, il suffit de décomposer, dans L ,

le polyndme fondamental f(x) de W dans X .

4 chaque facteur irréductible, dont 1l'un est x - W , correspond un bimodule
régulier simple dans L , et tout autre bimodule régulier est somme directe de

ceux=~la.

Il en résulte (théoréme 2) que tout bimodule de SE étant homomorphe & un

multiple des précédents est aussi une sorme directe de bimodules simples.

) N .
THEOREME réciproque. - On a einsi établi qu'i toute extension finie et sépara-

ble L|K s correspond une semi-algébre déterminee, (qui sera appelée algébre de
Galois), engendrée par une base de bimodules simples. Reste & c¢tablir la réciproque

qu'on peut énoncer comme suit.

} \
THEDREME, = Toute semi-algébre S , de bimodules d'un corps L , engendrée par
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une base de bimodules simples, est une semi-algébre SII{’ d'une extension finie

LIK (de L relativement & un sous-corps).

La demonstration se fait en formant le corps K , des inveriants de 1l'algébre
S , engendrée par les bimodules simples Di , puis le bimodule régulier PTI{' de
L sur K, qui contient le bimodule P=73 &, .

On forme ensuite un certain enneau d'endomorphismes P , en lui appliquant un
théoréme de Jacobson-Bourbaki [1], Ch, 11 , paragraphe 5 , p. 71, Théoréme 3 b),
on prouve que les dimensions de P et PK sont égales, ce qui démontre 1'équi=-

valence de ces bimodules.
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