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Exposé n° 4

BATENS LUNS DES CORPS VAIUES COMPIETS

par Pierre SAMUEL

1, Vocabulaire et notations.

Lans un corps K , une valuation est une fonction v(x) des éléments x non
nuls du corps, éont les valeurs sont dans un certein module, ou groupe abélien

additif, M , eppelé module de valuation, et qui vérifie les relations s

v(ab) = v(a) + v(b) , v(-2a) =v(a) ;
v(a + b) » minimum (v(a) , v(b)) .

- La valeur absolue est 1l'exponentielle de 1l'opposée de la valuation

exp(- v(a)) = |a] exp1 > 1) .

EXEMPIES, - Dans le corps K des nombres rationnels, ayant adopté un nombre

premier p , on peut prendre

(13

. i .
via) =i, a=p. (u.v premiers avec p)

<le

Dans un ensemble de fonctions meromorphes, un point 2z = a du plan complexe
étant choisi, on neut vrendre :
v(a) = ordre du zéro a de la fonction
(un p8le étant considéré comme un zéro d'ordre négatif).

Une unité de K est un élément de -;aluation nulle,

Ltanneau A de valuation de K est l'ensemble des éléments de valuation non

negative, y compris O , (dont on peut prendre v(0) = + o)

L'idéal P de valuation de K est 1l'ensemble des éléments de valuation positive g

€léments de A non unités,

L'ensemble A est bien un anneau car :
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a,a¢ch & v()»0 et v(a')y o0
v(aa') » 0 —3 =aa' ¢ &

*—7Lv(a+a')>,0 - a+a'é A,

L'ensemble P est bien un idéal de 1l'anneau A .

d,d" ¢€P—> v(d +d')>min(v(d) , v(@')) 7 0= d +4d*' ¢ P,
AP et a¢ A—=3v(ad) =v(a) +v(d) >0 —> ad €P

L'idéal P est meximal, donc l'mnnesu quotient A|P , des classes de & ,

mod P, est un corps R , appelé corps résiduel,

On supposera ici que le module de valuation 1} est un groupe cyclique infini,
isomorphe au groupe additif des entiers. Dans ce cas, il existe dans P un

élément p tel que v(p) soit minimum. Alors P est 1'idéal principal (p)

(produits d¢ p par les élements de A) . Les autres idérux de A sont les
idéaux principaux P = (pl) (puissances positives entieéres). La base p est

appel@ 1l'uniformisante pour la valuation (locale), (lorsque plusieurs valuations

sont considérés simultanément).

2. lemme de Hensel,

Dans un corps valué complet K , si un polyndme f(x) , & coefficients dans

A (anneau de valuetion) , consideré mod P (idézl de valuation) est congru
au produit de deux poly.fmes, & coefficients dans A , premiers entre eux 3

f{x) = g(x) xh(x) 5 3 U(x), Vix)

et tels que degré(f = gh) < degré f

Ug(x) + Voh(x) = 1 (modP)

wve

ce polyndme est aussi décomposable dans A , en un produit de deux polyndmes

go(x) R hO(x) , regpectivement congrus & s(x) et h(x) , mod P,

Mous construirons go(x) et ho(x) , par approximations successives, en formant
une suite de polyndmes gn(x) , hn(x) , qui pour n augmentant indéfiniment

(par valeurs entiems), auront precisement pour valeurs les polyndmes cherchés.

Ces polyndmes vérifieront la congruence de décomposition, mod P® , nous

allons les calculer par récurrence sur l'exposant n .

Supposons obtenus (pour n 3 1) , des polyndmes gn(x) et hn(x) normés,

tels que 3
g () = glx)

£() - g () B () = ¢).p” (mod P)
hn(x) h(x)

"
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et
degré p(x) & m = degre f(x) -

Nous cherchons & calculer de nouveaux polyndmes définis par

- o, _ n .,
gn—:-l(x) B gn(x) +p.g'x), hn+l (x) = hn + p «h

ils sont encore congrug, mod P (oumod (p)) & g et h, et s
, n n 1
£) ~ g, ) b () s g&)p +p (g, b +h ) ()

(les termes négliges dans le deuxiéme membre, etant multiples de p2n sont dans

prl , puisque 2n > n+l) .

Pour obtenir le résultat cherché, il sufiit de déterminer g' et h' , de degrés
respectivement infirieurs & ceux de g et h (de fagon & ne pas altérer les

termes de plus haut degré), et tels que

PG + g () ') + b () ' () = 0 (moa B*)
ouy en divisant par pn et tenant compte des congruences de g, et hn avec
g et h

(f(x) +g(x) h'(x) + h(x) g'(x) = 0 (modP) .

Mais g(x) et h(x) ctant, par hypothése, premiers entre eux mod P , on
peut trouver des polyndmes (& coefficients définis modP , dans 4) , U(x) ,
V(x) , Q(x) , tels que :

(Q.h - q:.U).g(x) + (= Qug = V)oh(x) = - (F(x) (mod P) 3
il suffit alors de prendre :
h'(x) =Q.h =¢.U, g'(x) = = Qf = ¢,V

en déterminant Q de fagon que h'(x) soit de degré inférieur & celui de h(x) .
Puisque le degré de  est inférieur & m , il en résultera que le degré de
g'h sera aussi inférieur & m , et par suite que le degré de g' sera inférieur

au degré de g . In outre la congruence sera bien vérifiée.

Les suites de polynémes g, et h ~vérifient la condition de Cauchy (pour
les valeurs absolues) puisque, parexemple

I
gn - gn+1 2 0 mod le, done V(gn - gn+i) >/ V(p ) .

Le corps K étant complet, elles ont des limites, dans K , telles que :

v(f - &g ho) > v(pn) (pour tout n)
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ce qui entrafne l'annulation de la différence.

la démonstration pourrait étre dtendue au cas d'un idéal de valuation P,

non principal.

D'un point de vue opposé, un cas particulier de cette démonstration semble
avoir été 3 l'origine de 1'introduction des corps p-adiques (puis valués) par
HENSEL.

Si un polyndme f(x) , & coefficients entiers (ordinaires) s'annule, mod p,

pour une veleur a , qul n'est pas zéro double :
fa) 0, f'(a) £0, (modp)

(p nombre premier) ; elle admet un zéro simple a pour tout module pn
n b

(an étent congru & a , mod p)

3. Enoncé du probléme.

i partir d'un corps K , valué, complet, d'¢léments a , b, «.. , de valuation
v(a) , et d'une extension finie L|K , de degré n = (L : K) , d'éléments

o 53y e+ nOUS noUs proposons d'en trouver une valuation w(*) , oo de L

telle que w induise v sur K :

at K<L = w(a) =v(a) .

Nous dirons que LlK est ube extension valuce et que w est le prolongement

de v .

Nous désignerons les ¢léments de L par les lettres successives de celles qui

désignent les &léments de X

B anneau de valuation : A=[B, K];

Q idéal de valuation : P=[Q, K]

N module de valuation, d'uniformisante g Mc N ;

S corps résiduel B|Q R=[B, KI/[qQ, K] sous-corps S

I1 en résulte évidemment

- La dimension n = (L : K) de 1l'espace vectoriel L sur K est le degré

de l'extension :

- le degré f = (S : R) est apvelé le degré résiduel ;

1tindice e = (N : M) (tel que p = q ) est appelé le nombre de ramification.
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4, Unicité du prolongement w .

Si le prolongement w(*) existe dans 1l'extension L , il est unique.

Propriété préalable. - Tout espace vectoriel topologique V , de dimension n ,

sur un corps valué complet K , a la topologie de la puissance directe K* .

La demonstration se fait par récurrence sur n , la propriété étant évidente

pour n=1,

En raison de 1l'additivité, il suffit d'établir la bicontinuité au voisinage
de O.

L'espace V étant construit comme la somme d'un espace U' de dimension 1
et d'un espace U" de dimension n - 1 , tout vecteur x de V est ainsi,

de fagon unique, somme de deux vecteurs :
x = u'(x) + u'(x) ;
u'(x) =a. 2 (x) €U' , W(x) € K;
ut(x) € U,
L'isomorphisme étant algébrique :
u' tend vors 0O et u" tend vers 0 —> x tend vers O

En sens inverse on raisonne par l'absurde : si la continuité n'avait pas lieu,
on pourrait trouver une suite X, telle que u'(xn) ne tende pas vers 0 , donc
une suite incluse X, telle que :

> %
2|

t:ais alors ¢

X s$»n tendvers O ; -a+x :» tend vers -~ a .

m m m m

Lle vecteur premier membre ainsi formé est dans U" ; sa limite - a devrait
étre aussi dans U" , ce qui est absurde.

CONSESQUENCES. - Dans K, la valuation v(a) définit une topologie ; on peut
définir topologiquement 1'idéal P : l'ensemble des éléments a , tels que
a® tende vers 0 lorsque n entier augmente indéfiniment, car s
v(a®) = n.v(a)
augmente indefiniment.

S'il existe une valuation w@) dans le corps L , elle définit une topologie,
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telle que 1'idéal O soit defini par les éléments s

wi@)> o ou A zugmente indefiniment.

Cette topologie mera donc entiércment definie par la veluation de 1l'uniformi-
sante q , laquelle est elle-méme définie par la valuatiob de l'uniformisante

p de M (qui en est un multiple).

5. Construction d'une valuation.

Tout élément o de L est algébrique sur K , il est zéro d'un polyndme

irréductible normé, déterminé (polyndme minimel, ou fondamental) s

f(x) = 4 ay &1y cee toa flr)y =0.

nous poserons
w(*) = (v(an) :n) .

Cette définition reste valacle quand on remplace f(x) irréductible par une

de ses puilssances : a, est remplacé per aﬁ et n par nh.

On peut d'abord vérifier que :

a ¢ K= w(a) =v(a) , w(xB)=wk) +w(p).

x étant zéro de f(x) de degré n et f£(0) = a3
g étant zéro de g(x) de degré m et g(0) = 3

«p est zéro de T(x) de degré mn (peut &tre & zéros multiples) et

n

_om m.ny | _ . ]
F(0) = a, bm R v(an bm) : mn = v(an) T n o+ v(bm) : m

Il reste & vérifier
w(d +R)» min(w@®) , w(p)) ;

ou
w(®)3 0— w(l +0)»o0

Cette deuxiéme aondition est un cas particulier de la premiére pour s
A =1, f=0;
inversement elle entrafne la promiére en prenant s
w() ¥ we) , o= B x

Je forme le polyn8me fondamental de © irréductible et au moins de degré 1 s
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n n-1
f(x) = x +a; X *eee toay

w(@) >0 — v(an)zo ou a € i,
Le polyn8me fondamental de 1 + © a pour terme consfant

n n-1
b—("l) +(-1) a1+ooo+&n
I1 suffit de montrer, en raisonnant par 1l'absurde , que la valuation
v(b) 3 min v(ai)
ne peut &tre négative.

51 non, un ou plusieurs des ccefficients 2, aurait une valuation négative,
soit = r la plus petite d'entre elles et soit 2y le coefficient de plus
grend indice dont la valuation soit égale & -1 .

formons le produit g(x) = pr f(x) , les ccefficients de ce nouveau polyndme

vérifient les conditions :

. r r
. = . €

i>k: vip ai) T +v(ai)> 0, o p a; P

. r . .r cr s

i=zk s vip ak)zr+v(zak)=0,oupak unité € A

i<k: v(prai)=r+v(ai)>/0, ol praiC-A

Le polyndme x5 g (x) formé par les termes de degré au moins égaux & k vérifie

les conditions s
g(x) = x* g, (x) = 0 (modP) ;
degré (g(x) -~ X gx)) < degré (g(x)) .
En outre ces divers polyndmes ont leurs coefficients dans A , et k est au
moins égal & 1 , puisque v(ah x) n'est pas négatif{

Nous nous trouvons dans les conditions d'application du lemme de Hensel H
lo polynfme g(x) décomposable, mod P , le serait aussi dans A ; mais alors
f(x) serait lui-méme décomposable, ce qui est contraire 2 1'hypothése puisqu'il
est polyndme fondamental de © , donc irréductible.

6. Fgalité n=ef 3 n degré de L|K ,e degré résiduel, f ncubre de ramificaticn.,

Prenons pour module de valuation de L , l'ebsemble z des entiers (w(q) = 1) ;
le module M de K sera ez (puisque N : M=-¢e) .

Prenons f éléments W, unitée -de~ B TThéairement indépendants dans R , de
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fagon & constituer une base de S :
& o; w; =0 (mod Q) , o, € A) —> e; = 0 (mod P)

les ef ¢éléments de B

(A_)l -_ 'j s i - .
ij'_wiq (O$J<e), W(tij) W(wi)"’;]

sort indépendants, relativement & A (ou & K) de sorte que ef ¢ n .

Cherchons a determiner les aij € A, tels que :

_ = ’ I d J _
0=3" oF wij =3 a,w, a, W (u’i) =0
la valuation d'un élément de cette somme est
") = g, o) = Pz
w(aijb\ij) = v(aij\ ;a4 V(aij) +j=j+ek

k étant un entier dépendant de aij . Si les coefficients aij ne sont pas tous
nuls, considérons les termes dont la valuation est minimum, et désignons sa
valeur par hj ; elle est nécessairement obtenue pour une (méme) valeur jo ¢e

j et k

termes, on aurait

o de k et peut étre pour plusieurs valeurs s de 1 , Pour ces

ko ~hy Jo
= = w = 148
asjo bS P ou q ast\”s q bS s unites de B
et pour tous les autres :
-h . -h .
0 J 0 J ¢
w(q aiju)iq)>0, ou q aijwiq €Q .
I1 en résulte, pour 1'égalité considerde
"ho
- < I .
0=q > 855wy T b, w (mod Q)

mais les bS dtant dans A
by = 0 (mod P)

ce qui est contraire a 1l'indépendance des Wy et, a fortiori, des W . Lt'égalité
supposée entrafnz donc l'annulation de tous les A5 s ce qui démontre 1'indépen-

dance des w' . .
1]

Pour établir que ces ef &léments forment effectivement une base de L , .sur K.,



4-09

L une expression d'ap-

nous allons former, pour un élément arbitraire oA de
dont la limité (pour n infini) donners une

proximation (congrue mod Q°)

construction de %
On peut supposer que la valuation de ™%X vérifie la condition

0&vld) =3 e

il sufiit au bescin de multiplier 1'élément par une puissance convenable P
a,, des W',
1] ij *

’

qui étant dens K , ne fera que modifier les coefficients

D'aprés le choix fait des W, , (base ge]ss ¢léments de B, mod Q) , on peut
0 , qui est dans B

trouver des ay € A, tels que, pour Aq
~ip
Agq —Z_aiwi:O (mod Q)s 3

ou
o .
a. \A:lq :(}\—Lai Jou‘“ijo=o (mOdQ) .

Nous allons établir, par récurrence sur n , une congruence analogue pour le

module Qn .
Ve 3 3 n - 3
Supposons trouvés des coefficients ai(j) s que nous noterons provisoirement

aij y tels que

d~ - ! 6 n 57L -~ _,L.' -
Zaijwij Q" ou zaijuij q ./

(ceci est verifié pour n =1, avec les seules valeurs Jo de J).

On peut trouver des coerficients c; & A tels que

< [

2 X LD
/" ‘—Ci\J‘iLQ O-A I‘

ciujizqoﬂ' , ,B'GB.

I

4
L

Effectuons la division de n par e
(0 ¢ j, < e, > entier)
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En revenant a < , ceci donne l'approximation cherchée pour n + 1

— \ n+l n' o . n+l
O(—Z—-a;l.jwj:j = q p € qQ (&), =

. a.. + cl
J 1] ij)
(on prend bien entendu c:’:j =0, vour j # jn) .

Les éléments a(;lJ). (notés aij) , suivis par a:.fr.ﬁl) (notés ai,j) forment

une suite convergnete, puisque :
, N e (n) (n+h) P

- ! = g ! * b ° . < 5

(aij aij) 3 ¢ P" d'ol (aij 8 )EP H

les P» s'emboftent dans tous les suivants, de sorte que la suite vérifie la
condition de Cauchy.

Elie a donc une limite qui est égale a A

L]




