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Séminaire DELANGE-PISOT-PGITOU 3101
(Théorie des nombres)
e amnée, 1378/79, n° 31, 9 p. 28 mai 1979

BOUTREPARTITION MODULO 1 DE SEMI-GROUPES ADDITIFS
DE NOMBRES REELS

par Jean-Pierre BOREL (*)

[Univ. Limoges ]

Abstract. - Le¥ Y = (yk) an infinitely increasing sequence of positive real
numbers, and X = (xn) the increasing sequence of all numbers Zk D Vi s with
positive integer coefficients., We study the set of all positive real numbers «

such that the sequence (axn) is uniformly distributed modulo 1 .

1. Quelques définitions.

lele = Soit @ 1'ensemble des suites croissantes au sens large X = (xn)nEN de

nombres réels, avec :

0 <x et lim

X = @©
N~ 70 oo Xn T T ‘

Lorsque X € ® , nous poserons
2ﬂitxn

-
- Pour tout t e R : AX(X , t) = anﬁx e

- A (x) = Ay(x , 0)

- B(x) = {a € Ej/(axn)neﬂ- est équirépartie modulo 1} ensemble normal associé

a X
o -SX
n
- FX(S) = Z%:O e .

La série formelle FX(S) est, lorsque lim log n/xn = 0 , alsolument unifor-

n-+*
mément convergente sur tout demi-plan Re(x) >a >0, donc défihit sur le demi-

plan Re(s) >0 une fonction holomorphe, telle que

© _an ) s
(1) FX(s) = Z%:O e = JO e ™% dAX(x) .

Définition. ~ Nous définissons dans ® une addition par la relation entre séries

formelles

P P, =T

X*"Z 7~ "X%+2 °

Si X = (xn) et 7 = (zm) , 11 est facile de voir que X + Z est la suite crois-
sente des x + 2z, ob (n, m) déerit N? . D'ol la relation :

L2mitey

(2) AX+Z(X , t) = E% — AX(X -z, t) .
S

*

(") Texte regu le 11 juin 1979.

Jean-Pierre BOREL, Mathématiques, Université de Limoges, 123 rue Albert Thomas,
87060 LIMOGES CEDEX.
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le2 DEFINITION. - Nous dirons qu'une fonction f de R dans R est & crois-—

sance réguliére, noté f e R, si f croft avec x vers + « et si

flx - 1) _
x4 fix -

1lim 1.

I1 est facile de voir que si f croit avec x vers + « , les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :
(i) feRr,

. . f(x - y) _
(i1) 3y >0 Mo, o = )= L

£x ~y) _

(iii) 7y >0 ln o =FET .

D!'autre part, f € R si, et seulement si, la fonction qui & x associe f(log x)

est une "slowly oscillating function" au sens de [6]. En utilisant un résultat ob-

tenu par PARAMESWARAW dans [6], les fonctions de R sont caractérisées par :
f: R -%R croissante
(3) (f(x) ~ 4 exp(], s(u)du) (x =3 + =)

4.

i1A>0, #6: R -»R continue b.q.%lixiu_m 8(u) = 0
%ﬂ; 6(u) du

2. Ensemble normal associé & la somme de deux suites.

+ o,

it

L'étude de l'ensemble B(X) n'est intéressante que si X € @' , ensemble des

suites de ® telles que AX € R . En effet, le théoreme 1.3 de [5] entratne faci~

lement
(4) X¢n = B(X) =¢

(voir par exemple [3] pour la démonstration de cette propriété).

PROPOSITION 1. — L'ensemble ®' est stable par addition.

C'est une conséquence de (2), utilisée pour t = 0 ; soit € >0 quelconque.

Alors X € @! entraine
1y, x>y =34(x) -4 x—l)SEAX(X).

Donc

AX+Z(X) - AX+Z(X—1) = Eénsx AX(X - zn) - AX(X -z, - 1)

< e E;nSX AX(x—zn) + ZX—ZnSy Ax(x—zn) - AX(x-zn—l)

e () + () () - A(x - 7))

Or Z e ®' entraine AZ(X) - Az(x -y) = o(AZ(x)) =of

résultat.

AX+Z(X)) . Dlou le
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PROPOSITION 2. - Soit B'(X) 1'ensemble des o >0 tels que

. -1
lim . A (x) AX(X , @) =0 .

Alors X + Z € @ entratne

BY(X) uB'(Z) e B (X + 2) .

La démonstration est analogue & la précédente : si a € B'(X) , on utilise (2)
avec t = « pour majorer !AX+Z(X s t)l , et 1'on obtient & € B(X + Z) . Le rai-

sonnement est le méme si « € B'(Z) .
Or, pour des suites croissantes au sens large, le critére de Weyl s'éerit (voir
[3], théoréme 1.1) :

(5) B(x) = N, 2 3'(X)
q&el

~

d!'ol le corollaire suivant.

COROLLAIRE. -~ Si X + Z € ® , on a B(X) uB(z) ¢ B(X + 3) .

z

Cette derniere inclusion peut étre stricte. Elle peut &tre interprétée & 1'aide
des fonctions F . En effet, si X € @' , FX est holomorphe sur le demi-plan
Re(s) >0 (la caractérisation (2) entraine que AX(X) = O(ehx) pour tout A >0 ,
d'oh lim _  log n/xn =0 ). La relation (1) est alors valide. B'(X) est alors
essentiellement 1l'ensemble des « tels que

linm . (o)t
A

F (o - 2mig) = 0
o0t X

(voir par exemple [8]), Si B"(X) est l'ensemble de ces & , 1'inclusion
B"(X) u B"(2) < BY(X + 2)

est immédiate.

3. Spectre d'une suite.

i = (
Soit Y = \yk)k21
nombres réels, telle que Yy >0, et Yy tend vers + «® avec k si Y est

une suite croissante au sens large, finie ou infinie, de

infinie. Si y >0 , nous noterons <(y) 1la suite (ny) « Alors, dans ces con-

nen
ditions, la suite (Y) :

1) =+, &) = o)+ G50 + e

appartient & @ . Cette suite décrit le semi-groupe additif d'ensemble de généra-
teurs Y , chaque €lément étant compté autant de fois qu'il a d'dcritures différen—

tes. La relation sur les fonctions devient :

Fyy = ﬂk F<%£> et chk>(s) =1/(1 - e ) .

Nous définirons le dénominateur d = den(Y) de la suite Y par :

d = Super den(y/yl) ou den(x) = infxzp/qlql (on pose par convention inf F=to ).
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Enfin, nous définirons le spectre de la suite Y :

Spec(Y) = B:—B( (X))

THEOREME l. = Soit X = (Y) . Trois cas sont alors possibles :

10 X £0r, alors Spec(Y) = Bj
20 X €® et den(Y) <+ », alors Spec(Y) = yzl o

Il
=

3 X e® et den(Y) =+ @, alors Spec(Y)

Ce résultat provient de (4), et de la proposition 2, utilisée avec
1= =« g,
ou Y<k) est la suite Y privée de Yy o Alors si (Y) € @' , cela entrafne
{a>0/ay ¢ 2} = B'(@)) «B'(X) .
Et ceci étant vrai pour tout k , (5) entratne
{e>0/1ael , 3k, qay £ 2} cB(X)
L'inclusion inverse est immédiate. Spec(Y) s'en déduit facilement.

Si Y est domnée, étudier la répartition modulo 1 de la suite (YY) qui décrit

le semi-groupe associé revient donc & déterminer :
Si (Y) apvartient ou non & ®! , donc & étudier la fonction A(Y) i
Si le dénominateur d = den(Y) est fini ou non.

Le premier problsme sera l'objet des chapitres suivants, et n'est pas résolu dans

tous les cas,

Le second est bien plus simple, puisque trois cas sculement sont possibles :

i
+
8

Cas 1 : Hk, yk/yl¢,@:_7 d

Cas 2: Ycy Q et limden(yk/yl)=+°°, d=+ @

Cas 3¢+ dnell, nYc v, 2, d <+

le cas 2 étant impossible si la suite Y est finie.

4. Exemples des suites Y telles que (Y) e @' ,

4.1, — La fonction A(Y} a été étudide, pour certaines suites Y , dans le cadre
de la théorie des partitions. Dans le cas particulier ou Y est la suite des
entiers strictement positifs, (Y>(X) - A(Y>(X - 1) est le nombre de partitions

p([x]) de 1'entier [x] . Dans ce cas :
) € 0" &= p(N) = 0(2 4 )

et 1'équivalent p(n) ~ n‘VZn/B)/(4 V3n) entratne le résultat.
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Des conditions suffisantes pour que A(Y) € R ont été obtenues, pour une suite

Y infinie. Citons par exemple :

>(X)=BXB+R(x) , B>03; B8>0

.Jo R<uu du=Dblogx+c+0(1) (beR, ceR), (INGHAM, 1941, [4])

Y est une suite strictement croissante dlentiers (BATEMAN et ERDOS, 1956, [1])
1mk_’+m Vi l/y <1 (V. SCHWARZ, 1969, [7]).

Ces conditions proviennent de 1!'étude, par des méthodes analytiques, de la fonc-

tion (A<Y>(x) - A(Y>(X - y»/(A<Y>(x)) dont un équivalent quand x - + ® est

obtenu, ce qui permet de montrer qulelle tend vers O .
La méthode de BATEMAN et ERDOS est trés différente. Nous allons utiliser une mé-

thode analogue, pour généraliser ces résultats.

THEOREME 2, - Soit Y = (yk) et ¢ une application croissante de §+ dans

W

%* kel
B+ .
Supposons
* i | - -
() um v )Gy, - %) = w>0
(a) 8i Y vérifie (*) avec ¢ =1, alors A(Y) € R

(b) S8i Y vérifie (%) avec une fonction ¢ telle que

() limx~+m n(x)/(y(x)1og x) = + = , ol h = n(x) est défini par

hy, $x < (nh+ 1)y, ,

Py g’ .
alors A(Y} e R

. &
<yk)kEN% telle que lim yk(yk+l - yk) >0 .

COROLLAIRE, - Soit Y

(a) Si a=0, %$¥> € R.

. N 1 N
(b)§£ ae)O,-—ir—[, A@>€ ® des que

. 1-1/&
llmkq+m Ve k logk =0 .
Soit X = (Y) , et\ p! = inf yk (yk+l ¥,) « Nous supposerons p! >0
(sinon, on écrit (Y) = (Y Y+ é% >, ol Y2 est finie et Yl vérifie M’ >0 .
Or il est aisé de montrer que (Y2) € O' , voir par exemple [3]).

Soit x >0 donné,let A= p’/?(x) « Soit x! quelconque, dans l'intervalle
Jo , x) . Pour qe N , soit ﬁAXq)(x’) le cardinal de 1'ensemble Eq(x') des

. . . 7 . \; by 3 . .‘e by
combinaisons linéaires 4 nj Y. @ coefficients dans N s appartenant 3

j=1
1t'intervalle ]x' - X, x') , et telles que k < k2 < eee < k. ., Alors
J

phe(xt) = 5 () = aan) - aler -0
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A chaque combinaison linéaire Z§~l nj ykj de Eq(x') , on peut associer les q

combinaisons linéaires :

(6) lgigq, avec m, , =1, = d. . e

m. . .
1,3 ykj 1,3 7% T %1,

/

j=1

On obtient ainsi des éléments de la suite X , inférieure ou égaux & x' . Les

Vi concernés sont majorés par x , donc

Vi, vty JA3 =y w2
J J!
et lorsque Z%—l nJ Y. déerit E (X‘) et q déerit N-;c y les combinaisons de

(6) sont toutes différentes. Cela entraine, pour tout Q € N :
(7) A(x) 2 Z;l qAA)((q)<x') > Wa(x') - Q 23:1 mg((q)(x’) .
LEME 1.
t
AA}((Q)(X:) < (g + 1)(EH

En effet, dans les conditions considérées, les entiers m = [yk/h] sont tous
différents, et on peut supposer m, £ 0 (en enlevant au besoin les y tels que
y < p! w(yl) o Or enlever un nombre fini de y ne change rien a l'appartenance
A(Y) € R, remarque déja faite). Donc :

o
S G S gy (o) o) P

ou P (n) est le nombre de solutions de n = Z%—l nymgs, neEl.oOr Pq(n)§h
([1], inégalité (8)). D'ol le résultat.

2g-1

Donc, (7) entratne, si x > A :

, 1 2/X\2
en additionnant ces inégalités, avec x!' =x -nA (0 < n< E%] + 1) , nous obte-
nons :
y(x 1 2/xy(x)\ 2
(8) () = iyl - 1) € L))+ 2?uE))29)

LBME 2. - 8i Y = (¥ )keN* , AX(X) croft plus vite que toute fonction polyno-

miale, et AX(X > c(e Nk) ou k est défini par kyk <x < (k+ l)yk+l .

La formule (2), avec t =0 , permet d'obtenir par récurrence sur k

k
TEZO A )>(X) Z W Yy = y)iga -

D'ou la premiére assertion. Soit k quelconque tel que Ve $X Alors

k k
<Y)(X) BACI >(x) = X k>c: k 303:1:(-_- si kyk\<x .
(k) k! y, Vi kF yy vk

81 lim__ ¢(x) = L <+ =, on peut supposer § =1 . Alors, Q &tant fixé, (8)
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entraine
et = Ap(x) - ay(x = 1) 1
eel , o . AX(X) " Q
d'ou AX € R .
Si lim 4(x) = + « , le lemme 2 et ld majoration (8) entratnent

(9)

h(x) = ay(x = 1), i(x)  de w(x) 2q V1
L (%) Swrre i G T R

e
ot h=nh(x) est aéfini par hy, <x < (h+ )y, -
h

Prenons Q = [m] , et supposons que Q ‘tend vers + « avec X . Alors
Q‘g(-}-:ﬂﬁ(,ﬁ-)-)zQ Vb < exp(2 log h + 'é—'iil?—x'(log x + log ¢(x) + log ) + = log h-nh) .

e
L'hypothése (f“") entraine log q;(x) log h + log log X = O(log X) « Donc - h
est le terme dominant sous l'exponentielle, et le second terme du membre de droite

de (9) tend vers O . De méme M tend vers O d'aprés (¥%) ., Donc A, € R .
, Q X_

Enfin, si Q ne tend pas vers + ® avec x , la condition (##) entratne

Um_ . $(x) = 0, ce qui est impossible.

La partie (a) du corollaire est évidente. Supposons « >0 . Le théoréme 2 s'ap-
plique & Y lorsque

1lim ._.1;1(_}.(_)___—_—+ ®© .
X <%
log x

Soit € >0 domné. Alors, si h est assez grand

by, < ent* (t-afa) log—l/a h

Donc si x est assez grand : h = h(x) > hy ot hy est solution de

1 -
sho/a log 1/01 hO

= X o
Or
log hO ~alogx et hy ~ e ¥x% 10g x .
Donc, pour tout € >0 , lim inf _blx) > ¥,
I
log x

Remarques.,

10 8i Y vérifie (*) avec y(x) = x%, Ve > k1/1+°‘! . Donc le (b) du corollairg
qui a priori est vrai p?gr «ec )0, 1( , n'est intéressant que si T%—- < % -1,
clest-a~dire ae JO , ——-5———-—}-[ .

2
2° Le théordme 2 contient les résultats de BATHMAN et ERD68, ainsi que ceux de

Wo SCHWARZ, mais_pas celui d!'INGHAM. Il permet de montrer que A(Y) € R lorsque
Yy = k% y o> -—E-j—é_—-l— (d'apres INGHAM, c'est vrai pour tout & >0 )., Mais il
permet des suites pas trds régulidres par exemple avec & = 1/3 y Ty peut oscil-

ler entre k3/4 et kz/log k (tout en vérifiant (#%) avec \y(x) = xl/3 ).
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30 Formellement, on a la relation :

© -SX © -3Y,
n ky-1
(10) P (s) = Zn=0 e = TLzl(l - e ) si X = (¥).
© —-SXn © —Sy'k

I1 est facile d'en déduire que les séries Zi_o e et 2£~1 e ont méme
abscisse de convergence S - Le cas intéressant est le cas 9, = 0 , car la pro-
priété (3) entratne :

. . —-ax
feR=V¥a>0, ln_ flx)e =0,

Alors, on a pour Re(s) >0 :

5Co @ -SX

FX(a) =8 jO ™% AX(X) dx = exp(s JO z*g—-:gg-AY<X) dx) .

Les études analytiques de la fonction AX reposent sur cette formule.

Cette remarque permet de construire des suites Y telles que F(Y) ait une abs~
cisse de convergence nulle, mais avec 'A<Y) ¢ R . Il est probable que la croissance
de y, en fonction de k , lorsque A(Y} € R, peut &tre aussi petite que 1l'on

veut, pourvu que yk/log k tende vers + « (d'ou FY a une abscisse de conver-

gence nulle). Mais il faut alors ajouter une condition de régularité de la crois-—

sance des y,_ , d'autant plus forte que cette croissance est lente.
4.2, - Le résultat précédent suppose que la suite Y croit strictement, pour k
assez grand.

Dans le cas contraire, nous obtenons des conditions suffisantes pour que

A(Y) € R, avec une méthode totalement différente : le théoreme 1 entraine :
A R — 2
Aepy € R=B()) #d .
I1 reste donc a trouver des conditiona suffisantes sur le nombre « >0 pour que
i . ~1
(11) Vael , lim A<Y>(x) A<Y>(X , q@) =0
clest-a-dire qa € B'(Y)) pour tout q € ET , donc wae€ B((Y)) .
Cette méthode repose sur llestimation des sommes trigonométriques
A(Y)(X , Q@) = Zﬁnkyksx exp(2ﬂ1ta'2hk yk)
(voir [2] et [3]).

Le résultat essentiel ®st la majoration suivante.

THEOREME 3. - Soit Y = (yk)k N ¢ un nombre réel positif, x un élément de
— e
(e s Wiy 0 88 E= (b, by,

de maniére croissante.

—

cee hp} une partie de {1, 2, ... , k} rangée

Soit t >0 tel que tyh

A () Hay G, 8)] € e+ vl p)(1 4 og(8)) (30T v, /3 )b
P

¢ N pour tout h € U . Alors :
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avec
D 2mity
— v . = 1 ! "?— H P = - kl _l
X = <_._) H ¢ = inf 3 Pe D 9 QH(t) = T—LeH 1 € '
pell p
P k-2p
((2p)! k2 "
\Tpr ZpoT B PS4l
i

i 51 > .
grirt:ﬁgyy si 2p 2k + 1
I1 reste a appliquer ce résultat & t = qa , en choisissant convenablement p et

H . Nous en déduisons les conditions suffisantes, pour que 'A(Y

) e R
. -1
(o}
1 ln.mk_’+0° k log Vi >0
B(Y) # ¢
20 ;et
)
{
il existe ¢ >0, Ce R et une fonction f de B+ dans R tels que :
vx>0, f(x 6—2/0) <f(x) + ¢
VkeN , log Yy = © log” k + £(k)

conditions qui permettent beaucoup d'égalités sur les vy .
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