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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 28-01
(Théorie des nombres)
20e année, 1978/79, n° 28, 11 p. 14 mai 1979

LE GROUPE CUSPIDAL DES COURBES DE FERMAT

par Jacques VELU (1)

[Université de Caen]

I. Introduction.

Soit N un entier impair > 1 . La courbe F, de genre (W - 1)(w =2))/2 aé-

finie sur Q par 1l'équation projective non singuliere
ez =0

possdde sur le corps QKEN) les 3N points suivants :

AMla)=( 0 s =-¢%: 1)

(1) BB)=( 1 : 0 :-¢

cly) =(-¢¥: 1 : 0)

I

Il

et o, B, Y parcourrent Z/Ng_. Nous nommerons ces points les
"pointes" de Eh (2) et, dans la suite, les lettres o, B et vy désigneront

toujours des éldéments de E/NZ .

Les fonctions

2) x=g. V=g Ao3
ont pour diviseurs
aiv x = 2 B(8) - 2, o(v)
(3) divy =2 c(y) - 2, 4(a)
div z = Za Ala) - Zé B(B) .
De plus,
aiv(x + ¢%) = m(a) - Z& c(y)
(4) aiv(y + () = 1B(8) - 2 4(a)
aiv(z + ¢Y) = wve(y) - Eé B(B) .

Soit J 1la jacobienne de FN . Appelons groupe cuspidal le sous-groupe CN de

J(QKQN)) engendré par les diviseurs de degré 0 de P dont le support est formé

(l) Texte regu le 3 janvier 1980.
Jacques VELU, lathématiques pures, Université de Caen, Esplanade de la Paix,
14032 CAEN CEDEX.,

2 ‘
() Dans [1] la surface de hiemann Fy(C) est déerite comme quotient du demi-
plan de Poincaré par un sous-groupe de SL(2 , g) et les pointes de Fy sont les
pointes au sens modulaire.
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de pointes, c'est-a-dire l'ensemble des expressions
(5) R = Za Ma) Ala) + ZB w(B) B(B) + Z& v(y) c(y) ,
ou k(d) , p(B) , V(y) désignent des entiers tels que
Za Ma) + ZB w(p) + ZY v(y) =0 .

Les relations (4) montrent que :
NR ng(a)( B)M(B)(Z+CY)v(Y) 2 Y v(y) y- 8 w(B)

Il

’

div ﬂa, s, Y(x+c y+¢

(6) (T ® Z)K(Q)(Z + QB X)“(B)(X + Y Y)v(Y) ’

Il

ﬂay By

et par conséquent CN est un groupe abélien fini annulé par N ,

Dans [2], ROHRLICH a démontrd (3), aprés des calculs effrayants, le théordme

suivant.

K b -
THEOREME 1. -S5Si N>1, le groupe CN est isomorphe a (E/NQ)BN T

Nous nous proposons d'en donner ici une démonstration moins pénible, et d!appor-

ter quelques compléments, par exemple, 1'action de Gal(g/gN)/Q) sur Cy .

THébﬁhﬁE 2. — En tant que Gal(QKHN)/g)qmodule, CN est isomorphe & Z/Bg’x EB

. R o\ 2 8N-2) ®N-3,2 TN-4 ®ky3 .
si N=3, et a (2/M2)° « @N' % (“N )5« ( K=l My ) 51 N eet prenicr impair
différent de 3 .

La démonstration du théoréme 1 consiste & calculer e(R , D) s le symbole de Weil
d'un élément R de Cy et d'un point D dlordre N de J(Q) , ce qui permet
grlce 4 la non dégénerescence de ce symbole de déterminer toutes les relations

liant les é1léments de CN .

1I. L’homologge entiére de FN .

1. Automorghismes de FN .

Notons m 1le morphisme de FN dans Fl défini par ﬂ(X:Y:Z) = (XN:YN:ZN) .

Posons

A =ma(e)) , B=m(B(B)), c=mnlcly)).

Alors Fy est un revétement de Fl y remifié seulement en A , B et C, de
degré N< , et Fl est le quotient de FN par l'action du groupe d!automorphismes

Ay de FN » isomorphe 2 E§ s engendré par

: (X2 Y:32)—(X:7Y: 2)
(X:Y:2) b X:¢Y: 2)
(X:Y:Z)!—-—)(X:Y:QZ).

(3) ROHRLICH étudie la courbe XN + TV - zV sans restriction de parité sur N ;
notre méthode s'étend sans difficulté au cas oh N est pair.

a
b
c
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Tout élément de AN est de la forme a% bB cY , et a¥ b'e Y=t si, et seule-

ment si, ao=3=17v.

L'action de a , b, c sur les pointes est donnée par

_ A(a) B(B) ___ggw

a Ala) B(8 - 1) cly + 1)
(7) v | ala+1) | B(p) ey -1)

o | ala-1) | Be+1) | ov)

Enfin, le groupe @% opére sur FN par échange des coordomnées X , Y et Z ,

et nous donnerons toujours les résultats sous une forme symétrique pour cette

action.

2o La triangulation cuspidale de FN .

Le lieu Fl(E) c Fl(g) est un cercle passant par A, B, C qui partage la
sphére Fl(g) en deux triangles T° et T~ dont il porte les 3 c8tés conmuns
[AB], [BC] et [CA] . Dans FN(Q) , l'ensemble ﬂ_l(Fl(E)) est la réunion des

ar8tes d'une triangulation T que nous appellerons la triangulation cuspidsle de

FN « Elle a pour sommets les 3N pointes de FN ; ses arétes sont les 3N2 reléve—
ments [A(e) B(B)], [B(B) c(v)] et [c(y) a(a)] de [4B], [BC] et [cCA];
quant 2 ses oN° faces ce sont les triangles [A(a) B(B) C(v)] , avec ouP+y = i-%
selon que m A(a) B(B) ¢(y)]=1" ou 7.

Remarque. — Par reldvement, nous pouvons déduire de T wune triangulation d'un
revétement universel U de FN(Q) y €t un domaine fondamental dans U représen—

tant FN(Q) « uand N =3, U est isomorphe 3 C , et nous obtenons

/MO /R B0 /AE0) /A(o)

// \ /" \\\ \ /
. W, 6y V( /(
L B(1) /N c(T A\ A(L) /B(1)

// A /,W\\. /// \\ r

\ S

OB OREIG

pour domaine fondamental, retrouvant ainsi le réseau des périodes de la courbe el-

liptique X3 + Y3 + Z3 =0.
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3. Les différentielles holomorphes de FN .
L'espace vectoriel des différentielles holomorphes de T, admet pour base les

N
((v = 1)(wW = 2))/2 différentielles

w(h) = x* ZV['Z}N- %ix" - Ef{)] = M

ou A+ u+v=>N et A>0, w>0, v >0, On remarquera qua (1/ZN)(%¥-—-——

dz ,

est invariante par permutation circulaire sur X , Y, Z et que
(8) div w(hpv) = (A = 1) Za Ae) + (p=1) ZB B(B) + (v - 1) ZY c(y)
Ltaction de AN sur ces différentielles est donnée par

« bB oY MR VY W(hpv) .

w(ipy) = ¢
Le groupe Hl(FN(Q) , Z) est un module sous 1l'action de E[AN] . Si
t = (2(t) , x(t) , y(t))
est un chemin g dans FN(Q) , alors a¥ bB cY g est le chemin
£ (%P a(t) , PV x(8) , (¥ y(e))
et nous avons

(10) J

whpy) = g;‘\mumw Jg w(Ouv) .

aabBcYg
4o Le 2 njJ-module E (Fy(C) , 2) .

Soit F! =F (C) - {oA, B, C} . Alors Rl = ﬂ—l(Fi) est un revé@tement non rami-
fié de Fi y et Vi est le quotient de Fﬁ par AN . Fixons un point Uy Fﬁ ’
et posons u, = ﬂ(uN) . Par la projection m , le groupe Gy = ﬂl(FN(Q) y )
s'injecte dans Gl = ﬂl(Fi , ul) de sorte que son image HN s'identifie avec les

classes de lacets dont les indices, par rapport & A, B et C , sont divisibles

par N . Le quotient Gl/HN est isomorphe a AN , donc a (E/N§)2 . Or G1 est

engendré par gy 1 &g et g

qui sont liés par la relation & &p g, = 1 ; comne clest un groupe libre & deux

générateurs, g et gy par exemple, nous obtenons immédiatement que HN est le

sous—groupe de Gl engendré par g{ ’ gg , gg et les éléments de la forme

g (gB €b gA) g avec g dans Gl .

Dans Ty les relévements de gN

L0 gg et gg consistent chacun en un tour
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autour d'une pointe et sont donc homologues & zéro dans FN(Q) « D'autre part, si

g est un lacet de Fi dont le relévement dans F& a pour extrémités Uy et uﬁ ’

il existe A\ € AN tel que K(uN) = uﬁ , et pour tout lacet h de Fﬁ , le releve-
ment dans Fl du lacet g—l(ﬂh) g de F! est homologue 2 A(h) . D'olu le théord-
me suivant,

' A Y ‘
THEOREME 3. - Le Z[AN]—module Hl(FN(Q) ; Z) est engendré par un reldvement h

1
quelconque dans FN EE_ &g &a 8

Nous allons domner maintenant une amélioration quantitative de ce résultat en
calculant N[A(@) C(v)] , nc(y) B(B)] et N B(B) 4(a)] en fonction de h .

5. Calcul d'intégrales,
Soient &, B, Y dans Z/NZ tels que o+ B+ y=0 . L'image de (0, 1)
dans FN(Q) par l'application

by (2(8) , x(8) , w(8)) = (= ¢V 5, - ¢ - )N | (B pl(y - (L

est 1'ar8te [A(a) c(vy)] de la triangulation cuspidale. Par conséquent,
rl
_Ay- A= N -
jA( W) = (= 1)# MYV JO " 1(1 _ 4 )(v N)/N it

ce qui donne, en posant t = ul/N

c(v) Ay=v
[ty wOuw) = (= 1) %___Y N NI

Or, 1l'intégrale du membre de droite vaut (T(A/N) I'(v/N))/T((A + v)/N) .

La formule des compléments de la fonction [ et la symétrie des formules sous

1'action de @é donnent

rc(y)
Jaay ¥0m) = (= )% sin T e KO i) (/)
(11) mii) i) = (= 1) sin T VB-HY L) r(%N) L)

Nous choisissons maintenant un relévement de h de &g 8a 8 dans Fﬁ en pre-

nant pour w, un point du triangle [A(1/2) B(1/2) ¢(- 1/2)] . Alors h est homo-
logue dans Fp au lacet réunion des arétes [a(1/2) c(1/2], [c(1/2) B(1/2)] et

[B(1/2) a(1/2)] .

B(l/z) A(1/2> (1/2) B(1/2) _A_(_l/z)
; 5 uN, _}
/a,,x /
\\\ f\f\h' \\\\ / \ ;// //
/ ' T ¢ \L_ e )\ /

\ by \/
(- 1/2) B(—l/z) A(-1/2) c(-1/2)
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On remarquera que la classe de h dans Hl(FN(Q) , Z) est stable par conjugai-

son complexe,

51 G est un groupe cyclique d'ordre N écrit multiplicativement, et si g € G,

1/2 (N+1)/2

Avec cette notation nous avons

nous notons g s clest 1l'unique élément g' de G tel que g’2 =g.

A2 -)/2
(- l) sin E}- = _Q___-Q-_C____ ’
1
et des formules analogues pour u et v , de sorte que
(12) Jh dOv) = F(k/N)Fgﬁéﬁ)F(v/N)(Q—K/2_gh/2)(g-p/2_gp/2)(g—v/Z_gv/Z)
ou encore
(13) Jh w(ipy) = 4T (/) T£§/N) F(v/N> TT sin ?# 51n-%F .
I1 résulte des formules (11) et (12) que
c(y) Ay-ve i
6
(14) J w(huy) = (g(x/z -x/z)( vz —v/2) Jh ()
or H (F(C) , ﬁ) =8, (F(C) , 2) ®, @ est un A Aylmodule et dans Q[ Ag] les
elements 1/2 "1/2 ’ b1/7 b‘l/z‘ et 01/2 ‘1/2 sont inversibles, de
sorte que nous pouvons réécrire (14) comme les égalités suivantes dans le Q[AN]—
 (5,(0) , ©
[4(a) o M
@) ¢(v)] = (al/2 _ 172y (172 _ c-1/2)'h
B .-y
. _ c b
(15) [e(y) 5(p)] = T G b_l/z).h
p¥ &P

[B(g) 4(e)] = 75 b,

(b b—l/2)(al/2 - 3-1/2)

Enfin, grfce a 1'identité
-1

kl(a 1) 1) =,
nous pouvons réécrire (15) sous la forme
[4(a) C(v)] = aY+l/?N°—a*1/2 s Zk_"ll><2k_“1l>.h
(16) [c(y) B(B)] = °a+1/2Nb'Y+l/2 5y gk_‘ Ly @t =%).n
[(8) &(a)] = Gﬁl/eN St Zi:l(g — )(ik_"ll>.h :

ITI. Le symbole de Weil

1. Rappel.

Soient € wune courbe projective non singulidre définie sur C s N un entier
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>1 D un diviseur de C, et f une fonction sur C telle que

e ?

div £ = ND .

En adjoignant au corps des fonctions de C , g telle que gN =f,
on obtient le corps des fonctions d'un revétement non ramifié €' de C possédant
un groupe d'automorphismes G isomorphe & My s et C est le quotient de C!' par
l'actionde G . S5i o: (0, 1) -5 C(C) est un lacet tel que o(0) = o(1) = u
n'appartient pas au support de D, et si o' est un reldévement de o 2 C'(g)
tel que ¢'(0) =u', et o'(1) =u! , alors u! et u! ont pour image u dans

2 2 1
C et

g(ul) o u
[23337] = %%ﬁ%“z 1.

L'application qui associe (g(ué)/g(ui)) & o' ne dépend que de la classe de o©
dans Q= Hl(G(g) y 2) qui n'est autre que le réseau des périodes de la jacobienne
J de C . On construit ainsi un homomorphisme de (/NQ dans O qui ne dépend
en fait que de l'image de D dans J . D'ol un accouplement entre le groupe JN

des points dlordre N de J et /NQ qui est isomorphe a ~%CVQ et 3 JN s clest

le symbole de Weil., Enfin, si a est un automorphisme de C , llaccouplement

e(D, ao) peut 8tre calculé par la méthode précédente soit & 1'aide du lacet ao
et de la fonction f , soit & 1'aide du lacet o et de la fonction f o a dont le
diviseur est a " D , ce qui donne

~1

(17) e(D, as) =e(a™ D, o) .

2. Le calcul des syghples de Weil,

Nous allons appliquer ce qui vient d'8tre écrit aux diviseurs D de FN ayant
pour support des pointes de FN . I1 résulte du théordme 3 et de (17) qu'il suffit
de calculer e(R , h) pour un élément quelconque R de CN afin de connaftre
completement 1l'accouplement entre CN et H1<FN(Q) ’ g) .

I1 est facile de suivre les valeurs prises par la fonction x quand on parcourt

le lacet h .
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M2 e Y2

premiére dans le sens positif, la seconde dans le sens négatif. Par conséquent,

Elles décrivent successivement deux boucles autour de

1'indice de O est nul par rapport au lacet décrit par y , mais, par rapport au
lacet déerit par x + ga , il est égal & + 1 si a=1/2,3a -1 si a=-1/2,

et est nul dans les autres cas. Posons

il

a(q)=;’g‘l si a=-1/2

1 sinone.

N, =
Alors entre 1'extrémité et l'origine de h 1la fonction Nx + ga est multipliée
par E(a) tandis que j%x _est invariante. On montre de méme que Wy + §~ est mul-

. Iy Y , New- —
tiplide par &(B) sy que Nz + ' est multipliée par e(y) , et que Vy et ¥z

sont invariantes.

Nous sommes en mesure d!énoncer la proposition suivante,

PROPOSITION., - Soit R 1'élément de CW défini par (5). Alors

e(R,szmcnh)zg

avec

g
I

AM1/24m-n) - A(-1/2+m-n) + p(1/2+n~-2) = p(=1/24n-2)
(18)

+ v(1/2+4-m) = v(-1/2+4-m) .

En effet, e(R, at o B n) = e(a® v™® R , h) d'aprés (17) et

at b ™ MR 2 Matn-n) a(a) + ZE w(B+n-2) B(B) + E& v(y+gm) c(y) .

La formule (6) permet d!écrire une fonction dont le diviseur est a % b

™R,
Elle est le produit, avec des puissances convenables de x, y , % , X + Ca ’
v+ QB y Z + QY s et 1'étude qui vient d'étre faite montre qu'entre 1'extrémité et

l'origine de h elle est multiplide par

Qy By Y e(Mermn) (gyu(Bm=2) (yv(yei-n)

ce qui, compte tenu de la définition de ¢ , domne le résultat énoncé dans la propo-

sitione

3. Les relations dans CN .

Pour que R défini par (5) soit nul, il faut et il suffit que e(R,az v° ¢ h)=l
pour tous 2, m et n car le symbole de Weil est non dégénéré. Par conséquent,

il faut et il suffit que P , défini par (18), soit nul modulo N .

PROPOSITION. - Soient A, p, v trois fonctions de Q/Ng_ dans lui-méme
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telles que
AM1/24m-n) -~ AM(-1/24m-n) + p(1/2+n-2) - p(-1/2+n-2)

(19)

+ v(1/244-m) = v(-1/2+4n) =0 .

identiguement, Alors il existe w, v, w, u', v', w!' et M dans 2Z/NZ

tels que

AMt) = u+ u' b+ Mt
(20) w(t) = v+ vt o+ Mt
w(t) = w + w' £+ Nt

et ces nombres sont liés par la seule relation

(21) ut + v+ w' =0 .

Preuve. - On a
W(t) = v(t = 1) = ul= %) = ul1 = t) + M= 1/2) - a(2/2)
en faisant m=n=0 et 2=t - 1/2 dans (19), et par récurrence sur t
(22) v(t) = v(0) = u(0) + (= t) + s[A(= 1/2) - A(2/2)] .

De méme, en faisant L =m =0 et n=1/2 -1t dans (19), on obtient successi-

vement
M) = At = 1) = p(=t) = p(1 = ) + v(=1/2) - v(1/2)

et par récurrence sur t
(23) Mt) = a0) - w(0) + u(- t) + t[v(~ 1/2) - W(1/2)7 .

Enfin, en faisant 4 =m =n =0 dans (19), il vient
(24) M= 1/2) = AM(1/2) + (= 1/2) = w(1/2) + v(1/2) = v(1/2) =0 .

On reporte (22), (23) et (24) dans (19) afin d'obtenir

W= 1/2 =m+n) + wl=1/2 =2 +m) + w(1/2 +n-2) + uw(1/2)
= w(1/2-mn) + w(1/2-gm) + p(-1/2+n-g) + p(-1/2) .

Ensuite, on écrit cette égalité, d'abord avec m - £ =1/2 et n-m=t - 1/2 ,

puis avec m - 4 =1/2 et n-m =% , et on ajoute membre 2 membre pour trouver

w(t + 1) = 2p(8) + w(t = 1) = 2Lu(1) - wo) + wl- 1/2) - uwl(1/2)] .

Cette équation fonctionnelle montre que les différences secondes de la fonction
W sont constantes. Par conséquent, il existe v, v' et M tels que

w(t) = v+ v b+ M2,

En conduisant le csalcul de fagon semblable pour les fonctions A et v on

montre qu'elles aussi sont des polynémes du second degré en t . Enfin, en repor-
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tant ce résultat dans (19) on voit que le coefficient de 2

est le méme pour A ,
w et v et que (21) doit 8tre vérifié. On peut d'ailleurs calculer les coeffi-
cients des trinémes définissant A, w, v en fonction de leurs valeurs en O

et + 1/2 ce que donne

AMt) = A0) + t[a(1/2) = A(= 1/2)] + 2t2[x(1/2) - 2a(0) + a(- 1/2)]
p(t) = w(0) + tu(1/2) = u(= 1/2)] + 287 u(1/2) - 2u(0) + w(- 1/2)]
w(t) = v(0) + [ v(1/2) = w(=1/2)] + 2t v(1/2) = 2v(0) + v(- 1/2)]

et (21) n'est autre que (24).

A présent nous pouvens terminer la démonstration du théoréme 1. D'aprés la pro-
position précédente, les solutions (A, w, v) de (19) sont combinaisons liné-

aires modulo N des 7 solutions particulidres.

A(t) u(t) v(t)
1 0 0
0 1 0
0 0 1
t 4 0
0 t ~
—t 0 .
£ 2 2

ce qui montre que les éléments de CN sont 1liés par les relations suivantes, ou P

désigne une pointe quelconque,
2 [ale) -P]=0 , 24 [B(B) - P] = , 2, le(v) -Pl=0
2, kak) -B(k)]=0, Zk K[B(k) - c(k)]=0, 2 x[c(k) -ax)]=0
2, k7 [4(k) + B(k) + C(k) = 3P = 0

et que toute relation liant les pointes dans CN est combinaison de celles—ci et
de (4).

(@]

Pour démontrer le théoréme 2, supposons N premier >3, le cas N = 3 se

traitant directement du fait que F3 est une courbe elliptique.

Les diviseurs B(0) - 4(0) et €(0) - A(0) engendrent un groupe isomorphe &
(g/Ng)z car il n'existe pas dans Cy , quand N > 3 , de relation de la forme

AA(0) + uB(0) + ve(0) =0 avee A+ w+ v =20 . Ensuite,
N-1

Zﬁ:l kTalk) - a(0)], Zi;i k[B(x) - 4(0)],

et

5 L0 - 4(0)]
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engendrent dans CN des groupes isomorphes a Q?N-r_l et la connaissance des re-

lations liant les éléments de CN permet de déterminer quels sont parmi ces é1lém

nents ceux qui forment une base de C donnant ainsi le théoreéme 2.

N ’
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