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CORPS DE NOMBRES ALGE’BRIQUE‘S D'ANNEAU D'ENTIERS MONOGENE

. . . ®
par Kalman GYORY ()

[Univ. Debrecen ]

1. Monogénéité des corps de nombres algébriques.

Soient L et K des corps de nombres algébriques, K une extension de degré k
de L et ZL et ZK les ammeaux d'entiers respectifs de L et K . On dit que
N . — ' - ' ’ e
ZK est ZL—monogene si ZK = QL[a] pour @« € EK . L'existence d'un tel élément «

facilite considérablement 1l'étude de 1l!'arithmétique de Zy et les calculs dans

Considérons d'abord le cas oi L = Q . Si Zy est Z-monogéne, nous diroms que

K est monogéne. Il est bien connu que par exemple les corps quadratiques et les

corps cyclotomiques K sont monogénes et on peut facilement donner un générateur
de ZK « Nous pouvons donc supposer que k > 3 . Si DK désigne le discriminant de
K et «oc€ EK , e2lors le discriminant D(a) de & peut s'écrire sous la forme
D(a) = lz(a) DK « Ici 1(@) est un entier rationnel qu'on appelle l'indice de « .
Pour qu'on ait Z, = Z &) (i.e.que 1, a, ., &1 constitue une base

d'entiers dans K ), il faut et il suffit que 1(@) = + 1 .

Les entiers algébriques «, o' € Z, sont dits équivalents si a' - a € Z . Dans
ce cas, D(a') = D(a) et par suite 1(a') =+ 1(a) . Soit 1, Wy o eee y W Une
base d'entierg de K . Si « est un entier algébrique quelconque engendrant K,
on a

=X, 4 Xy Wyt oees X W
ou les X5 sont des entiers rationnels variables. Alors on peut aisément vérifier
que
D(e) = D(x, Wy oeee + X W) = F2(x2 yoeee sy ) Dy
ou F e g[xz ) eee g xk] est une forme de degré k(k — 1)/2 en k - 1 variables.
On appelle F 1! "index form" de la base 1 , Wo g eeey W oo la détermination des
o € Z tels que Zy = Z[a] est équivalente a la résolution de 1'équation diophan-—

tienne
(1) Fley ) eee , %) =% 1

en entiers rationnels Xy g see 5 X oo

¥
(") Texte recu en mai 1979.
Kalman GYORY, Institut de liathématiques, Université Kossuth Lajos, 4010 DEBRECEN
(Hongrie).
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Si un nombre premier p divise tous les indices 1(a) sy &€ EK , D est appelé
un diviseur commun des indices (d. c. i.) dans K . HENSEL ([24], [25]) a donné un
critére pour qu'un nombre premier p soit un d. c. i. dans K . Il en résulte que
tout de c. i. est <k . Ce résultat de Hensel a été généralisé par HASSE [23] et

PLEASANTS [34]. Ces théordmes fournissent une condition nécessaire pour que Zy

soit engendré par un seul générateur ; notamment pour que K soit monogéne, il
faut qu'il n'existe aucun d. c. i. dans X . M. HALL ([22] pour k = 3 ) et
PLEASANTS ([34] pour tout k > 3 pour lequel k + 1 est premier) ont démontré que

cette condition n'est pas suffisante en général.

La monogénéité des corps cubiques et biguadratiques a été étudiée par plusieurs
auteurs, parmi eux : NAGELL ([277, [287, [29], [30]), carurtz ([4], [5]), DELAUNAY
[7], DELONE [ DELAUNAY] et FADDEEV [8], DADE et TAUSSKY [6], pAYaN ([32], [33]),

Mme GRAS ([107, [11], [12]), ARCHINARD [17], KNIGHT (voir [35]) et DUMMIT et
KISILEV3KY [9]. Leurs travaux contiennent certaines conditions nécessaires d'exis-
tence d'un élément o tel que Zp = Zl a] et, dans certains cas particuliers,
donnent des conditions suffisantes de monogénéité. Les travaux de DELONE et FADDEEY,
Mme GRAS et ARCHINARD contiemment des tables numériques mettant en évidence de
nombreux corps cubiques monogeénes. De plus, dans certains corps particuliers K ,

DELONE [7] et WAGELL [29] ont déterminé tous les entiers algébriques « vérifiant
Dans son travail [33] mentionné ci-dessus, PAYAN a obtenu un critdre pour que

certains corps cycliques de degré premier impair sur Q soient monogenes .

Dans le cas k = 3 , le théoréme de Thue montre que 1l'équation (1) n'admet qu'un

nombre fini de solutions en x (l) . Par conséquent, dans un terps cubique K,

y X
il y a au plus un nombre fini ge 036 L 4 équivalence prés, qui engendrent e
Quand k > 3 , c'est-d-dire quand K est un corps de nombres quelconque de degré

k >3, cette dernitre assertion sur la finitude des « peut 8tre déduite d'un
théortme de BIRCH et MERRIMAN [3]. Indépendamment de BIRCH et MERRIMAN, j'ai démon-
tré ce résultat sur la finitude des « sous une forme effective [13]. Certaines
généralisations ont été établies dans mes travaux ([14], [15], [16], [17] et [18])

et dans deux articles de TRELINA ([36], [37]).

Nous allons démontrer ici quelques généralisations de ces résultats. Soit L un
corps de nombres algébriques de degré 4 , et soit K une extension de degré k>3

de L avec discriminant D = Dy, . Désignons par Dy, le discriminant de K/L.

Les entiers algébriques o et a'ue - sont dits ZL—équivalents si  a-o® e_gL .
Dans ce cas, pour leurs discriminants, on a DK/L(a) = DK/L(Q*) . I1 est connu

(voir par exemple HASSE [23]) que

(2) (D /(@) = 3%(@) Dy

(l) D'aprds un théordme de BAKER [ 2], ces solutions peuvent 8tre détermindes.
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avec un idéal entier 3(a) dans L . On appelle 3(a) 1'indice de « relatif a

K/L -

THEOREME 1 (GYORY [17]). - Soient L et K comme ci-dessus et soit & #0 un

idéal entier dans L avec norm <M. 3111 existe o € é{ tel que 3a) =9,

alors « est Z -équivalent & un entier algébrique de la forme eo , ou € est

L est
une unité dans L et (2)
(3) || < eXp{<5£I13)30‘Zk3(IDK|(10gI DK|)21~:)3(1c—1)(1<:—2)(|DK|3(1<-1)(1<-2)/2+10g )} .

Si k = 2 , nous avons la majoration suivante

< 20%] 0] /2% expl5* (10810, )771 Iy /)

(31) | o
ou DL désigne le discriminant de L .

Pour démontrer ce théoréme, nous avons utilisé un récent théoréme de VAN DER
POORTEN et LOXTOW [38].

Une conséquence immédiate du théoréme 1 est la suivante.

THEORENE 2 (GYORY [17]). - Soient L et K comme ci-dessus. Supposons Z=Z[ o]

o «a€ Z, . Alors o est Z;—-équivalent 4 un entier algébrique de la forme e ,

ou £ est une unité dans L et

013 ) _
(4) || < exP{(SmB)z’OA’k (IDK!3/2 (logIDKl)”k)B(k‘l)(k 2)} )

I1 est évident que si a - e&* € Z; o alors Zy = ?ﬁ;[dﬂ . Le théoréme 2 donne
un algorithme général pour reconnaitre si 7, est 2 -monogéne ou non et pour dé-

~L
terminer tout «e€ Z, vérifiant Z = —Z~L[ ol .

2« Nombre de .rm;ei nérateurs de l'anneau d'entiers d'un corps de nombres algébrigues.

En résolvant un probléme posé par BROWKIN, PLEASANTS a obtemn le résultat suivant.

7 N
THEOREME 3 (PLEASANTS [34]). - Soient L et K comme précédemment. Il existe’
une formule explicite permettant de calculer un entier m(£ , L) tel que, si

p,(IS_ y L) désigne le nombre minimal de générateurs de la ZL-alg‘ebre ZK , on ait

P

(K, L) < wK, 1) sz, n(, 1) .

PLEASANTS a prouvé que si L = Q , alors m < [(log k/log 2) + 1] . De plus, il &
démontré qu'il existe des corps de nombres algébriques XK de degré arbitrairement
grand sur Q tels que m =1 et Z, non monogéne, i. €. que le théoréme 3 ne
permet pas de décider si un corps de nombres est monogene. Les théorémes 3 et 2

ensemble. nous permettent de déterminer le nombre minimal de générateurs de Zy

(2) r&l désigne le maximum des valeurs absolues des conjugués d'un nombre
algébrique « .
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sur EL .

3. Ordres monogencs.

Maintenant, nous généralisons le théoréme 2 aux ordres d'un corps de nombres.
Soit O wun ordre de 4 dans K , c'est-a-dire un sous-anneau de ZK contenant
2y qui est un EL—module complet (autrement dit, il contient k = [K_: Ej 18-
ments lindairement indépendants sur L_). © est dit monogéne s'il existe o€ O

tel que O = ZL[a] .

Dans le cas particulier L = Q , j'al €tabli un algorithme pour reconnaitre si O
est monogéne ou non, et pour déterminer tous les « vérifiant O = gLa] ([157,
[17]). Indépendamment 1'un de 1'autre, TRELINA [37] et GYORY et PAPP [21] ont
généralisé ce théoréme au cas p-adique. Récemment, j'ai amélioré et généralisé ces
résultats ([19], [20]). Dans [37], [21], [19] et [207], les résultats sont énoncés
en termes d'un "index form" d'une base de © et donnent des bornes effectives pour
les solutions de (1). De plus, dans [21], [19] et [20] nos résultats sont démontrés
dans le cas plus général oi L est un corps de nombres quelconque et l'ordre
0 < Z; a une base d'entiers sur L . Nous démontrons maintenant ce résultat en

toute généralité, sans aucune restriction concernant L ou O.

THEOREME 4. — Soient L et K comue plus haut, et soit O un ordre de

ép

dans Z. avec conducteur f_ . Si 0= Z[o) pour n @€ O, alors « est Z-

0
équivalent & un nombre de la forme eo , ou € est une unité dans L, &€ O

et
|| < eXJ@{(SLKB)BOJ&k3 (iDKl(longKl)’Zk)B(k-l)(k_z)
(5) N R P A CAI DI

En utilisant le théordme 5 au lieu du théordme 1, on pourrait sans difficulté

généraliser le théoréme 4 au cas p-adique.

Démons tration du théoreme 4. — Soient GK/L et @K/L(G) respectivement les dif-

férentes dc K/L et ©O. Oy /L(o) est 1'idéal engendré par les différentes Oy /L(a)
des éléments « de O . hlors, par définition du conducteur (voir par exemple [31]

et [34]),

Oy /1,(0) = £ Og /1
d!'ou, pour les discriminants, on obtient
(6) DK/L(O> = NK/L(fe) DK/L .

Comme O =%[a}l, a«€ O, ona @K/L(G) = (@K/L(a)) et DK/L(O) = (DK/L(a)) .
Donc, il résulte de (6) que

(g /(@) = My (£0) Dy,
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Par suite,

1/2

Wy /p,(2e) = 3%(a) et 0@ @] = (g /(£) 17 °

Maintenant (5) résulte du théordme 1.

4. Sur les diviseurs premiers des indices des entiers algébrigues.

Nous présentons enfin une généralisation p-adique du théoréme 1. Désignons par
Qp v eee s (+ >0) 1les idéaux premiers distincts qui divisent Dy g, » et par
Q (Q =2 si t=0) le maximum des nombres premiers divisibles par Ql govey Qt
respectivement. Soient ¢, , ..., e, s (2 0) idéaux premiers distincts damns L ,
divisant des nombres premiers < P ., Notons S le monoide multiplicatif des en-
tiers algébriques de L qui ne sont divisibles par aucun idéal premier différent
de @l g eee s By Qp y ses sy Q « En généralisant certains résultats antérieurs
concernant les nombres algébriques d'indice domné (voir GYORY [157, [17], [18] et

TRELINA [37]), nous démontrons le théoréme suivant.

THEOREME 5. — Soient L, K et S comme ci-dessus, et soit d un idéal entier

dans g_ gui n'est divisible par aucun idéal premier différent de @1 g see 6; .

Supposons qu'il existe «e€ Z, tel que 3(a) =3 . Alors, o est Z;-équivalent &

un nowbre de la forme To®* , ou Me S, of € Z, et
& QA

(1) 1 < exple,i 0| /2 (pra) e, (s+1) % (Log(+0) ) 2| 0| >/ 2 (10g] 0 ) " F™+4)

avec n =k(k - 1)(x - 2) , ¢, , ¢, >0 ¢étant des constantes effectivement calcu-~

lables ne dépendant que de 2 et k .

Quand L = Q , d'aprés un théortme de HENSEL [26], on a

2
t (k-1 tk~
] < @t0) o

ce qui donne dans (7) une borne supéricure pour ragi dépendant seulement de

k,s,t,P et Q.

Démonstration du théordme 5. - En vertu de (2), nous avons DY/L(Q) €S . Ainsi,

on peut appliquer la majoration (4‘) du théoreme 2 de notre travail [18], et on ob-
tient que o« est ZL—équivalent & un nombre de la forme N , ou T €S et o&*
est un entier algébrique dans K vérifiant

| < exp{calDLl1/2(P+Q)zn[c4(8+t+l)30(log(P+Q))2(lDK 22 (100

Lynqsn+4
D))"+
avec des constantes C3 s 04.> O effectivement calculables qui ne dépendent que de

4 et k . Cela prouve (7).

Je saisis 1l'occasion pour remercier Hichel WALDSCHMIDT et 1'Université Pierre et

Marie Curie pour leur hospitalité durant mon séjour en France.
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