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CORPS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES D’ANNEAU D’ENTIERS MONOGÈNE

par Kálmán GYÖRY (*)
[Univ. Debrecen]

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
20e année, 1978/79, y n° 26, 7 p. 7 mai 1979

1. Monogénéité des corps de nombres algébriques.

Soient L et K des corps de nombres algébriques, K une extension de degré k

de L et ~ et Zr. les anneaux d’entiers respectifs de L et . On dit que

est h-monogène si ZK = ZL[03B1] pour 03B1 E . L’existence d’Un tel élément 03B1
facilite considérablement l’étude de l’arithmétique de Zr. et les calculs dans

~rr .

Considérons d’abord le cas où L = ~~ . Si Z~ est Z-monogène, nous dirons que

K es t monogène. Il est bien connu que par exemple les corps quadratiques et les

corps cyclotomiques K sont monogènes et on peut facilement donner un générateur
de Nous pouvons donc supposer que k ~ 3 . Si DK désigne le discriminant de

K et 03B1 ~ ZK , 9 alors le discriminant de 03B1 peut s’écrire sous la forme

;~_ . Ici l(Q) ~ est un entier rationnel qu’on appelle l’indice de
Pour qu’on ait Z~ == (i. e. que 1 ’ ~ , ... , constitue une base

d’entiers dans K ~, il faut et il suffit que ± 1 .

Les entiers algébriques 03B1 , 03B1’ E ZK sont dits équivalents ai 03B1’ - 03B1 ~ Z , Dans

ce cas, D( ~~ ~ _ D(a) et par suite 1 ( ~r? ~ - ~ Soit 1, w~ , ... , w. une

base d’entiers de K . Si ~ est un entier algébrique quelconque engendrant K ~
on a

~c~x1+x2w2+ ... -w.
où les xi sont des entiers rationnels variables. Alors on peut aisément vérifier

que

D(c~~-D(x 2 w 2 +...+x k F~(x~ , ... , DK ~
où F E ., , p x ~ est une forme de degré k(k - 1)/2 en k - 1 variables.

On appe lle F 1’ "index form" de la bas e 1 ’ w2 , ... , w.. La détermination des
Q E ZK tels que ZK = est équivalente à la résolution de l’équation diophan-
tienne

(1) F(x~ , ... , x ~ _ ~ 1

en entiers rationnels x2 , , , , ~ xk ,

(*) Texte reçu en mai 1979.
Kálmán GYÖRY, Institut de Mathématiques, Université Kossuth Lajos, 4010 DEBRECEN

(Hongrie).



Si un nombre premier p divise tous les indices E Z~ , p est appelé

un diviseur commun des indices (d. c. i.) dans K, . HENSEL ([24], [25]) a donné un

critère pour qu’un nombre premier p soit un d. c. i. dans K . Il en résulte que

tout d. c. i. est  k . Ce résultat de Hensel a été généralisé par HASSE [23] et

PLEASANTS [34]. Ces théorèmes fournissent une condition nécessaire pour que Z~
soit engendré par un seul générateur ; notamment pour que K soit monogène, il

faut qu’il n’existe aucun d. c. i. dans K . HALL ([22] pour k == 3 ) et

PLEASANTS ([34] pour tout k :> 3 pour lequel k + 1 est premier) ont démontré que
cette condition n’est pas suffisante en général.

La monogénéité des corps cubiques et biquadratiques a été étudiée par plusieurs

auteurs, parmi eux : NAGELL ([27], [28], [29], [30]), CARLITZ ([4], [5]), DELAUNAY

[7], DELONE [DELAUNAY] et FADDEEV [8J, 9 DADE et TAUSSKY [6], PAYAN ([32], [33]), p
Flme GRAS ([10], [11], [12]), ARCHINARD KNIGHT (voir [35]) et DUMMIT et
KISILEV3KY [9]. Leurs travaux contiennent certaines conditions nécessaires d’exis-
tence d’un élément a tel que Z~ = et, dans certains cas particuliers,
donnent des conditions suffisantes de monogénéité. Les travaux de DELONE et FADDEEV,

Mme GRAS et ARCHINARD contiennent des tables numériques mettant en évidence de

nombreux corps cubiques monogènes. De plus, dans certains corps particuliers K~ ,
DELONE [7] et NAGELL [29] ont déterminé tous les entiers algébriques 03B1 vérifiant

Z~=Z~~~.
Dans son travail ~33~ mentionné ci-dessus, y PAYAN a obtenu un critère pour que

certains corps cycliques de degré premier impair sur Q soient monogènes.

Dans le cas k = 3 , le théorème de Thue montre que l’équation (1) n’admet qu’un
nombre fini de solutions en x~ , x~ ( ~’ ~ . Par conséquent, dans un corps cubique 
il y a au plus un nombre fini de à équivalence près, qui engendrent 

Quand k  3 , c’est-à-dire quand K est un corps de nombres quelconque de degré

k > 3 , y cette dernière assertion sur la finitude des 03B1 peut être déduite d’un

théorème de BIRCH et Indépendamment de BIRCH et MERRIMAN, j’ai démon-

tré ce résultat sur la finitude des a sous une forme effective [13]. Certaines
généralisations ont été établies dans mes travaux ( ~ ~4 ~, ~ 15 ~, ~ 16 ~ ~ C 1,7 ~ 
et dans deux articles de TRELINA ([36], [37]).

Nous allons démontrer ici quelques généralisations de ces résultats. Soit L un

corps de nombres algébriques de degré £ , et soit K une extension de degré k ? 3

de L avec discriminant D.,- == ~_ ~., . Désignons par D~/.- le discriminant de K~L .
Les entiers algébriques 03B1 E ZK sont dits ZL-équivalents si E ZL .
Dans ce cas, pour leurs discriminants, on a = T ( ~-~~ , Il est connu
(voir par exemple HASSE [23]) que

( ) Diaprés un théorème de BAKER [2~ ces solutions peuvent être déterminées.



avec un idéal entier ~ ( ~~ dans L . On appelle ~ ( ~~ l’ indice de ~ relatif à

K/;L .

THEORIE 1 Soient L et K comme ci-dessus et soit ~ ~ 0 un

idéal entier dans L avec l’!1 . existe ~ E ~L_ tel ue ,

alors 03B1 est ZL-équivalent à un entier algébrique de la forme y où ~ est
une unité dans L et ( )

Si k = 2 , y nous avons la majoration suivante

OÙ DL désigne le discriminant de L .

Pour démontrer ce théorème, nous avons utilisé un récent théorème de VAN DER

POORTEN et [38].

Une conséquence immédiate du théorème 1 est la suivante.

2 Soient L et K comme ci -des sus . Supposons 

où 03B1 E ‘ . Alors a es t ZL-équivalent à un entier algébrique de la forme ~03B1* ,

est une unité dans L et

Il est évident que si e Zj y alors Le théorème 2 donne

un algorithme général pour reconnaître si ZK est ZL-monogène ou non et pour dé-
terminer tout Q vérifiant Z = ZL~ ~~ .

2. Nombre de générateurs de l’ anneau d’entiers d’un cor s de nombres al ébri ues.

En résolvant un problème posé par BROWKIN, PLEASMTS a obtenu le résultat suivant.

THÉORÈME 3 (PLEASANTS [34]). - Soient L et K comme précédemment. Il existe

une formule explicite permettant de calculer un entier m(~ y L) tel que, si

L) désigne le nombre minimal de générateurs de la ZL-algèbre ZK , on ait :

PLEASANTS a prouvé que alors m  [(log k/log 2) + ~ ~ , De plus , 9 il a

démontré qu’il existe des corps de nombres algébriques K de degré arbitrairement

grand sur Q tels que m = 1 et non monogène, i. e. que le théorème 3 ne

permet pas de décider si un corps de nombres est monogène. Les théorèmes 3 et 2

ensemble’ nous permettent de déterminer le nombre minimal de générateurs de Zr..
( ) désigne le maximum des valeurs absolues des conjugués d’un nombre

algébrique o~ .



sur 

3. 0rdres 0!!-oènes.

Maintenant, nous généralisons le théorème 2 aux ordres d’un corps de nombres.

Soit 0 un ordre de ZL dans K~ , c’ est--à-dire un sous-anneau de ~ contenant

y qui est un ZL-module complet (autrement dit, il contient k = [K : L] élé-

ments linéairement indépendants sur L ) . 0 est dit monogène s’il existe d ~ 0

tel 

Dans le cas particulier établi un algorithme pour reconnaître si 0

est mono gène ou non, et pour déterminer tous les 03B1 vérifiant 0 = Z[03B1] ([15],
[17]). Indépendamment l’un de l’autre, TRELINA [37] et GYORY et PAPP [21] ont

généralisé ce théorème au cas p-adique. Récemment, j’ai amélioré et généralisé ces

résultats ~C 19 ~~~ ~ 20~ ~~ . Dans ~37~, ~ 21 ~9 ~ 19 ~ et [20], les résultats sont énoncés

en termes d’un Hindex form" d’une base de 0 et donnent des bornes effectives pour

les solutions de ( 1 ) . De plus, dans [ 21 ] , [ 19 ] et [20] nos résultats sont démontrés
dans le cas plus général où L est un corps de nombres quelconque et l’ ordre

0 s z~ a une base d’entiers sur l~ . Nous démontrons maintenant ce résultat en

toute généralité, sans aucune restriction concernant L ou d .

Soient L et  comme plus haut, et soit 0 un ordre de Z~
dans avec conducteur f . Si pour alors 03B1 est ZL-
équivalent à un nombre de la forme où ~ est une unité dans L , y E 0

et

En utilisant le théorème 5 au lieu du théorème 1 ~ on pourrait sans difficulté

généraliser le théorème 4 au cas p-adique.

Démonstration du théorème 4. - Soient et respectivement les dif-

férentes de et 0 . est l’idéal engendré par les différentes 

des éléments 03B1 de 0 . Alors p par définition du conducteur (voir par exemple [31]
et [34J),

d’où, pour les discriminants, on obtient

Donc, il résulte de (6) que



Par suite y

Maintenant (5) résulte du théorème 1.

4. Sur les diviseurs premiers des indices des entiers algébriques.

Nous présentons enfin une généralisation p-adique du théorème 1. Désignons par

... ~ Q~. (~ ~0) les idéaux premiers distincts qui divisent D~/r ~ et par

Q (Q = 2 si t = 0) le maximum des nombres premiers divisibles par Q. ~...y Q~
respectivement. Soient @1 ’ ... ~ ~ s (~0) idéaux premiers distincts dans ~L ,
divisant des nombres premiers  P . Notons S le monoïde multiplicatif des en-

tiers algébriques de L qui ne sont divisibles par aucun idéal premier différent

de P ~ ... y (P, ~ Q. , ... y Q.. En généralisant certains résultats antérieurs
concernant les nombres algébriques d’indice donné (voir GYORY [l5Jy [l8J et
TRELINA [37J)~ nous démontrons le théorème suivant.

/ -~

THEOREME 5. - Soient L , K et S comme ci-dessus, et soit 3 un idéal entier

dans L qui n’est divisible par aucun idéal premier différent de ~. ~ ... ~ ~ .
Supposons qu’il existe 03B1 e ZK tel que J(03B1) = 3 . Alors, 03B1 est ZL-équivalent à
un nombre de la forme y où ~ e S y 03B1* ~ ZK et

(7)  

avec n == k(k - l)(k - 2) ~ c~ > 0 étant des constantes effectivement calcu-

lables ne dépendant que de l et k .

Quand L == 
y diaprés un théorème de HENSEL [26], on a

ce qui donne dans (7) une borne supérieure pour dépendant seulement de

k , s , t , P et Q.

Démonstration du théorème 5. - En vertu de (2) , nous avons Ainsi,
on peut appliquer la majoration (4t) du théorème 2 de notre travail [18], et on ob-

tient que 03B1 est ZL-équivalent à un nombre de la forme y où ~ E S et 03B1*

est un entier algébrique dans K vérifiant

avec des constantes c4 .> U effectivement calculables qui ne dépendent que de

~ et k . Cela prouve (7).

Je saisis l’occasion pour remercier Michel WALDSCHMIDT et l’Université Pierre et

Marie Curie pour leur hospitalité durant mon séjour en France.
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