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LA "NOUVELIE TECHNIQUE" DE HOOLEY

par Jean-Marc DESHOUILLERS (*)

[Université de Bordeaux ]

1, Introduction. Présentation des résultats.

Soit A(n) = max Zﬁln,u<d§pu 1 . La méthode récemment introduite par Hooley
[1] consiste en une majoration en moyenne de la quantité A(n) et 2 son applica-
tion & divers domaines de la Théorie des nombres : évaluation d'expressions arith-
métiques lides aux diviseurs, mais aussi approximation modulo 1 , théorie additive
(probléme de Waring). Voici un échantillonage des résultats obtenus (conformément &

1'usage, on notera d(n) 1le nombre de diviseurs de n ).

THEOREME 1. - Lorsque le nombre réel x tend vers 1'infini, on a :

Zﬁ<x aln) = o(x log(4/ﬂ)_l x) .

~

THEOREME 2., - Soient x wun nombre réel, et k un entier inférieur & x2<1-6)

( 8 réel positif fixé)
2

£<x,m<x, 2m=a(mod k)1

on a

(4/m)=1+¢ x)

2
_ Oe(d{(aA, k)} x klog

lorsque x tend vers 1'infini.

THEOREME 3. - Soient B et x deux nombres réels positifs, et a un entier

. z . z . by B
pair non carré inférieur & log X ; on a :

2 12x log X/
Zﬁﬁx d(an - l) -———:;?———(Z

uniformément en a lorsque x tend vers 1'infini.

n=1 (%)%) ﬂp| a( L+ %)—1

7/ N
THEOREME 4. - Soient © un nombre irrationnel, et <y un nombre réel ; pour tout

nombre réel positif € , il y a une infinité d'entiers n tels que

Hn2 8 -y < n(‘l/Q)log(Z/ﬂ)—(l/2)+g 0

THEOREME 5. - Soit r8(n) le nombre de manidres d'exprimer l'entier n comme

somme de 8 cubes >0 ; pour tout nombre réel positif € , on a, lorsque n tend

vers l'infini,

r8(n) = OE(nB/B(log nyJ3—1+€) .

(*) Texte recu le ler octobre 1979.
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Dans le temps dont nous disposons, nous allons esquisser la démonstration des
théordmes 1 et 2, et indiquer bridvement une connection entre le théoréme 2 et

1'évaluation de sommes trigonométriques.

2. Bsquisse de la démonstration du théoréme 1.

Le lecteur pourra se convaincre de la difficulté du probléme en essayant d'amé-

liorer l'encadrement trivial

[x] < §£<x Aln) € x §£\ d(n) € x log x + 0(x) .

Dans son article, HOOLEY indique les deux résultats
( X log X )
1og log x
obtenus essentiellement par ERDUS et 2 la manidre d'ERDUS, par des arguments combi-

%-E%gx Mn) = = et §£S? a(n) =0

natoires élémentaires et non triviaux.
Le point-clef de la démonstration du théoreéme 1 est 1l'obtention de la majoration.
n) 4/ﬂ
(1) 2 “(n) 2L _ 0(106* " x

Soit v = Py s++ Py un entier sans facteur carré ; le nombre de diviseurs de v

dans 1l'intervalle Ju R eu) est égal au nombre de solutions de la double inégalité
log u < Bl log 1 BS log Py <logu+1,

(oh les Bi valent O ou 1 ), ou encore au nombre Pv(v) de solutions de 1la

double inégalité
we=-1< o log Py + oeee 0y log Py Sw+ 1l

(ou les o valent +1 ou -1 et w= log eu2/v ). De la minoration

31n z/2 valable pour |z] <1, on déduit la majoration
. 2
a(v) < sup n 5 sin® 1/2(F(aq , eee 5, &) = W)
W o.=t1 2 ’
J (F( l, ce s Q’S)-W)

ou F(dl 9 ese Ot) = Otl 10g pl + eee + d 1ng .
rl
A 1'aide de la relation (4 sin® E'Z)/Z = J_l(l ~ |t]|)exp itz dat , on obtient

AMv) < < sup_ -—-_f (1 - |t|exp itw(Z - exp it F(otl pesey 0))dt

1
<3 jo ‘_@:1 2|cos(t log pj)ld‘c ;

ainsi A(v) est majord par l’intégrale d'une fonction multiplicative, et on a donc

Zigx M‘2(n) n) <3 Jo | (l 2icos(tplog4p)l)dt

<3 JO exp(2 ngx [cos(tplog p)l)dt i

La dernidre somme écrite, qui vaut 3/2(|cos(t log u)|an(u))/u est alors majorde
sans grande difficulté & 1l'aide du théordme des nombres premiers (la forme

mu) = 4i u + O(u.log—g u) est suffisante) et la majoration (1) en résulte.
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Gréce & la majoration triviale

(2) AMm) g a(4)a(@) ,
on déduit de (1) la majoration
Mn) 4/m
(3) 2 o= 0(10g™ " x)
Pour en déduire le¢ théoréme 1, HOOLEY écrit
2 Aln) < 2 d(n) + 2 A(n)
n<x nle/z X1/2<nSx

= O(xl/2 log x) + Oﬁiaéj; Zn<x AMn)log n) ,

puis

Ensx An)log n = ZnSx Aln) Zm/n A(m)

= szsx A(JZ,m)A(m)

<2, a4) (ng/z 4(m) Am)
Ne

ce qui conduit & la démonstration du théordme 1.

5/6

3. Esquisse de la démonstration du théordme 2. (On notera N=2 ’
X = X6§75ﬂ log log x )

Pour majorer la somme introduite dans 1'énoncé du théordme 2, on commence par dé-
couper le champ de sommation de £ en intervalles de la forme [L , eL] ;s la con-
tribution des L inférieurs 3 x 1og—’ﬂ x est évaluée par une technique classique
due & VAN DER CORPUT [2] 5 la contribution des I restants est

0(log log x 2 AMu))

n<X ,nEa(mod k)
et nous nous attacherons désormais & la majoration de cette dernidre somme en sup-

posant (cas auguel on se ramene sans grand problime) que a et k sont premiers

entre eux.

L'entier n étant donné, on posera n = n, n, , ol n, regroupe les facteurs

1

premiers de n au plus égaux & X , et n, 1les autres. Une version pondérée de

2
la méthode de VAN DER CORPUT déja citée permet de majorer la contribution des
entiers n pour lesquels n, est anormalement grand (nl > xé) , et on est con-
duit a majorer la somme
Z = Z 5 A(nl n2) H
n,n,<k%,n, s ,nln2=a(mod k)
1'inégalité (2) du paragraphe précédent implique
Z\( 2 5 A(nl) 2 2 -1 d(nz) .
n, <x ,(nl,k)=l n, <X /nl,nzéanl (mod k)

Pour majorer la dernidre somme écrite, HOOLEY commence par majorer (via le crible)
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la quantité

2 5 ) 1
n,<x /nl,nZEanl (wod k)

et se raméne & celle-ci par un argument alternatif :

ou bien Q(nz) est petit (au plus -% ), et alors on utilise la majoration
d(n2) =0(1) ,

6 . s
ou bien Q(nz) est grand, mais alors n, admet un petit (au plus n2/4 ) divie
seur d tel que d2 = d et qui possede, a constante pres, (%) , autant de fac-
teurs premiers que Ny e En découpant la sommation en n, selon les valeurs de

d, , on est de nouveau ramené A& majorer une quantité

2 1

= a1
d,<z,d =ad, (mod k)
HOOLEY obtient ainsi
2 €
)y d@l):(KX(hg]ng))
nst2/nl,n25anIl(mod k) 2 By plk)log x

pour un certain e(8) .

Cette majoration, jointe & la majoration (3) du paragraphe précédent, conduit au

théoréme 2.

4, Utilité du théoréme 2.

Soit & évaluer la somne SO = Z£<N e(%'nB) , somme qui intervient aussi bien dans
1'étude de la répartition modulo 1 e la suite an3 que lors de 1'étude du
nombre de représentations d'un entier en somme de cubes ; en suivant H. WEYL, on
éerit

ta 12 _ ar 3 3
Sol © = Z1snlsw ZlSnzsN elpln] = n3)) .

Par le changement de variables n = n, h = n, —n,, ona:

2 a 2 2
EN §6<|hl<N ZﬁShSN,lgn_th e(z R(3n" - 3nh + 1))

en élevant de nouveau au carré et en appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on

obtient la majoration suivante (dans laguelle Th désigne la dernidre somme

écrite)

4 2 2
81" << 0%+ W 2yl Tyl
Ainsi, la majoration de SO pesse-t-elle par la majoration de
1 2

1
ou my et m, sont tels que 1 <K m, <N et 1L m, - h £ N §3 par le changement
de variables m =m

!Thlz = Eﬁ 252 e(3 %—h(mf —m, ho-mn®+ m, h)) ,

12 k = m, -, , 0n est essentiellement ramené a la majoration
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de

S5 = §i<h<N 1<k<NlZ o(6 ¢ tan)|

ou le champ de sommation de la troisiéme variable est un sous—intervalle de 1'in-
tervalle 1 , N . La troisiéme somme étant une progression géométrique, on est

ramené & majorer

2
H

S, =2 2.
2 - l<h<N l<k<N “6 “7&

(od ul|* = max(|jul| ,-%) ), somme qui se réécrit :

1

S, =2 —_— 7 1
27 “umod b 6 23 “1<h<l, 1<k, hk=u(mod b)
o

expression dans laquelle la dernidre somme est justiciable du théoreme 2.
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