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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 22-01
(Théorie des nombres)
20e année, 1978/79, n° 22, 20 p. 19 mars 1979

SUR LA CONSTRUCTION DES FONCTIONS L p-ADIQUES ABELIENNES

par Georges GRAS (%)

[Université de Franche-Comté, Besangon]

Introduction

On peut dire, de fagon assez schématique, que les constructions des fonctions L
p-adiques abéliennes privilégient en un sens les caractéres par rapport aux corps,
et surtout considérent séparément chaque caractdre 1§ : citons par exemple [14],
(4], [1], [21], [2], ou domine 1'analyse p-adique (par exemple 1'interpolation
p-adique de nombres de Bernoulli attachés au caractdre ¢ ), ensuite [12], [13],
[3], [6], [8] (1), ou les limites projectives sont dépendantes du caractire ¢ ,
et leurs éléments interprétés en termes de séries formelles & coefficients dans
1'anneau des valeurs de ¢ , et enfin [15], [19], [18], [20], ou les fenctions L
p-adiques sont vues comme intégrales par rapport & une mesure p-adique dépendant

de ¢ .

Dans le méme ordre d'idées, ces constructions utilisent une transformation fonc-
tionnelle de nature trés analytique, disons, pour fixer les idées, la transforma-
tion de lMellin des mesures ([15], chap. 4, § 3).

Or, grice aux travaux bien connus d'IWASAWA, & ceux qui ont suivi, et enfin
d'apres les conjectures qui ont été formulées, on sait que les fonctions LP ne
sont pas seulement un analogue p-adique des fonctions L classiques mais qu'elles
sont lides de fagon profonde & l'arithmétique des corps abéliens, notamment au

niveau de la structure des groupes de classes,

De ce fait nous avons pensé qu'il pouvait &tre utile d'élaborer une construction

plus arithmétique des fonctions L p-adiques.

Le point de départ nous a été suggéré par les théordmes d'annulation de certains
groupes de classes réelles par Lp(l » ¥) que nous avons donnés dans [11] (et qui
ont été généralisés dans [17] par B. ORIAT) : ces théordmes d'annulation reposent
essentiellement sur la possibilité de transformer, par la "Spiegelungsrelation! de
LEOPOLDT [16], la propriété d'annulation de classes imaginaires par les éléments
de STICKELBERGER en une propriété d'annulation de classes réelles s on congoit
alors que c'est bien la "Spiegelungsrelation" qui fournit 1'analogue arithmétique

de la transformation fonctionnelle nécessaire & la construction des fonctions Lp .

Nous aurons donc essentiellement & définir cette transformation issue de la

*
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"Spiegelungsrelation" ; nous l1'appellerons la transformation de Mellin arithméti-
que. Pour cela, nous travaillerons exclusivement dans des slgébres de groupes de

Galois convenables, et non plus au niveau des caracteéres,

En résumé, notre résultat est le suivant : Soit K un corps abélien contenant
les racines p-itmes de 1'unité (resp. 4e) si p # 2 (resp. p = 2) ; a partir des
éléments de Stickelberger de la Z?—extension cyclotomique de K nous définissons,
au moyen de la transformation de Mellin arithmétique évoquée ci-dessus, un élément
de la forme SZ(K , 8) , fonction de s € Zp , appartenant a 1'algébre
Zp[Gal(K/g)] , permettant d'engendrer toutes les fonctions Lp(s , §) de K.

Les propriétés intrinsdques de ces éléments (notamment les propriétés de projection
dans une extension L/K ) conduisent trds naturellement, et en toute généralité, a
celles des fonctions Lp(s » ¥) « Nous illustrons ce fait en montrant comment les
propriétés connues se retrouvent, et en donnant un certain nombre de résultats
(principalement ceux des chapitres IV et V) qui nous semblent nouveaux ou plus
précis. Bien entendu, ces éléments Sj(K , S) sont adaptés a 1'étude des groupes
de classes comme Gal(K/Q)-modules (en s =0 et en s =1 ) et redonnent les

théorémes d'annulation évoqués plus haut.

Enfin nous montrons en maints endroits que cette méthode de construction apporte

aussi des simplifications sur le plan de l'approche numérique.

I. Rappel de certains résultats

l. Eléments de Stickelberger.

Soit K wune extension abélienne finie de Q de conducteur fK et de groupe de

Galois G ; on appelle élément de Stickelberger de X , 1'élément de Q[GK] :

K
sE) =2 57 (afr, - 1/2) ,

Y K rd 3 rd
ou (g) designe le symbole d'Artin dans K/g_, et ol Zﬁ désigne la sommation

restreinte aux a, 1 a< fK

Pour simplifier, nous convenons d'omettre les bornes de telles sommations ainsi

, bremiers a i e

*
que le signe lorsqu'aucune confusion n'est & craindre.

Pour tout entier c¢ premier & fK s On pose :

5,(€) = (@) - o)s(x) ,

que l'on appellera encore, par abus, élément de Stickelberger de K .

Redonnons sans démonstration les propriétés des Sc(K) (ef. [10], lemme II.6,
Pe 34 et thc II.B, P 4-2) .
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PROPOSITION I.1.

(i) on a s (K):Z (E)—l(k (x,a)+(c-1)/2) EZ[G J, avec KC(K,a)=([ac]fK—ac)/fK y

ou [ac]fK est le reste de la division euclidienne de ac par f, ; le coef=-

ficient de ( ) n'est autre que cf, (a y 0) - ¢p (ac , 0) , en termes de
fonctions zéta~gartielles de Q (cf. [3], § 241, p. 291 et § 3.2, p. 308) 3

(ii) Si L est un sur-corps de K abélien sur Q , de conducteur fL et de

groupe de Galois CL , et si désigne la projection de sur GK , ONn a

L ——

/K
/g S (L) =Wy g S (K) , oL Wy g = M (1 -~ (-) ), le produit portant sur les di-

viseurs premiers de fL qui ne d1v1sent pas fK H

(iii) On a bc(K)(l + ( )) =0, et il existe T (K) € z[c,] défini
modulo (l + (——J)Z[GK] tel que S /K) T (K)(l - Q——)) ; on peut prendre

*fK _1
T (K) = aﬁl (a (KC(K , a) + (e =1)/2) moa(1 + Q:f)) . Pour tout corps K

reel, on a donc SC(K) =0 .

2. Fonction puissance p-—adigue.

Soit p wun nombre premier. On pose q = p lorsque p #2 , q =4 lorsque
p =2 . Pour tout a de g; , on appelle 6(a) 1'unique racine de 1'unité de Z;

telle que 8(a) = a mod q , et on pose (a) = a 9~l(a) (on a done <{a)=l mod.g ).
. s s k
Si s e Z, » on pose @)y =1+ z#;i(k)<<a> -1)" , avec
(i) =s(s =1) vee (s =k + 1)/k? € gp H

on a alors la propriété classique suivante ([1], p. 361) :

PROPOSITION I.2. — La série définissant (a)° est convergente pour tout s e Zp

3*
et tout a € gp s elle définit une fonction continue de s « En outre, pour tout

n>0 et tout u e Zp , ona {1+ qpn u)s.z 1+ qun u + vsqp2n+l y VE Ep .

3 gp—extensions cyclotomiques.

Pour tout entier p > 1 notons up le groupe des racines p-iémes de 1l'unité.
On appelle Q. la Zp—exten81on cyclotomique de Q (on rappelle que gd=un20 Qn ’
ou Qn est 1l'unique sous—corps réel de Qﬁp n) cyclique de degré pn sur Q ).
3i K est une extension abélienne de Q de groupe de Galois G, et de conducteur

K

fK y On pose Kn = Kgn (n >0) , et on appelle K, = Un;O Kn la gp-extension

cyclotomique de X ; on pose GKn = Gal(Kn/g) et GK@ = %ig GKn , on appelle fKn
le conducteur de Kn , et on appelle enfin ﬂKn la projection canonigque

© n

Lorsque le corps considéré est implicite, on simplifie les notations en posant
Gn = GKn y G = GKm ’ fn = fKn y T, = TR, S cependant pour n =0 (qui corres-
pond & K ) on conserve la référence & X (GK s Ty s ﬂK) .
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II. Génération des fonctions Lp abéliennes

1. La transformation de llellin arithmétique.

A partir de maintenant, nous faisons 1l'hypothése fondamentale que le corps K
contient pq (on a donc fn =0 mod qpn , pour tout n >0 , puisque Kn

contient alors u n ).

On pose A = 2 /qp Zp , pour tout n >0 . Pour tout a € Z: et tout s € Zp ’
1'image de (a)(a) dans A ne dépend que de celle de a dans An (ceci
résulte de la proposition I.2) ; on peut donc définir, pour tout n >0 , les ap-
plications mKn(s) : A [G Y [G 7 (notées mn(s) si K est implicite)
définies par mn(s)(aT) a@(a)(a)s L mod qp® , pour tout o € A et tout
T € Gn , ou a est n'importe quel entier tel que T = (?§) (le resultat ne
dépend pas du choix de ce nombre a car Kn contient w , , donc si (——Q (== n) y

a et b sont congrus mod qp- , d'ou le résultat).

On vérifie que les mn(s) sont des involutions de An[Gn] qui rendent le dia-

gramme suivant commutatif (n >0, 8 € Zp )

i n
_n mod gp
An+l[Gn+l] An+1[Gn] ———————— > An[Gn]
|
mn+l(s) l - n L mn(s)
A [o ] -Ba [c] 200954 le]
n+l- "n+l “n+l-"n n- n

Supposons donnée une famille (U(K )) nso + &vec U(K ) € ZP[GH] telle que
us U(K ) = UK ) pour tout n >0 ; ceci définit un élément U de lim gP[Gn] .

Nous posons U (K , 8) =n (s)U(K ) dans A [G ], pour tout s e Zp , et nous
désignons encore par la méme notation un reldvement arbitraire de U (K , 9)
modulo qp dans gp[Gn] ; alors le diagramme commutatif ci-dessus montre que 1l'on

a dans gP[Gn] la congruence :
% *
m UK, ,8) =0 (&, ,s) mod ",

d'ol a fortiori la congruence dans [ ] , par projection sur G :

W
%U(Kml,s)’:‘ﬂK (Knvs) mOdqp .

I1 en résulte que la suite des T U'(K , 8) € 7 [GK] a une limite p-adique
U (k , 8) €% [GK] qui vérifie 1'approx1mat10n :

il

3*
WK, s) me UK, 8) modqpngp[GK].

Définition IIL.1. ~ Nous appelons transformée de lMellin arithmétique (pour X

contenant My ) 1l'application :
Z
Ty hmz[G]-)z[ J“’P
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X v, . 3 . * -,
qui 2 U = (U(Kn))n € %i? gp[Gn] associe la fonction de s € g? , U, s),
définie par
s -3 lim T mn(s)U(Kn) .
Les éléments T mn(s)U(Kn) = T U*(Kn , 8) , relevés mod qp" dans Z [ %] s

"
sont appelés des approximants de U (K , s) .

PROPOSITION II.l. - La transformation M. (K contenant By ) a les propriétés

suivantes :

(i) mK est un homomorphisme de ZP—algébres.

(ii) Soit U = (U(K )) € lin 2 [G ], et soit UK, s) = ﬂk(U) ; alors
u¥*(x , 8) = U (K ; s) mod ap , et on a U,(K s+t)-=u* (K,8)=0 mod th e ] R
pour tout s , t e ZP .

(1ii) Soit L wune extension abélienne de Q contenant K ; la famille des pro-

de lim Z[Gp, ]

jections Ty, /g ¢ G, — GKn définit un homomorphisme nL/K

dans lim Z [GI ] on a alors la relation I -° LY & m .

(17) ona (), =- &) .

Démonstration. - On rappelle que U (K , s) = lim T, mn(s)U(Kn) , et que les

mn(s) sont, pour tout n =20 et tout s € Zp , des involutions de 1talgdébre
A [G ] ; ceci démontre ().

I1 résulte de la définition de mn(s) que U ( , 8) est une combinaison
lindaire (& coefficients dans Zp[Gn] ) d'éléments de la forne {a)° , a€ Z;
donc U (K , S+ t) =T (K , 8) est combinaison linéaire d'éléments de la forme
(a )S+t ( ¥ = @) ((a) - 1) , or, d'aprés la proposition I.2, (a)t -1 est
qt fois un entier p-adique ; d'ol (ii) par projection sur K , puis passage a la

limite sur n .

si Up = (U(L )) € lim z.[GLn] , posons Uy = (U(Kn))n avec U(Kn)ann/Kn U(Ln);
ceci définit ﬂL/K U € lin 2 [GKn] . On a le diagramme commutatif évident :

L

A L6 ) 2= a [0 ] -5 4 [6]

"L/K

\y mK (S) \y \l
A [G ] ———t—3 A [ G ] - 4 [G]

On agura donc
s mKn(s) U(Kn) = mKn(s) ﬂLn/Kn U(Ln) =T T an(s) U(Ln) mod qp- ,

d'ou, 2 la limite sur n : T Up =

ik M Ug, e
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Le point (iv) est évident ; il montre que mK change la "parité",

Nous allons maintenant appliquer tout ceci aux &léments de Stickelberger définis
au chapitre I, § 1 ; gr8ce & l'hypothése uq <K , la proposition I.1 (ii), conduit
a m sc(Kn+l) = SC(Kn) , pour tout n >0 , et (Sc(Kn))n € ln %[Gn] .0na
alors le résultat suivant :

LEMME, = Dans 1'écriture S éK ) = (1 - (——J)T (K ) (Prop. I.1 (iii)) on peut
choisir les T (K ) mod (1 + ——)) de telle sorte que la famille (T (K )) soit
cohérente,

La démonstration est élémentaire (Il n'y a pas unicité, mais on vérifie facile~
ment que deux telles famllles différent, dans Xin 2 [G 1, par un élément de
1'idéal engendré par 1 + (—r) )e

Définition IT.2. — A partir d'une famille cohérente (T (K ))n , On pose :

6*(K , 8) = ﬂk(T (K )) (aéfini modulo (1~ (—T))) , et S (K 8) = nk(s (K )) L 3 on
o la relation SC(K , s) (1 + (——Q)G*(K , 8) « On appellera reSpectivement
:(Kn , 8) et Sg(K , 8) des approx1mants relatifs 3 GC(K,S) et SO(K,S) .

On peut alors donner les propriétés de ces familles :

PROPOSITION II. 2, - On a, pour tout n >0 et tout s € gp (K contena.nt By )
. %* -1, \1
(1) T, , o) =2 (R, <>-S<h (K, » 8) + (e = 1)/2) moa (ap® , 1-(2))

K
Sy(Kpe8) = (1e(PTHK ,8) = ( Da™ @00 (K _,8)+(c~1)/2) mod qp” 5
(ii) Z’;‘:(K ) S)

¥*
(1i1) G(K,s+t)-e;*(x,s)_o mod qt 2 [G ], pour tout bez s

*
e Tc(Kn , s) mod qp” Z [ ] 5

(lV) TT/ S (L ’ S) =W /K(s) g (K , S) , ou
(2)l"sd£ NCaley , afg) ;
L/K(S) G*(K y 8) mod (1 - Q-—)) A [ ]

1

WL/K(S) = ﬂz(l
TIL/K G:(L , 8)

]

Démonstration. - Le point (i) résulte de la proposition I.1 (1) et (iii),

Les points (ii) et (iii) sont vrais en toute généralité (prop. II.1 (ii)). La
propriété (iv) résulte de la proposition II.1 (1i1) A S *(L,s)= L/K ﬂh(s (L ))n
est donc égal a ﬁk(nln/xn SC(L )) Tk(WLn/K So(Kpn))p (prop. I.1 (ii))
vérifie que (WLn/ p € lin Z [GK }, done, d'aprés le (i) de la proposition II. 1,
on obtient nk(WLn/Kn)n ﬂk(S (K )) y d'ol le résultat aprds le calcul élémentaire

de m,K(wLn/Kn) = L/K(s) .

Remarque II.l. - La notation ¥

dans la définition II.1 est justifide par le
fait que, dans 1'expression U*(K , 8) =m (s) U(x o) mod qp" , aucune valeur de
S ne redonne U(K ) modulo qp » et la notation U(K y 8) serait particulidre-
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ment fAcheuse. Signalons, dans le méme ordre d'idées, que 1l'on peut définir 1l'invo-
¥* .
lution m" de lim Qp[Gn] par
#* Kn Kn -1
(=) = ()7 e(a) ,
qui commute aux progectlons m, » bour tout n >0 , puisqu'en fait sa valeur ne

dépend que de Q—) (toujours en supposant By © K ). Les "bonnes" fonctions de s,

de la forme U(Kn , s) et UK ,s), que 1'on peut définir, sont alors
*
U(Kn , 8) =m" U*(Kn , 1 =5) mod qp~ et UK ,s) =m W(K,1~-s8);

on a alors U(K , s) = lim T, U(Kn , 8) « On a enfin U(Kn , 1) = U(Kn) pour tout
n>0.

z 7’ * )
Pour conclure ce § 1, nous donnons une expression des éléments Sc(Kn , 8) qui

sera trés utile ultérieurement :

PROPOSIT ION II.3. - On a, pour tout s # 1 ,

$1(K,08) = o () (o)) = (D (a-(10)2,/2) @ moa p

I

Démonstratlon. - Le second membre se développe en la somme de trois termes :

T % L@ o @i

1
- 13 ~cs5fn z£ﬁ??)<a> °
K K
DT @t - 5D &t

que 1l'on note A + B + C pour simplifier. Calculons A : On pose a = [bc]fn
n,b):h(b),ona
donc a = [bc]fn = bc + A(b)fn y soit ac™ =b + A(b) ¢~ £, » et il vient

( b premier 2 fo LSb<1 ) 3 pour abréger posons A, (K

K
A= IT-G_SE; S @b+ Mp) g )
c Kn l=s -1 -1 l-s
“ T eE 2@ (1 + Mp) v e £)
d'aprés la proposition I.2, on peut écrire :

(1 + A(p) bt o7t fn)l"S

.
’

=1+ (1-s)A(p) bt oL £ mod (1-—s)fn L

D!'ou
c Kn l-s Kn 1l-s -1
A R SRy I ZEQT;)(b> + 25G17)<b> Ap) b
n

K 1
- B+ 2 () ®"° Ab) vl moa p*t .

Il

On calcule

K X
- % Za(—é{l-) (—51-3)—1 @) eyt o7t

X
+ 5L (D@

.
’
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dans la lre sommation, on pose encore a = [bc]fn , et on obtient :

Q
il

K K
R R GO N il S (D@ et

c -1 §£<__)<b>1—s -1 nod Pn+l .

2+ Génération des fonctions L p-adiques.

On se donne un caractdre de Dirichlet modulo £ ( § n'est donc pas nécessaire-
ment primitif) ; ¢ provient d'un unique caractére de 1l'extension abélienne maxi-
male de Q dans C noté encore § par abus. On appelle f, le conducteur de

qf(f\v I f) e ‘l’

Définition II.3. - On dira qu'un corps K est p-admissible pour ¢ si les con-

ditions suivantes sont réalisdes :
(i) ¢ est wn caractire de X ,
(ii) K contient pq ’

(iii) les nombres fK et pf sont divisibles par les mémes nombres premiers.

Par exemple, si § est primitif, et si K, est le corps correspondant & ¢ ,

]
alors K = K¢(pq) est le plus petit corps p-admissible pour ¢ . Autre exemple :

le composé de deux corps p-admissibles pour y est p-admissible pour ¢ .

Désignons par e le caractére de Dirichlet umité.

Définition IT.4. =~ Soit ¢ un caractdre de Dirichlet mod f , et soit X p-
admisgsible pour ¢ . On pose
1 #*
L (s ’ ‘i’) = ¥S (K s)
-1 ~1 4 ’
e(t = ¢ (e) ™)  °

avec 8 #1 si {y=¢, c étant choisi tel que ¢(c) #1 lorsque y# €

!

Cette définition ne dépend ni du choix de ¢ y ni du choix de K ; pour le choix
de ¢, c'est évident d'aprds la proposition II.3 (pour s # 1 $ pour s =1 et
y # €, on le vérifie par continuité des fonctions ¢8 (K y ) (prop. I1.2 (iii))
et (1 - ] l( )(c)s 1) -1 3 pour le choix de X , ceci résulte de la prop. II.2 (iv),
associée au fait que le composé de deux corps p-admissibles est un corps p=-

admissible.

Remarque II.2, - En vertu de la définition II.2, on a L (s , ¥) =0 pour tout

caractére { impair.

Remarque II.3. — On a bien obtenu les fonctions Lp classiques : en effet, il

suffit de calculer Lp(l -k, {) , pour tout k =21, enutilisant 1'approximation
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donnée par la proposition II.3 ; on a :

.1 -1 k
Lp(l -k, §) == = Zg ¥(a) a7 (a - k£ _/2)¢a)
n+l

i

L X k 1 ~k k-1
_ E?;'Eé #(2)o™5(a)a 5 Z; y(a)e™ (a)a mod . wgl(c)(c>-k H

or d'aprds [4], p. 292, la premidre quantité tend vers = %-Bk(¢64k) et la seconde

vers O ; d'ou la remarque.

Remarque II.4. - La proposition II.2 (iv) et la définition II.4 montrent que si

y est un caractére modulo f , et §' le méme caractdre modulo f* | £, alors :
-1 ,,\1
LGy ) =T (s, 1) Th(1 - y(0) ™ ™), ale, der, i 5

cette relation permet donc de passer d'un caractdre au caractére primitif. Cepen—
dant, on remarquera que si fW est premier & p , et f de la forme ph f¢ ’
h>1, alors les fonctions Lp associées aux caractéres modulo f¢ et f coin-

cident

PROPOSITION II.4. - Soit € le caractire unité, et soit K = g(pq) ;s alors on a
1'égalits 5 (K, 1) = (c log ¢)(1 - p)/p .

Démonstration. ~ Comme Sﬁ(K y 8) est uniformément continue, il suffit de cal-

culer lims—& eSﬁ(K , 8) (qui existe), par l'approximation de la proposition II.3

) S=1
€SZ(K , S) = C(<01>' - S"' 1) Za<a>l"'3 - 1 5 S Za a—l <a>l—S mod pn+l ;

on sait que (a)l—s =1+ (1 = s)qya(s) , avec Ya(s) € g? , d'olu ¢

1

s-1
eSﬁ(K,s) c(($>_ S-l)(P;1 + (l—s)Zé ya(s) --£5§ Zé a—l(a)l—s) mod pn*l .

Si s -1 (s #1), n &tant fixé, la quantité entre parenthdse tend vers

s=1
LL%%E-, et c(ﬁg{ - S— 1) a pour limite - c logc , d'ou le résultat,

3. Valuation de Lp(s y ) e

On va montrer que la connaissance de la famille des Si(Kn , 8) conduit facile-

ment au calcul de la valuation de é-Lp(s , U)o

Désignons par Zp(w) 1'anneau des valeurs de ¢ sur gp et par vw sa valua=-

tion.

PROPOSITION IT.5. - Soit ¢ un caractére pair mod f . On Suppose Lp(s,w) #0 3

alors
1 _ _l_ ok -1 Se1
(G LE ) =76 vSC(KnO y8)) =7, (L =y ()T,
ou ny est le plus petit entier n >0 pour lequel on a 1'inégalité

vy (55(%, 5 8)) < v, (209" .
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Démonstration. -~ Elle provient de 1'approximation :

_ % n
% (h , 8) = T Tc(Kn , 8) mod qp ,
qui s'écrit encore dans gp(w) :

* n
WSC(K , 8) = ch( n ! s) mod 2qp .

On retrouve ainsi les approximations p-adiques des fonctions Lp(s , ¥) qui
avaient déja été mentionnées dams [11], puis dans [17], dans le cas particulier

aé
S:l, #2

En pratique n est toujours trés petit ; la méthode consiste donc & partir d'un
élément de Stickelberger Sc(Kn) (n=2 ou 3 par exemple), de calculer
w(mn(s)SC(Kn)) mod 2qpn s si le test entre les valuations est négatif, on prend
n plus grand (pour p = 2 , on utilise directement Tc(Kn) au lieu de SC(Kn) )e

ITI. Lien avec l'annulation de classes réelles.

Soit § wun caractére primitif pair, y # €, et soit K le corps qui lui cor-

¥

respond ; on pose K = Kw(uq) ; uniquement pour simplifier, nous supposons l'ordre

de { non-puissance de p et p # 2 (pour le cas général, cf. [17]).

Soit 0 un générateur de Gal(KW/QD , et soit P, 1'unique polyndme cyclotomi-

¥
que p-adique tel que P¢(¢(c)) =0 .

On appelle N 1la p-extension abélienne maximale de K, non ramifiée en dehors
de p, et on pose & = Gal(N/X ) considéré comme module sur Gal(X /Q) ; on
appelle N, 1le sous-corps de N fixe par Pw(c)ﬂ , et on pose & = Gal(N$/K ) ¢
on a donc & a‘ﬂ/P‘(G)CI , et & est muni d'une structure de gpzw)—module ?par
1'application o -2 §(o)) ; on trouvera dans [17] la démonstration générale du fait
que aw est fini, et que, sous 1'hypothdse faite sur ¢ , NW/Kw et Kn/KW sont

linéairement disjointes.

Si on suppose n assez grand pour que qpn annule dw , alors N¢ Kn/Kn est
une extension de Kummer de groupe de Galois &, « Soit ¥, 1le radical de cette
extension (il est annulé par qpn ) 3 on sait par la théorie de Kummer élémentaire
que les groupes ﬁw et W¢ sont isomorphes mais que leurs structures naturelles
de Gn—modules ne le sont pas : elles sont liées par la "Spiegelungsrelation" de
Leopoldt [16] dans An[Gn] , relation qui n'est autre que 1'involution mn(l) s le
lien en question peut se traduire en termes d'annulations : si un idéal ¥ de
An[Gn] annule W$ , alors mn(l)ﬂ annule aw .

On peut alors vérifier (ecfe [11] ou [17]) que 8 (K ) annule ¥ , dlou
m (1)s (K ) =8 ( < 1) annule av ; comme a¢l est fixe par Cal(K JK.) .

(Kn , 1) annule ﬂw , et par conséquent (puisque qp"  annule aw ¥ (K 1)

annule W s autrement dit, en termes de Np(w)—modules, et compte tenu du falt que
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ici (1 - w-l(c)) est une unité (par choix convenable de c ), on obtient que
L (1 annule d .,

Nous avons déja signalé dans [11] que ceci redonnait une démonstration des résul-
tats de [7] et [8] (II, § 5). Ceci élucide assez bien le rdle des fonctions Lp

vis-3-vis des annulations de classes d'idéaux (on aura remarqué que &  correspond

¥

par le corps de classes & un groupe de classes généralisées de la forme

¥

%(KW)/Pw(G)%(KW) qui est formé de classes réelles puisque K, est réel).

IV. Une relation congruentielle. Applications.

T
Soit { un caractére pair modulo f , et soit ¥ = wp s, T >0, considéré
modulo f’]f . Soient L et K des corps p-admissibleg pour ¢ et ¥ ; on peut

supposer K €L . On a alors le diagramme commutatif suivant :

z[6.] 45 2 (y) — 2
ﬁpﬁ 25 200 = 2,(0/6)
m !
LK J
X
Z |G 23 7 -3 7
2L0) =55 2 (%) > 2. (x)/(p)
la fldche verticale de droite étant 1'élévation & la puissance p -idme dans
Z .
2,(1)/()
Appliquons ce diagramme 2 Gz(L , s) (ef. prop. II. 2 (iv)) 3 on a
3 o 3 K R
/K GC(L , 8) = WL/K(S) EE(K , 8) mod (1 - (:I)) ; coome § et X sont pairs,

on en déduit la congruence :

r
1, o ok 1 3% -
[54s (L, o) = X ()5 xS,k , 8)] mod p

qui se traduit en termes de fonctions Lp par le résultat suivant :

PROPOSITION IV.le = Soit ¢ un caractére de Dirichlet pair mod f , et soit

r 4z
x=¢P , r>0 , considéré mod fU|f . Alors, on a, pour tout s € Zp (les quantités

entre crochets étant entidres) ,

(g™ (0) @k (,1) T o (17 ) 0° ™00 (5,0 T, 208 431%) moa

le produit portant sur les premiers 4 , Zlf ’ 2Yf‘ et L # D

Remarque IV.l. - Si ¥ = €o (caractdre unité modulo f? et s =1 , la quan—~
iz -1 0y 1 . . 3
tité (1 = x"(c) () )-5 L (1, xz , qui provient de -% Ep Sz(K , 1) , doit &tre
lue égale & - log ¢ E%i z,(l - ZT) (2t]fr, ' #p) (ceci se déduit de la re~

marque II.4 et de la proposition II.4).

COROLLAIRE 1. - Si ¢ m%@ f est d'ordre non -puissance de p , alors oﬁ a la
1 1 -
congruence E§ Lp(s , ¢)]p = [E-Lp(s , X)) ﬂz(l - ot %x(2)) mod p .
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- - r - -
En effet, dans ce cas, les facteurs (1 -y l(c)(c>s l)P et (1 =¥ l(c)(c>s l)
sont inversibles (avec un choix convenable de c¢ ), et de ce fait ils sont congrus

modulo p .

Cette congruence donne une généralisation des "trivial divisibilities" de RIBET

([18]7 §4) :

COROLLAIRE 2. —~ Soit ¢ wun caracteére primitif pair de la forme ¢ = wp Xy ¥

p
d'ordre puissance de p , et X # ¢ primitif pair d'ordre premier & p « Alors une

condition nécessaire et suffisante pour que VW.% Lp(s , ¥) >0 est que l'une au

moins des conditions suivantes soit réalisée :

. 1
(1) VX‘Z"LP(S ’ X) >0,

(1i) i1 existe un premier L #p , 4

g ﬂ%fx tel que x(2) =1 .

On applique le corollaire 1 & ¢ modulo f = f a- x mod f! = fX , en prenant

‘l, b

T r
r tel que 1l'on ait ¢£ =¢ et %P =% ; on exprime alors la non-inversibilité
de -% Lp(s , ¥) sur le second membre de la congruence obtenue.

k

Le cas traité par RIBET correspond & ¥ = 6 ( k pair, ok # ¢ )

COROLLAIRE 3. - Soit ¢ un caractére primitif pair de conducteur f¢ y ¥
dtordre puissance de p . Alors une condition nécessaire et suffisante pour que

é-Lp(s y ¢) soit entier est que f, ne soit pas une puissance de p . Autrement

dit, dans le cas primitif, %-Lp(s , §) est non entier si, et seulement si, ¢

est un caractdre de Q .
—~0

Supposons § # € , et soit ¢ tel que w_l(c) soit d'ordre p' , llordre de {3
on a donc 1 - ¢'l(c)(c>s_l = @ qui est de valuation 1 dans gp(w) , et
w-% Lp(s , ¥) est entier ; il en résulte que %-Lp(s , §) est non entier si, et
seulement si, ® -é- L (s, ¢) est inversible dans 2 (§) . Om utilise alors la con-
gruence (Prop. IV. 1) avec ¥ = ¢ (mod q) en exprimant cette condition d'inversi-
bilité sur le second membre : [ (1 - (c}s—l)% Lp(s , €)] r&(l - £-1<£>l~s) est dans
Z¥ si, et seulement si, les deux quantités p-entidres (1—(c>s—1)%-Lp(s,s) et

2(1 - z—l<z>l—s) sont inversibles.
Dtaprés les propositions II.2 (iii) et II.4 appliquées & & mod q , ON a
s=141 1 e/, _ 1 % _ 1
c(1-{c) )ELp(S’S) =-§a§b(h,s) =-§€SC(K,1) =5 c log c(1-p)/p mod q 3

il est alors clair que log c/(2p) est dans g; si, et seulement si,
) #1 mod pq .«

La seconde condition équivaut & ce que f¢ soit une puissance de p (i. e. que
y soit un caractere de Q_ ). Or, dans ces conditions, puisque c a été choisi

tel que w(c) soit de méme ordre que ¢ , c¢ vérifie la premisére condition.
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COROLLAIRE 4. - Soit ¢ un caractére mod f , et soit X = wPr considéré

mod f . Alors on a, en désignant par e(x , ¥) 1'indice de ramification de v¢

par rapport & v

X
vw(l -y M) @)+ V\y(}z‘ LP(S , )

> (e(x,¥)/p") min{v, (1- “He) @) + vx(% L,(s,%)),7, (p)]

V. Séries formelles et invariants d!Iwasawa associés.

1. Série formelle attachée & 1§ .

Soit Hn le groupe Gal(gn/g) ; on appellera caractére générateur de Q_  toute
. \ 3 . 3 n
famille (xn)n » %, caractdre primitif d'ordre p  de Q , tels que X£+l = %y
pour tout n >0 .

Soit ¢ un caractére de Dirichlet modulo f , et soit K p-admissible pour ¢ .

On définit 1'application ¥ :
N i - 11
y: lm Z[G ] ->1lim 2 (Ve 1,

déduite des applications naturelles (Kn/a) —é’w(a)(Qh/a) , quel quo sodt n>0 .

Pour chaque entier n , on peut construire si(Kn , 8) € ZP[Gn] en prenant
MK =K " (Déf. II.2) ; dtaprés la proposition II.2 (iv), des éléments définissent

un élément de lim 2 [G ] car ici les facteurs W (s) sont égaux & 1 .
s Trn n.-l-]./K

Définition V.l. — On pose (S ¢( n? v)) = w( (KV1 , s)) ; en identifiant
comme d'habitude lim Z (w)[H ] et AW =2 (w)[[T]] , il corre3pond a
(Si,w(Kn R s))n une serle formelle Zc,w(T , 8) + Cette série ne dépend que de
¢y et c¢ et non du choix de K p-admissible pour ¢ . On constate que tous les

coefficients de ces séries sont divisibles par 2 : on a %-Zb ¢(T , 8) € AW .
Q 9
~20o

Soit T_ un générateur topologique de H_ ( T_= (=) par exemple), et soit

© l+q
1 * . .
Tn sa reitrlctlon a Q? on retrouve 5- o w(Kn ’ s) en substituant Tn -1 a
T dans §'zc,¢( , 8) o En particulier, si n=0, T, ~-1=0 , et le terme

-1 s=-14 1 .
constant de 2 Zo,w(T , 8) n'est autre que c(1-y  (c){e) ) 5 Lp(5,¢) . Si on

substitue & T 1la valeur xn(Tn) -1, on obtient le nombre
-1 =1 g-1y 1
(1 =y 7 (e)¢ed™™) 5 T (s, 4xy) -

Pour la terminologie classique concernant ces anneaux de séries formelles (poly-

némes. distinguds, degrés de Weierstrass, ...) se reporter 2 [15], 5, § 2.

Remarque V.l. — On aura remarqué que les séries Zc W(T , 8) différent des
9
séries d'Iwasawa ([13], § 6.8) qui seraient associes a la construction des fonc-

tions Lp(s ’ wxn) ; de facon grossidére, on peut dire les choses suivantes : les
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deux séries correspondent & l'utilisation de la méme limite projective

llm Z (¢)[H ] 3 pour les séries d!Iwvasawa, on retrouve les fonctions L_ en
"evaluant" la série & 1ltaide du caractére xn( ¥ aéfini par T_ —> xn(Tn)(l+q>s
(comparer & [20], § 3.7) 3 dans notre cas les coefficients des séries dépendent
déjd de s , et 1'évaluation a lieu & 1'aide de X (le passage d'un type de série
& 1'autre est facile). Notre point de vue consiste 2 transposer, en termes de
séries formelles, le formalisme particuli®rement simple attaché aux éléments

S(&,

au caractere ¢ .

s) qui permet d'étudier le comportement de la fonction Lp par rapport

PROPOSITION V.l. = Soit ¢ un caractére pair mod f . Il existe un polynéme

distingué P (T , ) de degré x 20, A indépendant de s € Z_, et une série
inversible U(T , ) tels que -z (T y 8) =B (T, s) U(T , s) dans Aw .

Démons tration.

1 1
LEME 1. - On a =X (T, s+ t) =51 (T, s) mod thw pour tout s,t € Zye

Cy ¥ Cy¥

D'aprds la proposition II.2 (iii), on a :

3 LY
B (K, , s+t) = Gc(kn , 8) mod gt gp[Gn] ,

d*ou, par ¥ ,

-% st (K, s+ %) E-% s* (K , ) mod qt 2 (¢)[H ].

Cyy 1 Cy Y
1 i
Posons -2- zc,\v( ’ S) = ZiEO ai(s) T y 2 (S) € 7 (\y) s comme ('T —l)p "TP -1=0
mod p , on en déduit :
K i S| i
ZE—O (s + t)(T - 1)t = Z§=0 ai(s)(Tn - 1) mod gt ;

comme la famille {(Tn - 1)1 , 0 <1i<rp'} est une base pour toute algdbre de
(s)

H , on en déduit ai(s +1t) =a mod qt , pour 0 < i < p~ , d'ou le résultat.

On peut donc écrire en particulier

1 _1 .
= 2, W( s) = Q'zc,w(T , 0) mod qu H
or la série de droite engendre les éléments Lg* (x 0 ui donnent, par
2 ®c,yvn ? y 4 » D Xnv
les quantités c(1 - w“ xn (c)<c> )- L (o an) . Or 1'imprimitivité éventuelle

de { fait que L (o, mxn) est de 1la forme (Rem. II.4)

(0, 4y %) T, - 67 4(e) % (),
ou Wl est le caractére primitif déduit de ¢ ; or, pour n assez grand,
WXn(z) #1,et L (O 'y Yy xn) est un nombre de Bernoulli primitif interve-
nant dans la formule du nombre de classes relatives du corps K, (u n) , dlou la
non-nullité de L (o ’ wxn) pour n assez grand. On en dedult que la série
Ls (T,0) n est pas la série nulle ; par ailleurs, si my € gp(w) est de va~

2 “c,y
luatlon 1 , cette série n'est pas congrue & 0 mod ﬂv (dans le eas contraire,
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et m8me lorsque ¢ est non primitif, ceci conduirait & avoir, pour le corps
Kw(pq) , un M"invariant u " d'Iwasawa non nul ; or le résultat fondamental de
FERRERO et WASHINGTON contredit ce fait). Il en résulte que cette série a un degré
de Weierstrass A >0 : il existe donc dans A, un polynéme distingué PA<T) de
degré A\ et une série inversible U(T) tels que %'ZC,W(T’O) = PA(T) U(T) « On a

donc la congruence :

1
§-Z

MG

i

P,(T) U(T) mod ah,
= TK U(T) mod m¢ AW .

Ceci prouve que la série L (T , s) n'est pas nulle, et que son degré de

2 Zc,w
Weierstrass est aussi A\ , ce qui démontre la proposition.
Définition V.2. — Pour tout entier a premier & p tel que (a) # 1 , on appel-
le ofa) 1'élément de tel que {a) = (1 + q)a(a) ; on pose o(a):pn(a) 8(a) ,
3t nla ¥
n(a) >0, B(a) e Zp . On remarque que <{a) =1 + qp u, uce€ gp .

OéN

Nous aurons besoin des lemmes élémentaires suivants :

LEMME 2 = Si K et L sont cycliques sur Q , alors il existe un entier c

tel que (—I:-) et (-g) engendrent respectivement G, et G .

LEMME 3. ~ La série associde & 1'é1ément (1 - ¢“l(c)(c>s"ld%?))n de

lim gp(w)[Hn] est de degré de Weierstrass p- c) (resp. 0) si {(c) est

une racine de 1'unité d'ordre puissance de p (resp. non-puissance de p ).

On peut alors énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION V.2. = Soit { un caractdre pair mod f , et soit (xn)n un carace

tére générateur de Q_ . Alors il existe un entier xw > -1, indépendant de s
' . 1 =
et de (xn)n , tel que 1l'on ait pour tout n assez grand v¢an§ Lp(s,\yxn))_.)\“r .

En outre, dans le cas primitif, on a A = -1 8i, et seulement si, ¢ est un

¥

caractére de Q

Démonstration. — Pour n assez grand, le valuation de %-Lp(s , wxn) est

donnée quelque soit (Xn)n , par la différence des degrés de Weierstrass des séries

-% Z, W(T , 8) et 1 - w‘l(c)(c>s—l(l + T)a(c) : Xw = A = A!' 3 la proposition V.l

et le lemme 3 montrent que A, ne dépend pas de s .

i

D!apres le lemme 2, on peut supposer que ¢(c) a pour ordre celui de ¢ , et que

’ d'ou )\wa—l .

Dans le cas primitif, on a h¢ = -1 si, et seulement si, ¢xn est un caractére

alc) € Z; ; de cette fagon on a, d'aprés le lemme 3, A' =0 ou 1

de Q_, donc si, et seulement si, ¢ a cette propriété (ef. Corol. 3 & la prope
IV.1).

Pour obtenir un critére analogue lorsque ¢ n'est pas primitif, se reporter au

corollaire 1 du paragraphe suivant.
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2o "Translation" de 1'invariant KW .

En transposant & nos séries é—ZC W(T , 8) 1le formalisme établi au chapitre II,
?

§ 1, et en utilisant des congruences du type de celles de [ 18], p. 5, on obtient :

PROPOSITION Ve3. = Soit ¢ un caractére pair mod f de la forme ¢ = wp X 3 Wp ’

d'ordre puissance de p , est supposé défini modulo wun diviseur de f , x est
n(ﬁ)

un_caractére modulo f'|f . Alors on a A=A, + Z , ou la somme porte sur

les premiers 4 #p , Llf ’ sz' tels que ?ex l) z) soit une racine de l'unité

d!ordre puissance de p .

Démonstration. ~ Soient L et K p-admissibles pour { et ¥ respectivement

(on peut supposer K c L puisque f!|f ).

Introduisons x! , le caractére de Dirichlet mod f issu de ¥ .

Notons @ wun élément de valuation 1 dans 1'anneau gp(¢ y %)

(T ,s) modmw.

LBOE 4, ~Ona 33 (T,8) =553

C’¢ C’X
On a, par définition, par la substitution T -3 T -1 (n>0) :
1 1 o 3
— — i T - l
Lz, (-1, o) =L, )
1 1 ~ %
E'Zc,xxTn -1,s8) =5 xSc(Ln , 8) 3

&

W) ) - 1) X(2) (D

comme on a de fagon générale W(??) = x(a)C%g) mod @ ,

1l

il en résulte :

(T

1
L1 8) = = (Tn -1, 8) modmw,

L
2 2 cyx!

Cy ¥

et le lemme s'en déduit par un raisonnement analogue & celui du lemme 1.

Utilisons maintenant le fait que X est un caractére de K : on a

xS (L , 8) = X /K sb(L , 8) ,

* _1 -
or T, /g Sa(Ly 5 8) = S5(K, , 8) TL(1 - £ )t s( P) Qe s el , 2 #9) 3
on vérifie que le produit porte aussi sur les % , zlf , Affe , L#p . D'ou

3 8,1 (Ly 5 ) = &, » s) MG - Tt x(z)(%ﬂ-)) .

c X
. ""1 l—-S g‘n. J&-X1 . 7z ’
La famille des (1 = 27 (&) %x(2)( ))n définit un élément de lim 3 (x)[H 1,
dont la série associde est 1 z*1<z>1‘s x(2)(1 + T)d(z) , et a pour degre de

Pn( L)

Weierstrass ou O selon que o=t x(4) est d'ordre puissance de p ou non

(cf. Lemme 3) ; dlolu la congruence

3T e) =Ex, (@, 8) TG - WM () + n)

il

ph m, 208 v Lod @ .

i

V inversible, { parcourant l'ensemhle des premiers 4 # p, 4|f, 4Jf? , tels
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que ex-l(z) soit d'ordre puissance de p , A étant le degré de Weierstrass de

1
EZC,X(T ’ S) .

Ceci prouve que le degré de Weierstrass de -% ZC W(T , 8) est égal 2
9
A= >\+Zﬁlpn(z) .

On sait alors que kw et Ax s!obtiennent en retranchant respectivement & A
et A les degrés de Weierstrass des séries 1 - w-l(c)(c)s_l(l + T)a(c) et

1 - x-l(c)(c>sﬂl(l + T)a(c) s or dlaprés le lemme 3 ces degrés sont les mémes car
y(c) et x(c) sont, en méme temps, d'odre puissance de p ou non. D'ol la pro-

position.

COROLLAIRE l. - Soit ¢ un caractére pair mod f , et soit ¥ le caractere

modulo f!'|f déduit de ¢ ; alors =N Z;, pn(l) (2|, #ffr, 2#p,

Gx-l(z) d'ordre puissance de D ).

COROLLAIRE 2. -~ Soit ¢ un caractére pair de conducteur f

ce de p ; alors KW = =14+ Zﬁ pn(ﬁ) (2] £ L #p) .

et d'ordre puissan-

¥
‘v ’

COROLLAIRE 3. - Si ¢ , de conducteur fW , est d'ordre puissance de p , une con-
dition nécessaire et suffisante pour que K¢ =0 est qu'il existe un, et un seul,

nombre premier zlf
2 #1 mod ap .

L #p, et que, pour cet unique £ , on ait 4=l mod q ,

w ?

On est en mesure de donner le critére général suivant essentiellement df & RIBET

([18]9 §5) H

PROPOSITION Ve4s ~ Soit ¢ un caractére primitif pair. Alors une condition

nécessaire et suffisante pour que K¢ >0 est que -% LP(S’W) =0 mod a@ .

Démonstration. — Si | est dlordre premier & p , c'est évident (utiliser par

exemple la proposition IV.l et ses conséquences).

8i ¢ est d'ordre non-puissance de p , ceci résulte de la réunion des proposi-
tions IV.1l et V.3,

Supposons donc {§ d'ordre puissance de p . On peut sSupposer aussi le conducteur
f non-puissance de p sinon, dans ce cas, on a & la fois XW = =1 (prop. V.2)
et -% Lp(s , §) mnon entier (corol. 3 & la prop. IV.1).

D'apres le lemme 2, on peut choisir c¢ tel que vw(w_l(c) - 1) =1 et tel que

{¢) #1 mod qp ; dans ce cas (lemme 3), la série associée a c(l-w—l(c)(c)s-l(i?fa)
est de la forme (T + uaw)v , ue gp(w)* , V série inversible., Par division eu-
clidienne dans A¢ de % 2£,¢(T , s) par T + uw, , on obtient (cf. [15], 5, § 2)

%-Zg,w(T , 8) = qw(T , s)(T + umw) + rW(S) ,
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qW<T , 8) € A rv(s) e Zp(w) , et en faisant T = 0 on obtient :

w 9
C(l - W_l(C) <C>S-l) %Lp(s ’ ‘L’) = qw(o ’ S) uwa + rw(s) 3

Lp(s y w) € gp(W)_i donc
S) = qw(T)S) +u Rw(s) ’

N =

or l'hypothése f  non-puissance de p entrafne
rw(s) = Rw(s) Ty s R¢<S) € g?(w) . En posant QW(T ,

on obtient :

% z (7, s)=0q/(T, s)(T+ umw) -t RW(S) T

Cy ¥ ¥ (
On sait que le degré de Weierstrass de -% ZE v est A=A+ Zﬁ pn 2) 3 appelons
’
p>0 celui de Q (T , s) ; il vient (avec U, U' inversibles) :

¥

rh g o=t g gt R,(5) T mod = ,

soit, de fagon évidente, p = A - 1 3 il en résulte bien que -% Lp(s y ¢) est non

inversible si, et seulement si, A >1 j; orici A = A -1, d'ou la proposition.

]
Ce résultat a été démontré (pour p # 2 ) par RIBET ([18], § 5) sous forme dam

critére équivalent suivant :

COROLLAIRE. - Soit ¢ un caractére primitif pair d'ordre puissance de p . Une

, . . 1 %
condition nécessaire et suffisante pour que =L (s € 7 est que
Lk ; pour que 3 L (s 5 ¥) € Z (4) g
Zﬁ D =1 (zlfw , L#D) .

On constate que le calcul de KW se raméne toujours au cas d'un caractére primi-

tif d'ordre premier & p ; on va voir ci-dessous que dans ce cas le calcul numéri-

que de A, est toujours effectif et élémentaire.

¥

3. Calcul de Kw ( ¢ d'ordre premier 3 p ).

On suppose ¢ d'ordre premier & p j sous cette hypothdse, les caractéres wp Xy
et Xp sont Zp—conjugués ( ¢P Xy = (wxn) , €n prenant a =1 mod pn et

= p modulo llordre de ¢ ), donc les valuations de = L (s WXy ) et de
1 D . ‘o s
§-Lp(s , (¢Xn+l) ) sont les mémes, et on peut utlllser le corollaire 4 & la propo-
sition IV.l. On obtient alors sans difficultés le résultat suivant qui, joint & la
méthode du chapitre II, § 3, généralise et systématise les méthodes de calcul de

[9] et de [5] (nous 1'avions donné dans [10] essentiellement) :

PROPOSITION Ve 5. = Soit { un caractére primitif pair, d4'ordre premier & p .

Soit (xn) un caractére générateur de Q. + Alors il existe un plus petit entier
>0 tez gue( v¢Xm(2 Lp(s , wxm)) < VWXm(p) ; pour cet entier m , on a
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VI. Compléments

Nous rédigerons dans un fascicule des "Publications mathématiques de la Faculté
des Sciences de Besangon!" des chapitres complémentaires consacrés aux liens qud
existent entre la théorie des fonctions Lp et la théorie des genres dans les
extensions abéliennes, aux propriétés analytiques des fonctions Lp , et &4 un

certain nombre d'exemples numériques.

Les propriétés analytiques s'obtiennent tout simplement en considérant la trans-
formée de Mellin arithmétique non plus comme application de 329 Z [Gn] dans
ZP[GK] , mais comme application de cette limite projective dans ZP[GK][[X]] . On
obtient alors avec précision les propriétés de développement en séries entiéres,

dtétudes des 2EroS ees

Prenons par exemple, p = 3 , et pour { 1le caractére quadratique de conducteur
3.3299 ; nous pouvons déja voir que le "développement en série" de Sﬁ(K , 8) ,
noté 8%k , X) (avec K = KwQJ:“B) ), modulo 3° , s'obtient & partir de 5, (%,)
via la transformation de Mellin de cet élément de Stickelberger. La connaissance
de Si(K , X) modulo 35 permet alors :

(1) e développer en série " Ly(X, ¢) " =-18K(10 + 10K + 9x° + 21%° + 9X°)
wod 3° 2,[[x]1] ,

(ii) de calculer la valuation VB(LB(S , ¢)) pour tout s non "trop proche" des

zéros de LB(S y ¥)
(iii) datétudier ces zéros (il y en a deux iei),

(iv) de calculer L3(1 , w) en vue de 1'annulation de @, (on trouve que 9
annule O puis, que |@ | =9 en utilisant les interprétations de [7] (th. 2) ou
(8] (1L, §5), et enfin que @, = (2/32)%) ,

(v) de calculer KV ( Kw =2 idci),
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