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TRANSCENDANCE DE PÉRIODES D’INTÉGRALES ELLIPTIQUES

par Michel LAURENT (*)
[Univ. P. et M. Curie]

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
20e année, 1978/79, n° 13, 4 p. 15 janvier 1979

1. Histori ue du roblène.

Le premier résultat relatif à des propriétés de transcendance d’intégrales ellip-

tiques remonte à C. L. SIEGEL (1932) : si A est un réseau d’invariants g~ et

g~ algébriques, alors au moins une des deux périodes fondamentales w1 et w2 ,
engendrant le réseau 11 ~ est transcendante.

C’est cependant Th. SCHNEIDER (cf. [3J) qui, en 1936, apportait une contribution

essentielle au sujet, démontrant notamment que si l~1 et M2 sont deux points à

coordonnées algébriques de la cubique E d’équation affine y2 = 4x3 - g~ x - g3 ’
et si e est une forme différentielle sur E , de première ou de deuxième espèce,
définie alors l’intégrale 8 est généralement un nombre transcendant

(il n’y a algébrioité que dans les cas triviaux. Th. SCHNEIDER démontre aussi la
transcendance du quotient T = , lorsque le réseau A n’admet pas de multi-

plication complexe, ainsi que des nombres (i = 1 , 2) .

A partir de 1968, les idées nouvelles introduites par A. BAKER, ont permis d’obte-

nir des résultats d’indépendance linéaire concernant les périodes de deux intégra-
les elliptiques de première ou de deuxième espèce. Citons un énoncé, dû à D. MASSER

(cf. [2J), qui regroupe les résultats de plusieurs travaux antérieurs : L’espace
vectoriel engendré sur Q par les nombres {1 , 03C91 , 03C92 , ~1 , ~2 , 203C0i} a pour

dimension 4 ou 6 suivant que A admet ou non une multiplication complexe. Dans

cet énoncé, . (1 = 1 , y 2) désigne la quasi-période de la fonction zêta de
Weierstrass associée au réseau A, i. e. TL = ’(z + w. ) - 03B6( z) .

Nous donnons ici les premiers résultats obtenus concernant la transcendance de

périodes d’intégrales elliptiques de troisième espèce.

2. Galcul des ériodes des inté ales elli, ti ues.

Soient E la courbe elliptique d’équation y2 = 4x3 - g? x - et A le

réseau de C d’invariants algébriques g2 et g 3 de telle sorte que E~ soit

isomorphe à 
’~

Soit Y~) une fraction rationnelle, non nulle sur E 
9 à coefficients al--

gébriques. Introduisons la fonction elliptique 03C6 , définie par 
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où p désigne la fonction de Weierstrass associée au réseau A . Soit u. J 
un système de représentants des différentes classes modulo A des pôles de

n’appartenant pas à A. Alors on a la décomposition suivante :

où c. J désigne le résidu en u. J de la fonction et où * est une fonction

elliptique ayant tous ses résidus égaux à 0 . Pour tout entier j ~1 ,~ j ,~ J) ,
introduisons la fonction

de telle sorte que

Soient ~ un lacet de E ~ et y* le lacet correspondant de C/A . Il est clair

que w = j 2014 = J ~ dz appartient à il . Notons 11 la quasi-période associée à

w . La décomposition d’Hermite des fonctions elliptiques montre qu’il existe deux

nombres algébriques a et b tels que 1

D’autre part, Inéquation fonctionnelle vérifiée par la fonction cr montre qu!il
existe un entier k. ~1 ,~ ~  J) tel que :

On a donc démontré le résultat suivant :

PROPRIÉTÉ. - Soit e une forme différentielle sur E , définie sur Q. Toute

période p de 6 est de la forme : 

Dans ce tte formule, 03C9 appartient à  , ~ désigne la quasi-période asso-

ciée, a ~ b et c . sont des nombres algébriques, u . 

désignent des nombres complexes tels que soit algébrique, et l~on a posé

~(u ~ w) = c~(u~ -- ’~u .

3. Enoncé des résultats,

Nous donnons d’abord deux énoncés de transcendance, et nous en déduisons quelques

propriétés concernant la transcendance des périodes de certaines intégrales ellip-

tiques de troisième espèce.

~ .

soient w un élément non nul du réseau A et u un nombre com-

plexe tel que soit algébrique et tel que la classe de u modulo A n~ appa.r.-



tienne pas au sous-groupe de torsion du groupe C/A. Alors les quatre nombres 1 ,

03C9 , ~ , 03BB(u , w) sont Q-linéairement indépendants.

. ,

THEOREME 2. - Supposons de plus que le réseau A admette une multiplication com-

plexe, lors les cinq nombres 1. ! 03C9 , ~ , 03BB(u , w) , 203C0i sont Q-linéairement
indépendants.

Les résultats du paragraphe 2, associés à certaines propriétés de ~-linéarité en
u de la fonction w) ~ cf . ~ 1 ~~ permettent alors de déduire de ces deux
théorèmes les résultats suivants concernant une période p d’une forme différen-

tielle e sur E y définie sur Q .

THEOREME 3. - Si tous les résidus de la f orme différentielle 8 sont rationnels,
alors le nombre p est nul ou transcendant.

, ,

THEOREME 4. - Si la f orme dif f érent ie lle 9 a au plus deux pôles ayant un résidu

non nul, alors le nombre p est nul ou transcendant.

THÉORÈME 5. - Supposons que le réseau A admette une multiplication complexe, et
notons G le sous-groupe de E engendré par les pôles de e ayant un résidu non

nul. Si le rang sur Z du groupe G es t majoré par 1 , alors le nombre p est

nul ou transcendant.

4. Schémas des démonstrations.

Pour les détails des démonstrations des théorèmes précédents, nous renvoyons à

[1].

Soient w un élément non nul du réseau A y et u un nombre complexe tel que

p(u) soit algébrique et tel que la classe de u module A n’appartienne pas au

sous-groupe de torsion du groupe C/A. Nous introduisons les fonctions f et f~
définies par :

La fonction f,, vérifie les propriétés suivantes :

(b) Si r = p/q est un nombre rationnel non entier, alors est un nombre

algébrique qui appartient au corps de nombres

dont le degré est majoré par c q~ . De plus, si h désigne la hauteur logarith-

mique absolue de Néron-Lang, on a :
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Esquissons très brièvement la démonstration du théorème 1.

On suppose qu’il existe des nombres algébriques a , y non tous nuls tels

que aw + ~’~ + w) soit algébrique. On construit alors une fonction auxi-

liaire ~ de la forme
x a ~ x

qui admet un zéro de grande multiplicité aux points z = ( s + 1 2)03A9 , où 03A9 désigne

le vecteur de C dont les coordonnées sont ( w , - 03BB(u , 03C9))2, y et où s décrit

un certain ensemble d’entiers naturels. Les propriétés (a) et (b) ci-dessus permet-
tent alors de faire une extrapolation du type Gel ~ f ond--Baker aux points 

La contradiction provient alors du fait que la fonction © admet un trop grand

nombre de zéros.
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