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UN RÉSULTAT SUR LE QUOTIENT DE HADAMARD DES SÉRIES RATIONNELLES

par Khyra GÉRARDIN (*)
[Université Paris-VIII]

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
20e année, 1978/79, n° 12, 14 p. 8 janvier 1979

Soient X un ensemble fini, p et X* le monoide libre qu’il engendre ;
A étant 1’anneau des entiers algébriques désigne l’algèbre des séries

rationnelles sur X à coefficients dans A [8J.

Rappelons qu’une série formelle a = l ,~(a , f)f est rationnelle si, et
seulement si, il existe un entier p ~1 ~ 9 une représentation ~ de X dans

M p (A) , matrice R de M (A) te lle que, pour tout mot f de x~ , on ait :

(a, f) = Tr R [8].

On peut toujours se ramener au cas où la matrice R est la matrice E pl dont

le seul coefficient non nul est le coefficient (p, 1) .

Il est facile de voir que l’algèbre est stable pour le produit de

Hadamard où, rappelons-le, le produit de Hadamard a 0 b de deux séries a et b

est défini de la manière suivante : 1 

si a = ~ f (a 9 f~f et f)f , alors a 0 b ~ ~ f ~(a , f) x (b , f)]f .
On s’intéresse ici au problème inverse : Etant données deux séries rationnelles

a et b, à coefficients entiers algébriques, à quel les conditions la série

c = ( c , f)f , définie de la manière suivante :

est-elle rationnelle ?

Rappelons quelques résultats obtenus dans le cas où l’alphabet X est réduit à

une lettre, le mono£de libre ~" étant le monoïde additif N .

, ,

THEOREME 1 ~7~. - Si la série b a deux pôles, et si la série c est à

coefficients entiers algébriques, alors la série c est rationnelle sur l’anneau

des entiers algébriques.

(*) Texte reçu le 31 mai 1979.
Khyra GERARDIN, 12 rue Beccaria, 75012 PARIS.



THEOREME 2 [1]. - Si la série b a un pôle de module strictement supérieur aux

modules des autres pôles et si la série c est à coefficients entiers algébriques,
alors el le es t rationnelle.

Ces deux résultats restent valables lorsque l’alphabet X a au moins

deux lettres [3J. Par contre, y le théorème suivant

THEOREME 2’ [1]. - Si la série b a trois pôles, et si la série c est à coef-

ficients entiers algébriques, alors elle est rationnelle.

n’est plus valable lorsque l’alphabet X a au moins deux lettres. En effet, la

démonstration de D. G. CANTOR, à une variable, utilise le résultat de MALHER con-

cernant la répartition des zéros d’une série rationnelle à une variable. Il est

connu que les zéros d’une série rationnelle à une variable forment un sous-ensemble

rationnel de N ~6~. Ce résultat n’est plus valable lorsque l’alphabet X a au

moins deux lettres. Donnons un contre-exemple.

Soit X = (x y y) un alphabet à deux lettres , et soit a = ~ ~ a ~ f)f la série

rationnelle sur X* , définie par la représentation  et la matrice R , où

Pour tout mot f de ~’~ , y nous avons :

où désigne le nombre d’occurences de la lettre x (resp. y)
dans le mot f . Les coefficients de la série a sont nuls pour tous les mots f

qui ont autant d’occurences de la lettre x que de la lettre y .

Or cet ensemble n’est pas un sous-ensemble rationnel du monoide libre X .

Au.lieu de considérer l’anneau des entiers algébriques nous pouvons travailler
sur un anneau qui est un Z-module libre de type fini [ 10 ].

Supposons l’ alphabet X = (x , y) .

CONJECTURE. - Si la série b ^ ~ (b , f)f admet une représentation ~, de 
dans M p ~~ , et si la série c est à coefficients entiers algébriques, alors elle
est rationnelle.

Le cas où x = 03BB y À étant un entier, y la matrice x , admettant une valeur
propre de module strictement supérieur aux modules des autres valeurs propres, se

traite comme le cas du théorème [3].

Nous avons le théorème suivant.

, ,

THEOREME 3. - Si la représentation ~, associée à. la série b est une repré-



sentation de ~~’‘ dans l~~ (I~’’~ 9 alors la série c est rationnelle sur l’ anneau

A.

Démonstration du théorème 3. - La démonstration du théorème 3 se fait en exami-

nant les différents cas.

Il est facile de voir que toute matrice de est diagonalisable sur R.

Il existe un cas qui se traite exactement comme le cas où les matrices x et

~y sont proportionnelles c’est le cas où l’algèbre, g engendrée par les matrices

x, ~,y et R q est une algèbre triangulisable sur C, . Esquissons rapidement la
démonstration.

Soient a et 03B2 (resp. 03B1’ et 03B2’) les valeurs propres de la matrice
(resp. ~,y~ 9 avec les conditions : 1

Les valeurs propres de toute matrice sont donc :

où. (resp. jtj ) désigne le nombre d’occurences de la lettre x (resp, y)
dans le mot f .

Le coefficient (b , f) du mot f dans la série b est donc de la forme :

Le coefficient (c , f) du mot f dans la série c s’écrit donc : 1

Comme et ~’~~s sont en valeurs absolues plus petites que 1, il existe
une longueur des mots f à partir de laquelle l’inégalité

a lieu.

En ne considérant que les mots f pour lesquels nous avons l’inégalité (I), nous
pouvons écrire :



Donc pour tout entier p >,1, , nous avons le développement suivant :

La série de terme général

est rationnelle comme combinaison linéaire de produit de Hadamard de séries ration-

nelles.

En examinant les déterminants de Hankel de la série de terme général

nous voyons que l’on peut mettre en facteur y dans chaque ligne "d’ indice g ", le

coefficient

et, dans chaque colonne le coeff icient :

Or et sont en module strictement inférieur à 1. Les détermi-

nants de Hankel de la série considérée tendent vers zéro très vite. Les détermi-

nants de Hankel de la série de terme général 
1 1

tendent vers zéro très vite lorsque la longueur des mots f croit.

Or ce sont des entiers algébriques. Ils sont donc nuls à partir d!une certaine

longueur des mots f ; la série c est donc rationnelle ~?_~9 ce qui démontre le
théorème 1 dans ce ca,s.

Examinons le cas générale et voyons le comportement des valeurs propres en
fonction de la longueur des mots

1. Cas où dét ~y = 0 .

Rappelons un lemme dont la démonstration figure déjà en ~5 ~.
1. - Soit A une ma trice de 1~2 ~ Z ayant une valeur propre entière, alors



il existe une matrice P de telle que PAP-~’ soit une matrice trian-

gulaire.

Démonstration du lemme 1. - Soit p la valeur propre entière de la matrice A y
et soit V = un vecteur propre de A associé à p tel que les entiers

x~ et y0 soient premiers entre eux. Il est facile de voir qu’un tel vecteur

existe.

xa et y~ étant premiers entre eux, p il exis te deux ent iers z et t te ls que

l’on ait ty~ _ 1 .
Soit P la matrice

On a dét.P.= 1 , d’ où P E (Z) .
Calculons 

ce qui démontre le lemme 1.

Grâce au lemme 1y nous pouvons étudier un sous-cas très particulier du cas où

dét ~y = 0 , c’ es t le cas où, pour tout mot f de XX~ ~ 9 la matrice

est une matrice diagonale, et P E Il est facile de voir

par récurrence sur la longueur des mots f que la valeur propre non nulle de la

matrice  est de la forme 
, , , ,

où 03B1 (resp. a’) est la valeur propre non nulle de la matrice x (resp. 
a.. étant un entier strictement positif, et jf (resp. jfj ) étant le nombre

d’occurences de la lettre x (resp. y) dans le mot f.

Faisons rapidement cette démonstration :

Soit o~ la valeur propre non nulle de la matrice Par hypothèse, o~ est

de la forme a~ cr y 0~ étant un entier, le lemme 1 permet d’affirmer

matrice P~ de telle que la matrice soit

une matrice diagonale.

Soit S la matrice de telle que la matrice SPf x(SPf)-1 soit une

matrice diagonale dont le coefficient (l ~ 1) soit égal à of .

En calculant la trace de la matrice



qui est égale à la trace de la matrice nous voyons que cette trace s’écrit :

a étant un entier qui ne dépend que de la matrice S et qui est égal au produit
de ses termes diagonaux.

Il existe une autre démonstration de ce résultat qui est très simple.

La matrice x s’écrit x = x , x est une matrice idempotente de

M~(Z) .
De même, y s’écrit )iy = a’ p.. Y , y est une matrice idempotente de

~(Z) .
Donc, pour tout mot f, la matrice pf s’écrit

~ étant la représentation définie par les matrices ~,1 x et

Le terme général de la série b s’écrit donc :

r f étant le coefficient ( 1 , 1) de la matrice R dans la base où la matrice

~,f est diagonale.

Il est immédiat que les séries de terme général af et af sont ration-

nelles. Démontrons que la série de terme général rf est rationnelle et ne prend

qu’ un nombre fini de valeurs.

En effet, pour tout entier p ~ 1 , nous avons

Si g et h sont deux mots du monoide libre ~i~ , alors :

p!ft
Or Tr R~(~)P ~ == Tr = r~ a 

Si l’on écrit la représentation  sous la forme :

alors



Les déterminants de Hankel de la série de terme général rf sont presque tous

nuls. Cette série est donc rationnelle. La représentation minimale y qui lui est

associée est telle que, pour toute matrice yf et pour tout entier p, on a :

Cette représentation minimale est donc finie [9~]. Soient P. y P~ ~...~ p~ les

valeurs distinctes de la série de terme général r,, . Il est facile de voir que,
pour tout entier p , 1 $: i $ k , la série a. = I.,) f est rationnelle.

-L .. 

il) 
Donc, pour tout i , la série a’i = 1/p. i f est rationnelle.

La série de terme général qui est égale à la somme de k séries ration-

nelles est donc rationnelle.

Pour terminer la démonstration, il reste à voir que la série de terme général
est rationnelle. La représentation )i est engendrée par deux idempotents

de M (z) qui sont (i. x et 1 y .
Soit a~ la valeur propre non nulle de la matrice )JL f . Pour tout couple de

mots g et h de X~ , nous avons

Donc les déterminants de Hankel de la série de terme général sont presque
tous nuls.

La série de terme général est donc rationnelle.

La série c est rationnelle sur l’anneau des entiers algébriques,
ce qui termine la démonstration du théorème 1 dans ce cas.

Le cas général se traite comme ce cas particulier.

La matrice ~ ayant une valeur propre entière, le lemme 1 montre qu’il existe
une matrice P de telle que la matrice soit une matrice trian-

gulaire supérieure. Il est facile de voir qu’il existe une matrice Q de 

telle que la matrice soit une matrice diagonale avec dét Q = 1 .
Si a est la valeur propre non nulle de la matrice la matrice ~ s’écrit

donc z = 03B1 1 x , où 1 x est un idempotent de M2(Q) ; de même, la matrice y
s’écrit y = a’ 1 y , 03B1’ étant la valeur propre non nulle de la matrice 1 y ,
et 1 y étant un idempotent de Les matrices x y définissent
une représentation de X* dans M 2 ~~ ,

Les raisonnements qui ont été faits précédemment sur l’ anneau A sont valables

sur le corps ~1 , La série c est rationnelle sur le corps ~ . Or l’anneau A

est un anneau de Fatou [8]. La série c est donc rationnelle sur l’anneau A.



2. Cas où + n’est pas nul et l’algèbre engendrée par les

matrices f n’est pas une algèbre triangulisable sur R .

L’algèbre enveloppante du monoïde engendré par les matrices f n’étant pas

triangulisable sur M (R) est dans ce cas particulier une algèbre irréductible.

Soient a~ et p~ les valeurs propres de la matrice ~f avec la condition

Nous pouvons supposer que la matrice R est la matrice E21 dont le seul coef-

ficient non nul est le coefficient (2 , 9 1) et qui est égal à 1 [8J. Dans ce cas,
le coefficient du mot f dans la série b s’écrit 1

Enonçons un lemme dont la démonstration est essentiellement technique.

LEMME 2. - La série est ratiomielle sur R.

Démonstration. - La démonstration est faite dans le cas où j3~ ~ 0 , car lorsque
P~ = 0 le lemme 2 est trivial.

Si la matrice f s’écrit (ac .) y ses valeurs propres 03B1f et pr. sont res-

pectivement égales à :

La série 03A3f (Tr R f) o 03A3f Tr( f)f est rationnelle. Son terme général s’écrit :

donc la série de terme général + d)~(a + d) - 4(ad - bc) est rationnelle,
et par conséquent la série de terme général est rationnelle.

La série de terme général est rationnelle. En effet, pour tout mot f

de X , nous avons :

et Inapplication f ~ Trt ( f)-1 étant le produit de deux anti-homomorphismes
est un homomorphisme.

La série de terme général :

est rationnelle, ce qui s’écrit :



Il est facile de voir, par récurrence sur p, que la série 03A3f[Tr R( f)p]f est

rationnelle pour tout entier p ~ 1 .

En particulier, y la série de terme général :

est rationnelle, y ce qui permet d’écrire la rationnalité de la série de terme

général :

ce qui démontre la rationnabilité de la série de terme ce

qui démontre le lemme 2.

La série de terme général r~ est rationnelle ; en effet, y la série

étant rationnelle, la série :

est rationnelle. Son terme général s’écrit :

La série de terme général bc) étant rationnelle, il est immédiat

que la série de terme général rf est rationnelle.

Ceci permet de prouver que la série de terme général est rationnelle, et

ne prend qu’un nombre fini de valeurs, ainsi que la rationnelle de la série de

terme général 

En effet, pour tout mot f de x~~ , r f est le coefficient ~ 1 , l) de la

matrice R dans la base où la matrice f est diagonale.

Donc, pour tout mot f de ~’’ et pour tout entier 1 , nous avons :

Plus généralement y si h et g sont deux mots quelconques du monoide libre

X* , nous avons :

Tr Tr = + P ~ 1 .

03B1gfph et p sont les valeurs propres de la matrice qui sont

les mêmes que celles de la matrice Elles sont donc de la forme :



u, t , v, w étant des nombres réels.

En identifiant les deux expressions de Tr ~h , nous obtenons :

Ce qui donne, après calculs 9 puiaque cette égalité a lieu pour tout entier p ~

La série rationnelle de terme général r~ ne prend qu’un nombre fini de valeurs

comme le montre sa représentation minimale [9]. La série de terme général r" 1’ est

donc rationnelle, ce qui démontre en même temps la rationnalité des séries

suivantes :

Donc, y pour tout entier p ~ 1 , la f est rationnelle.

Nous allons démontrer que la série de terme général ( c , y f) x r f x a f est

rationnelle, et comme nous avons vu que la série ~ ~ r~~ x était ration-

ne lle, on en déduit que la série c est rationnelle.

Pour tout entier n, la série de terme général (c, y f) x r f x a f s’écrit :

Nous allons démontrer qu’il existe un certain entier n ~ 1 , y et une certaine

longueur des mots f~ à partir de laquelle nous avons l’inégalité

pour tout mot f dont la longueur est au moins égale à f .

Connaissant la majoration des coefficients d’un déterminant, il est facile de

majorer ce déterminant ~3~.



Donc les déterm nants de Hankel de la série de terme général

tendent vers 0 lorsque la longueur des mots f augmentent. Il en est de même des

déterminants de Hankel de la série de terme général Comme ce

sont des entiers algébriques y ils sont nuls à partir d’une certaine longueur des

mots f .

La f) x r f x af)f est rationnelle. Donc la série c est ration-

nelle.

La série de terme général ~ d , est rationnelle, comme nous

l’ avons vu précédemment.

Soit 1 sa représentation minimale ~8~. Si N est le degré de cette représen-

tation, nous savons qu’elle peut s’écrire sous la forme

où S et T sont des sous-ensembles du monoïde libre X‘‘ :: ayant chacun ~ mots,

et ~’(s , t) étant une matrice carrée % x N réelle pour tout couple de mots

(s , t) de S xT .

Or, pour tout entier p et pour tout mot f y nous avons :

Il est facile de voir que, pour tout triplet de mots s, f, y t ~ 9 nous avons :

Si le terme général de la série d s’écrit : 1

alors :

Or nous avons vu que, pour tout mot f de XXir et pou.r tout entier p , nous

avons :

D’autre part, pour tout couple de mots (s , t) de S x T , nous avons :



d’où

Pour tout entier p, nous avons donc :

L’unicité de l’écriture des termes d’une série rationnelle montre que

Or, pour tout entier p et pour tout mot f de X~ , )(d , sf t)) 1 , d’où

)y ) 1 , (Toù

~ est donc une représentation du monoide libre X* dans l’ensemhle des matrices

N x N à coefficients dans )- 1 + ~( .

Si m est le coefficient des matrices ~x , ~y te lle que :

il est immédiat que, pour toute matrice on a :

pour tout mot f dans XX .

La série de terme général (a , f) étant rationnelle, soit NI le degré de la

représentation minimale qui lui est associée. Il est facile de trouver deux

matrices Mf et V , à coefficients entiers algébrique~, dont deux d’ordre N~ ~

telles que :

Si |Am|f| N2|f|-2|  l , pour tout mot f de XX*, il existe alors un entier

n , et un mot f~ tels que



pour tout mot f dont la longueur est au moins égale à celle de f~ .
Ceci termine la démonstration dans ce cas.

Lorsque ~ > I ~ y on raisonne sur la série de terme général :

car il est immédiat que la série de terme général N" ~ ’ est rationnelle.

3. Etude du cas 

La série c s’écrit dans ce cas comme somme des deux séries :

i i -

La yn)yn est rationne lle [7].
n~>0

Examinons la série de terme général (c , 9 f) pour t ous les mots f qui ont au

moins une occurence de la lettre x ,

Or

si la matrice f s’écrit

De la même manière que précédemment, nous voyons que la série de terme général

r f est rationnelle et ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

Si g es t un mot de X , alors :

Les déterminants de Hankel de la série de terme général (Tr R sont

pres que tous nuls.

La Série 1 (c f)f est donc rationnelle comme produit de Hadamard de deux

séries rationnelles, ce qui termine la démonstration dans tous les cas où la repré-

sentation  es t de degré 2 .

Remarque. - Le cas où la représentation ~ est de degré au moins égal à 3

nécessite deux hypothèses supplémentaires qui sont les suivantes :

1° Pour tout mot f de XX*, y la matrice f est irréductible sur R .

2~ La matrice ~’ est inversible.

Sous ces deux hypothèses nous avons le lemme suivant dont la démonstration est

essentiellement technique.
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LEHME 3. - Les fonctions symétriques des valeurs propres des matrices ~ sont

des fonctions rationne lles ,

Le problème qui n’est pas encore résolu est le suivant :

Si a f est la valeur propre réelle de la matrice ~f , dont le module est su-

périeur strictement aux modules des autres valeurs propres, alors la série

est-elle rationnelle ?
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