KHYRA GERARDIN
Un résultat sur le quotient de Hadamard des séries rationnelles

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 20, n°1 (1978-1979),
exp.n°12,p. 1-14

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1978-1979__20_1_A8 0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1978-1979, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1978-1979__20_1_A8_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE-PISOT-POITQU 12-01
(Théorie des nombres)
20e année, 1978/79, n° 12, 14 p. 8 janvier 1979

UN RééULTAT SUR LE QUOTIENT DE HADAMARD DES SéRIES RATIONNELLES

par Khyra GERARDIN ()
[Université Paris-VIII]

Rappels. = Soient X un ensemble fini, et x* le monofde libre qu'il engendre
A étant 1'anneau des entiers algébriques, Arat<x> désigne 1l'algedre des séries

rationnelles sur X & coefficients dans A [8].

Rappelons qu'une séric formelle a = z} X*(a , £)f est rationnelle si, et
E g
seulement si, il existe un entier p =1 , une représentation u de x* dans

MP(A) , wne matrice R de MP(A) telle que, pour tout mot f de X , on ait :

(a, £f) = Tr Ryf [8].

On peut toujours se ramener au cas ou la matrice R est la matrice Epl dont
le seul coefficient non nul est le coefficient (p , 1) .

I1 est facile de voir que 1l'algeébre aret

K> est stable pour le produit de
Hadamard ou, rappelons-le, le produit de Hadamard a © b de deux séries a et D

est défini de la maniére suivante :
si a=§@,fﬁ et b:%@,fﬁ,ahm a@b:%“a,ﬁx(b,ﬂk.

On s'intéresse ici au probléme inverse : Etant donndes deux séries rationnelles
a et b, & coefficients entiers algébriques, & quelles conditions la série

c = Zf(c , £)f , définie de la manidre suivante :
] a, f .
!= vy st (b, £) #0
(C,f):
| =0 sinon ,

est-elle rationnelle ?

Rappelons quelques résultats obtenus dans le cas ou 1'alphabet X est réduit 2

une lettre, le monoide libre X &tant le monoide additif N .

THEOREME 1 [7]. - Si la série b a deux pbles, et si la série c¢ est a

coefficients entiers algébriques, alors la série c est rationnelle sur 1'anneau

des entiers algébriques.

(*) Texte regu le 31 mai 1979.
Khyra GERARDIN, 12 rue Beccaria, 75012 PARIS.
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THEORBME 2[1]. = Si la série b a un pble de module strictement supérieur aux

modules des autres pbles et si la série c¢ est & coefficients entiers algébriques,

alors elle est rationnelle.

Ces deux résultats restent valables lorsque 1'alphabet X a au moins

deux lettres [3]. Par contre, le théoréme suivant

VEERN
THEOREME 2! [1]. ~ Si la série b a trois pbles, et si la série c¢ est & coef-

ficients entiers algébriques, alors elle est rationnelle.

n'est plus valable lorsque 1l'alphsbet X a au moins deux lettres. En effet, la
démonstration de D. G. CANTOR, & une variable, utilise le résultat de MALHER con-
cernant la répartition des zéros d'une série ratiomnelle & une variable. Il est
connu que les zéros d'une série rationnelle & une variable forment un sous-ensemble
rationnel de N [6]. Ce résultat n'est plus valable lorsque l'alphabet X a au

moins deux lettres. Donnons un contre-exemple.,

Soit X = (x, y) un alphabet & deux lettres, et soit a = Z%(a , £)f la série

rationnelle sur X% , définie par la représentation p et la matrice R , ou

/11y =1y

X = ’\ ,‘ et Ny = . ,3 ’ R = . )

o 1’ »0 1 10/
Pour tout mot f de X* y nous avons :

(a ’ f) = Tr Ruf = (lflx - Ifly) )

ol Ifix (resp. {fly) désigne le nombre d'occurences de la lettre x (resp. y)
dans le mot f . Les coefficients de la série a sont nuls pour tous les mots f

qui ont autant d'occurences de la lettre x que de la lettre y .
Or cet ensemble n'est pas un sous—ensemble rationnel du monoide libre x* .

Au. licu de considérer 1'anneau des entiers algébriques nous pouvons travailler

sur un anneau qui est un Z-module libre de type fini [ 10].

Supposons 1'alphabet X = (x , y) .

i

CONJECTURE., - Si la série b = Z%(b , f)f admet une représentation pode X

dans Mp(y) » et _si la série c¢ est A coefficients entiers algébriques, alors elle

est rationnelle.

Le cas ou ux = Auy , A étant un entier, la matrice px , admettant une valeur
propre de module strictement supérieur aux modules des autres valeurs propres, se

traite comme le cas du théoréme [3].

Nous avons le théoréme suivant.,

s \
THEOREME 3. -~ Si la représentation u associée 3 la série b est une repré-
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sentation de X" dans M2(E%) , alors la série c est rationnelle sur 1l'anneau

A .

Démonstration du théoréme 3. - La démonstration du théordme 3 se fait en exami-

nant les différents cas.
I1 est facile de voir que toute matrice de MZ(H%) est diagonalisable sur R .

I1 existe un cas qui se traite exactement comme le cas ol les matrices px et
py sont proportionnelles c'est le cas ol 1l'algdbre, engendrée par les matrices
X , Wy et R, est une algébre triangulisable sur C . Esquissons rapidement la

démonstration.

Soient o et B8 (resp. o' et 8') 1les valeurs propres de la matrice ux

(resp. wy) , avec les conditions :
o> |8l et o > B! .

Les valeurs propres de toute matrice uf  sont donc

('af = o ol
ERNEE
WBe = B B!
ou |f|X (resp. Ifly) désigne le nombre d'occurences de la lettre x (resp. y)

dans le mot f .

Le coefficient (b , f) du mot f dans la série b est donc de la forme :

el Tely el el

(b , ) = ro, - SBf = ryo o - 88 B .

Le coefficient (c , f) du mot f dans la série c¢ s'derit donc :

(a, f)

EFERE
ro o!

(C f) = .

= e, T
- sP B!

Comme B/a et 8'/a' sont en valeurs absolues plus petites que 1 , il existe
une longueur des mots f & partir de laquelle 1'indégalité

N R

(1) I?(b/a) (8'/a) | <1
a lieu.

En ne considérant que les mots f pour lesquels nous avons 1'inégalité (I), nous
pouvons écrire

(o ) w o flx Ity (s, £) ,

| ] [ f]
r - s(g/a) F(g'/ar) Y
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Donc pour tout entier p 2111, nous avons le développement suivant :
f

]

2], a
(1) (e, f)xa Ta V- BT
1 - 287Gy ]
1 f ! fl
a0, (w0 Ty e Ty
£l |f 1 £l5 g0 £l
Loyt ey o sy g
La série de terme général
EIE s alfl g Il
(2, 8) , (o, ), o8 ety L Loy D8y Px(sy Py

p

est rationnelle comme combinaison linéaire de produit de Hadamard de séries ration-—

nelles.

En examinant les déterminants de Hankel de la série de terme général

| £] | £] | £]

<, 3t |f] _n
E T,

(a, £)rs /By 2Bty lyprl v s /B
——133 "G 7] 30l 7(&
nous voyons que l'on peut mettre en facteur, dans chaque ligne "d'indice g ", le

coefficient
|e| | ¢l

(8/a) * x (g'/a') ¥

et, dans chaque colonne "d'indice lhI", le coeff?c?ent :
h h
X i
(8/a) x (Bt/ar) V.

Or B/a et B'/o' sont en module strictement inférieur & 1 . Les détermi-
nants de Hankel de la série considérée tendent vers zéro trés vite. Les détermi-
nants de Hankel de la série de terme génfrTl ]

f f

(e ’ f) x o . a!

tendent vers zéro trés vite lorsque la longueur des mots f croit.

by

Or ce sont des entiers algébriques. Ils sont donc nuls & partir d'une certaine

longueur des mots f ; la série c¢ est donc rationnelle [2], ce qui démontre le

théoréme 1 dans ce cas.

Examinons le cas général, et voyons le comportement des valeurs propres en

fonction de la longueur des mots

l. Cas o dét px = dét uy =0

Rappelons un lemme dont la démonstration figure déja en [5].

LEMHME 1. = Soit A une matrice de MZ(Z) ayant une valeur propre entiére, alors
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il existe une matrice P de GL2(Z) telle que pap~t soit une matrice trian-

gulaire,

Démonstration du lemme l. - Soit p la valeur propre entidre de la matrice 4 ,

et soit V = (xo , yb) un vecteur propre de A associé & p tel que les entiers
X, et Yo soient premiers entre eux. Il est facile de voir qu'un tel vecteur

existe.

Xy et Yo étant premiers entre eux, il existe deux entiers =z et t tels que

1'on ait ZXy = tyo =1.

Soit P 1la matrice

On a 4ét.P.=1, d'od Pe GL,(2) .

Calculons PAP~! :

ce qui démontre le lemme 1,

Grice au lemme 1, nous pouvons étudier un sous-cas treés particulier du cas ou
dét ux = dét uy = 0 , c'est le cas ol, pour tout mot f de xx* , la matrice
Poouf.(P.)”" est une matrice diagonale, et Po € GL,(Z) . I est facile de voir
par récurrence sur la longueur des mots f que la valeur propre non nulle de la

matrice uf est de la forme

ou o (resp. ') est la valeur propre non nulle de la matrice ux (resp. W)
ap étant un entier strictement positif, et ]fiX (resp. lf!y) étant le nombre

d'occurences de la lettre x (resp. y) dans le mot f .
Faisons rapidement cette démonstration :

Soit o la valeur propre non nulle de la matrice pf . Par hypothdse, % est
de la forme ap alflx a‘lf v, o étant un entier, le lemme 1 permet d'affirmer
. . . -1 .

1l'existence d'une matrice Pf de GL2(Z) telle que la matrice Pf.uf.(Pf) soit

une matrice diagonale.

Soit S 1la matrice de GLZ(g) telle que la matrice SP. px(SPf)-l soit une

matrice diagonale dont le coefficient (1 ’ 1) soit égal & « .
En calculant la trace de la matrice

o Il -1 ~l
5P, wf(SP,) .SP, wx(sp,)™
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qui est égale & la trace de la matrice ufux , nous voyons que cette trace s'éerit:

lelgst 12l [glest 12l
aa, o o = ap & et ’

a étant un entier qui ne dépend que de la matrice S et qui est égal au produit
de ses termes diagonaux.

I1 existe une autre démonstration de ce résultat qui est treés simple.

La matrice px s'éerit ux = Wy X, ou Wy X est une matrice idempotente de
Mz(gg .

De méme, uy s'éerit uy = o By Y ou W Y est une matrice idempotente de
Mz(g) .

Donc, pour tout mot f , la matrice upf s'éerit

el Il

uf = o o x by f,

My étant la représentation définie par les matrices Wy X et A et

ap = Tr My f.
Le terme général de la série b s'éerit donc :
gl el
Tr Ruf = To ap O at ’
re étant le coefficient (1 , 1) de la matrice R dans la base ol la matrice

pf est diagonale.

I1 est immédiat que les séries de terme général r et af sont ration-

£ %

nelles. Démontrons que la série de terme général r. est rationnelle et ne prend

f
qu'un nombre fini de valeurs.

En effet, pour tout entier p > 1 , nous avons

| £
e R(uf)p = rf(af)P = rf(af)p ofp Ix x a'PI ly .

Si g et h sont deux mots du monoide libre X , alors :

ol grolelolnl,  Tel jeolel olnl

Tr Rpg(pf)P ph = r a o o't .
gfPh  gfPn
ol plf]
Or Tr Rpg(pf)P ph = Tr thug(pf)p =r! o T o Y(af)P .
Si 1'on écrit la représentation y sous la forme
ES 4
pt = o * o Y x (p"]_ f) ’
alors
2 ory Tr py elp £)P(wy b) = Tr wy by elu )P = e1(a)? ,
e el 1o |
-lel ~Inl.  -lel -In
r! €lx X
r }1,-0! at y _y ’

gfph B
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dtou

r = , Tp,p' 21, VfeXx, Yg,heXx",

r ?
gfn P n

Les déterminants de Hankel de la série de terme général r_. sont presque tous

f
nuls. Cette série est donc rationnelle. La représentation minimale vy qui lui est

associée est telle que, pour toute matrice vf et pour tout entier p , on a :
vE = (v£)P

Cette représentation minimale est donc finie [9]. Soient Py 5 Py geeey B les
valeurs distinctes de la série de terme général To . I1 est facile de voir que,

pour tout entier P; 1 <i <k, la série a, = 2 f est rationnelle.

1 flrfzpi

Donc, pour tout i , la série a! =2 1/pi f est rationnelle,

1 flrf=pi
La série de terme général 1/rf qui est égale & la somme de k séries ration-

nelles est donec rationnelile.

Pour terminer la démonstration, il reste & voir que la série de terme général
1/af est ratiomnelle. La représentation Ky est engendrée par deux idempotents
de M2(Z) qui sont Wy X et IRA

Soit ap la valeur propre non nulle de la matrice By f . Pour tout couple de

mots g et h de X* , Nous avons

a = Tr ul g(ul f)p ﬂl h Tr “1 h‘ul g(ul f)p

gfPhn

Il

Il

t p
aln(ar)® .
Donc les déterminants de Hankel de la série de terme général l/af sont presque

tous nuls.

La série de terme général 1/af est donc ratiomnelle.

La série ¢ = Z%(c , £)T est ratiomnnelle sur 1'anneau des entiers algébriques,

ce qui termine la démonstration du théoréme 1 dans ce cas.
Le cas général se traite comme ce cas particulier.

La matrice px ayant une valeur propre entidre, le lemme 1 montre qu'il existe
une matrice P de GLz(g) telle que la matrice prP_l soit une matrice trian-
gulaire supérieure. Il est facile de voir qu'il existe une matrice Q de GL2(Q)

telle que la matrice QPux(QP)—l soit une matrice diagonale avec dét Q =1 .

Si «a est la valeur propre non nulle de la matrice px , la matrice pux stécrit
done px = auy X , o, x est un idempotent de Mz(g) ; de méme, la matrice wy
sléerit w = o Wy ¥, &' étant la valeur propre non nulle de la matrice R
et Wy ¥ étant un idempotent de MZ(Q) . Les matrices W X et Wy ¥ définissent
une représentation de X* dans MZ(Q) .

Les raisonnements qui ont été faits précédemment sur 1'anneau A sont valables
sur le corps Q . La série c¢ est rationnelle sur le corps Q o Or l'anneau A

est un anneau de Fatou [8]. La série ¢ est donc rationnelle sur 1'anneau A .
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2. Cas ol dét(px)2 + de’t(p,y)2 n'est pas nul et 1'algdbre engendrée par les
matrices wf n'est pas une algébre triangulisable sur R .

L'algdbre enveloppante du monofde engendré par les matrices uf n'étant pas

triangulisable sur Mz(g) est dans ce cas particulier une algebre irréductible.
Soient o et Sf les valeurs propres de la matrice uf avec la condition
o > |Bgl

Nous pouvons supposer que la matrice R est la matrice E21 dont le seul coef-

ficient non nul est le coefficient (2 , 1) et qui est égal & 1 [8]. Dans ce cas,

le coefficient du mot f dans la série b s'éerit :
(b, £f) = Tr Ruf = rf<af - Bf) .

Enon¢ons un lemme dont la démonstration est essentiellement technique.

LEMME 2. - La série Zf(rf x a%)f est rationnelle sur R .

Démonstration. - La démonstration est faite dans le cas ou B, # 0 , car lorsque

Bf =0 1le lemme 2 est trivial.

Si la matrice uf s'éerit (i 2) , ses valeurs propres o et Bf sont res-

pectivement égales 2 :

a+ d+ J(a + d)2 - 4(ad - bec)
2

et

a+ d —‘J(a + d)2 - 4(ad - be)
2

La série Zf(Tr Ruf)f © Zf Tr(uf)f est rationnelle. Son terme général s'éerit :

rola - 8.) (e + Bp) = r(of - 83) ,

donc la série de terme général rf(a + d)N(a + d)2 - 4(ad - bc) est rationnelle,

et par conséquent la série de terme général rf(af)z est rationnelle,

La série de terme général Tr(pf)—l est rationnelle. En effet, pour tout mot f

*
de X , nous avons :

Tr(ue) ™t = et (uf)”

-1
et 1'application f == Tr? (uf) étant le produit de deux anti-homomorphismes

est un homouworphisme.

La série de terme général :
2,1 1 20 1 &p
Lo Ly ., 4
rolap) <o% + Bf) = ro(ap) [o% * 23 = bo-

est rationnelle, ce qui st'écrit :
(o)’
(1) Te % * Te 53 -0
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I1 est facile de voir, par récurrence sur p , que la série E%[Tr R(uf)PIf  est

rationnelle pour tout entier p >1 .

En particulier, la série de terme général :

3
(2 r (o) - (ad - be)
) oL (o) (af)B

est rationnelle, ce qui permet d'écrire la rationnalité de la série de terme

]

général :

(ad - be)’ 3 3
rf.[af(ad - be) + —-—————g——] = rf(af(ad - be) + (Bf) ),
o)
ce qui démontre la rationnabilité de la série de terme général Zfex*(rf.af)f , Ce

qui démontre le lcume 2.

La série de terme général r, est ratiomnelle ; en effet, la série

To(Tr(uf)™H)E  Stant rationnelle, la série :
: -1
Zf(rf o) © Ef Tr(ut™")f

est rationnelle. Son terme général s'lécrit :

2
r o x (= 4 __:ﬁi__) -4 figfil_
f -f o ad = bc’ ~ °f " ad - bc °

£
La série de terme général rf(af)2/(ad - bc) étant rationnelle, il est immédiat

que la série de terme général r_. est rationnelle.

f
Ceci permet de prouver que la série de terme général rgl est rationnelle, et
ne prend qu'un nombre fini de valeurs, ainsi que la rationnelle de la série de

terme général Bf/Gb .

En effet, pour tout mot f de x* y Te est le coefficient (1 , 1) de la

matrice R dans la base ou la matrice uf est diagonale,
Donc, pour tout mot f de X* et pour tout entier p > 1 , nous avons :
Tr = T

b
f
Plus généralement, si h et g sont deux mots quelconques du monoide libre

f ]

*
X" , nous avons

n(d "‘B )o
efPn  g2fPn gfPn

Tr Rug(pf)? wh = r
Tr Rgg(pf)p ph = Tr uthg(pf)p = ri(o%)p + ré(Bf)P y Vp=1.

o et B
2fPn gffn p
les mémes que celles de la matrice phpg(uf)? . Elles sont donc de la forme :

sont les valeurs propres de la matrice pg(pf)p ph qui sont

Il

. (uag + tﬁg +-N/01a£ - t8£)2 + 4vw(o% Bf)P)/Z
gfth

|
|
¢
| B
!

P (uag + tsg -'Vfuog - tsg)z + 4vw o af)P)/z
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uw, t, v, w étant des nombres réels.

En identifiant les deux expressions de Tr Rug(uf)® ph , nous obtenons :

/ s
T N (uah - tﬂp) + dvw(a, B )p
££Pn % £ £ Pe

r1(a)? + v(8,)° .

I

(r _)2[(ued - t80)% + svw(a, B,)P] = [r}(a)P + 2(8,)P)° .

gfPn
Ce qui donne, aprés calculs, puisque cette égalité a lieu pour tout entier p,

§(r . )2 x u° = riz

i gf*fh

:(r . )2 x t° = rél

!

| &h

L gfPh

dou
ri ri
r = €y Vp=>1, avec Eem > 0.

La série rationnelle de terme général r, ne prend qu'un nombre fini de valeurs
. . . B - . s ’ —l
comme le montre sa représentation minimale [§]. La série de terme général Te est
donc rationnelle, ce qui démontre en méme temps la rationnalité des séries

suivantes :

} B | 8|
Solat, (et 1, lf(-&i)f ot I a: 3

Donec, pour tout entier p > 1 , la série Z%(Bf/af)p f est rationnelle.

Nous allons démontrer que la série de terme général (c , f) x Te X Op est
rationnelle, et comme nous avons vu que la série Zf(rgl x a;l)f était ration-

nelle, on en déduit que la série c est rationnelle,
Pour tout entier n , la série de terme général (¢ , f) x r

(a, T) Be

Bf n
fxdf=T—_——(-BLf7-&;y=(a,f)[l+-&;+ .”+(-O§>]

(f_f_)n+l x 1
a l—(§f7af5 *

Nous allons démontrer qu'il existe un certain entier n > 1 , et une certaine

N stéerit :

(C,f)xr

+(a,f)x

longueur des mots f, & partir de laquelle nous avons 1'inégalité
Bf n+l1
‘(a,f)x(-a-—) I<l)
f

pour tout mot f dont la longueur est au moins égale 2 f_ .

Connaissant la majoration des coefficients d'un déterminant, il est facile de

majorer ce déterminant [3].
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Donc les déterm nants de Hankel de la série de terme général

(a , ) x (-:Tf—)m-l xl—:—(-é—T&—y.
f £ °f
tendent vers O lorsque la longueur des mots f augmentent. Il en est de meme des
déterminants de Hankel de la série de terme général (c , f) x T x Op e Comme ce
sont des entiers slgébriques, ils sont nuls & partir d'une certaine longueur des

mots f .
La série Zf(c , £) x To x qf)f est rationnelle. Donc la série c¢ est ration-

nelle,

La série de terme général (4 , f) = IBfl/af est rationnelle, comme nous
1'avons vu précedemment.
Soit W sa représentation minimale [8]. Si T est le degré de cette représen-

tation, nous savons qu'elle peut s'écrire sous la forme

wf = Z(S,‘t)GSxT(d ’ Sft)TT(S ’ t) [8]9

o S et T sont des sous—ensemblesdu monoide libre X ayant chacun N mots,
et m(s , t) &tant une matrice carrée T x N réelle pour tout couple de mots
(s, t) d¢ S xT.

Or, pour tout entier p et pour tout mot f , nous avons :

(@, %) = |88l/d = (¢, £)F .
I1 est facile de voir que, pour tout triplet de mots s , f , t , nous avons :
(a, sft) = (a, tsf) .

D'ou

(@, tsfP)m(s , ¢) .

-;b-fp = Z( (d ) Sfp t)'ﬂ'(S ’ 't) = Z(

S,t)eSxT s,t)ESxT

3i le terme général de la série d st'éerit :
(d, f) =Tru wf , ol U est une matrice de Me(R)
alors :
(4, sfP t) = 7r T B (5)P Tt = Tr Tt W us(5)P .

Or nous avons vu que, pour tout mot f de XX* et pour tout entier p , nous

avons

1}
N
joN
H
N’
Lre]
|
=
=
<1
ﬁl
o]
I
—
+3
H
sl
E,I
N’
e

(d— ’ fp) = lsgl/ag
d'ou Tr H'EEP = Yp , Ou ’yl <1.

D'autre part, pour tout couple de mots (s , t) de S x T , hous avons :

(d ’ sfP t) =Xl<i<ﬁ— 5§£)(1) x Yi:P



d'ou

wtf = Z(s,t)ESxT(d , stP £)n(s , t)
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Tr O wt? = Z(S t)esxT(d,sfp £) Tr W n(s,t):(Z(s t)esxT(d,sft) e 7 n(s,t))? .

Pour tout entier p , nous avons donc :

5 o(01) 1P 1x T (s, 1)

1< Z(s,, £)eSxT ‘st

= (2 =2
1<i <l “(s,t)eSxT st

Ll'unicité de 1'écriture des termes d'une série rationnelle montre que

£
(a, s t) = &, \(? .

o{08) I ar T n(s , 0P .

Or, pour tout entier p et pour tout not f de X* y l(d ’ sfP t)‘ <1, d'ou

|yf| <1, dou

(f)

Wt = Z(s,t)esx'r(d , st8)m(s 4 €) = 205 tyesyn S5y X Ve X (s , %) .

% est donc une représentation du monolde libre X° dans l'ensemhle des matrices

¥ x« ¥ & coefficients dans J- 1+ 1( .
Si m est le coefficient des matrices wx , py telle que :

(@) <lal, visi, 5<T
et

|G)y 5l <lul, T1s1, J<T,

i1 est immédiat que, pour toute matrice pf , on a :

| (ue), .| < mlfl'ﬁ2]f|_2 ’

LyJ

N
=

v1<i,

dtou

pour tout mot f dans X" .

La série de terme général (a , f) étant rationnelley soit N' le degré
représentation minimale qui lui est associée. Il est faCile de trouver deux

matrices M' et V , & coefficients entiers algébriques, dont deux d'ordre

telles que :
|(a, £)] <Tr o | £
dtou
[(a, )] x [8]/0p < Tr ol Tl aadEl gRlel-2
Si !Amlfi ﬁglfl

n, et un mot f0 tels que

l |
t(a, £) x (|Bfl/a%)n+l|.g o Vle’ " (Amnf\'ﬁQIfl—Z)n+l <1

de la

—2| < 1, pour tout mot f de Xx* , i1l existe alors un entier
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pour tout mot f dont la longueur est au moins égale i celle de fo .

Ceci termine la démonstration dans ce cas.

Lorsque |Amlfl ﬂerfl—2| > 1, on raisonne sur la série de terme général :

p 2|
(¢, £) x T 2l f|+2

-2| f]+2

car il est immédiat que la série de terme général N est rationnelle,

3. Btude du cas dét px =0 , dét wy #0 .
La série c¢ stécrit dans ce cas comme somme des deux séries :

x (¢ , £)F .

c=2 (e, ¥y +7
o F!

La série 2 __(c , y')y" est rationnelle [7].
n20

Examinons la série de terme général (c , f) pour tous les mots f qui ont au

moins une occurence de la lettre x .
Or

f
(¢, f) = %%—ﬁ—;% et Tr R uf = rf(a + d)

si la matrice uf s'éerit

De la méme maniére que précédemment, nous voyons que la série de terme général

r. est ratiomnelle et ne prend qu'un nombre fini de valeurs,

f
Si & est un mot de X¥ , alors :

TrRpgutP = (a+ a)fP =r .(a+ a)P.
gfP gf

Les déterminants de Hankel de la série de terme général (Tr R p.f)"l sont
presque tous nuls.
La série 2 (c , £)f est donc rationnelle comme produit de Hadamard de deux

X
[£]7>1
séries rationnelles, ce qui termine la démonstration dans tous les cas ou la repré-

sentation u est de degré 2.

Remarque. — Le cas ol la représentation u est de degré au moins égal & 3

nécessite deux hypothdses supplémenteires qui sont les suivantes

10 Pour tout mot f de XX* , la matrice est irréductible sur R .

He
2° La matrice wf est inversible.

Sous ces deux hypothdses nous avons le lemme suivant dont la démonstration est

essentiellement technique.
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LEMME 3. - Les fonctions symétriques des valeurs propres des matrices uf sont

des fonctions rationnelles.

Le probléme qui n'est pas encore résolu est le suivant :
b q 1Y

Si o, est la valeur propre réelle de la matrice wf , dont le module est su-
périeur strictement aux modules des autres valeurs propres, alors la série

Z%(af)f est-elle rationnelle ?

BIBLIOGRAPHIE

(1] CANTOR (D. G.). - On arithmetic properties of Taylor series of rational
functions, Pacific J. Math., t. 41, 1972, p. 329-334., ‘

[2] FLIBSS (M.). - Sur certaines femilles de séries formelles, Thése d'état,
Université Paris-7, 1972,

[3] GERARDIN (K.). - Quotient de Hadamard de séries rationnelles en variables non
commutatives, "Séries formelles en variables non commutatives et applica-
tions, Actes de la 5e Ecole de printemps d'informatique théorique [1977.
Vieux-Boucau ", p. 119~134, - Paris, Laboratoire d'Informatique théorique
et Programmation, Ecole Nationale Supérieure des techniques avancées, 1978.

[4] GERARDIN (K.). - Quotients d'Hadamard de séries rationnelles a plusieurs
variables non commutatives, Séminaire Delange-Pisot-Poitou : Théorie des
nombres, 17e amée, 1975/76, n° 5, 11 p.

[5] LAMECHE (K.) [GERARDIN (K.)]. - Extension d'un théordme de G. Polya a des
séries rationnelles & variables non commutatives. — Thodse 3e cycle, Univer-
sité de Paris, 1970,

[6] MAHLER (K.). - Bine arithmetische Eigenschaft der Taylor Koeffizienten
rationaler Funktionen, Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc., t. 63, 1972,
p. 50-60.

[7] PATHIAUX (M.). - Algdbre de Hadamard de fractions rationnelles, C. R. Acad.
Sce Paris, t. 267, 1968, Série A, p. 977-980.

[8] SCHUTZENBERGER (M.~P.). — On the definition of a family of automata, Inform.
and Control, t. 4, 1961, p. 245-270.

[9] SCHUTZENBERGER (#.-P.). — Finite counting automata, Inform, and Control, t. 5,
1962, po 91—107.

[10] UCHIYAMA (S.). — On a theorem of G. Polya, Proc. Japan Acad., t. 41, 1965,
po 517"‘520.




