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s
SUITES DE GROUPES DE RAMIFICATION 3UPERIEURS

par Frangois LAUBIE ( )

[Université Pierre et Marie Curie, Paris ]

Résumé. - On dit que deux extensions de corps locaux sont identiquement ramifiées
s'il existe un isomorphisme de leurs groupes de Galois qui respecte leurs filira-
tions de ramification. Dans cet exposé, on recherche les extensions galoisiennes
totalement ramifiées de corps locaux qui sont identiquement ramifiées & des
extensions de corps locaux & corps résiduels finis ; c'est le cas des extensions
galoisiennes finies totalement ramifiées, c'est aussi le cas de "beaucoup"
d'extensions abéliennes infinies totalement ramifiées.

Introduction., — On désigne par corps local un corps K complet pour une valuation
discrdte vy (qu'on normalise en posant VK(K%) = 7 ). Dans tout ce qui suit, les
corps locaux considérés sont de caractéristique résiduelle un nombre premier p .
Soit L wune extension galoisienne finie d'un corps local X , et soit G son

groupe de Galois ; pour tout o€ G, on pose
iL/K(O) = min[vL(Oa -a); ael, vL(a) 20} -1.

Les groupes Gi = {c € G; iL/K(c) > i} forment une suite décroissante de
sous—groupes distingués de G appelde suite des groupes de ramification de L/K .
Ces définitions peuvent s'étendre 3 certaines extensions L/K infinies (voir
le § 1). Rappelons encore que les extensions L/K totalement ramifides sont celles

pour lesquelles Gal(L/K)O = Gal(L/X) .

Pour étudier les suites de groupes de ramification supérieurs, c'est-a-dire les
suites de groupes de ramification d'extensions totalement ramifiées de corps
locaux L/K , on sait qu'il suffit de considérer le cas ou le corps résiduel K
est algébriquement clos ([11], IV, § 1) ou bien le cas ou K est quasi fini ([117,
XIII, § 2, et IV, § 1, ou [7], exercice 8).

Dans cet exposé, on se propose d'étudier le question suivante, posée par

J.~P. SERRE : Peut—-on aussi se ramener au cas ou le corps résiduel X est fini ?

(*) Texte regu le 26 février 1979.
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et d'y répondre dans deux cas particuliers : quand les extensions L/K sont abé-

liennes, et quand elles sont finies.

1. Extensions arithmétiquement profinies.

Rappelons d'abord le théoréme de structure des corps locaux. Si K est un corps
local, deux cas se présentent : ou bien car(K) = car(K) = p , alors K est iso-
morphe au corps de séries formelles XK((T)) , et T en est une uniformisante
(i. e. : VK(T) =1) ; oubien car(K) # car(X) , alors car(K) =0 , et K est
isomorphe & une extension valuée de Qp , plus précisément si K est parfait,

K s'identifie 3 une extension totalement ramifiée de degré ey = vK(p) du corps
des fractions de 1'anneau des vecteurs de Witt W(K) de ¥, et ey s'appelle

1t'indice de ramification absolu de K ; si car(K) = p , on pose e =+ @

Soit L une extension galoisienne finie d'un corps local K , et soit G son
. . u "'l z .
groupe de Galois. La fonction qi/K(u) = jO(GO.GX) dx est un homéomorphisme de
(0, + «( , notons WL/K sa bijection réciproque ; qi/K et WL/K stappellent
les fonctions de Herbrand de L/K . On définit la numérotation supérieure des

groupes de ramification de L/K en posant

v
G::G\'JL/K(V), VVE[O,+°°[.

Si H est un sous-groupe de G . on a Hu
distingué dans G, on a (G/E)Y =G’ H/H,

]
as]
D

G, » Vuz>0,etsi H est

v >0 (théortme de Herbrand).

-~

<t

Si maintenant L/K est une extension galoisienne infinie de groupe de Galois
G, ona G =‘é;m projK, Gal(K!/K) , ' parcourant les extensions galoisiennes
finies de K contenues dans L ., Le théoréme de Herbrand permet de définir e\

. . v
comme lim proj, Gal(K'/K)" , Vv >0,

Définition 1. - On dit que L/K est arithmétiquement profinie (en abrégé APF)

si, pour tout v >0 , (GO:GV) < + @ 3 on peut alors poser

-~
rv(ﬂO:GX)Fv

- op /e (V)
el = <! ;g = g O Gy =0 &

Propriétés. - Si H est un sous-groupe d'indice fini de G , on a Hu = Gu nH
Vu>0, et si H' est un sous-groupe distingué de G, on a (G/H')v = GV H'/mH
¥ v >0, les extensions correspondant &3 H et & G/H' étant APF, Mentionnons
encore le théortme de Hasse-Arf : si L/K est abélienne, ses sauts de ramifi-
cation supérieurs (i. e. les réels s tels que G £ G°F¢, ¥V ¢>0 ) sont

entiers (Pour en savoir plus sur les extensions APF, voir [3] et [14]).

Exemple 1. - Les extensions finies sont APF ; les extensions abéliennes et les

extensions totalement ramifides aussi pourvu que les corps résiduels soient finis.

Définition 2. - Deux extensions galoisiennes de corps locaux L/K et L/K!

sont dites identiquement ramifides s'il existe un isomorphisme & de Gal(L/K)
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sur Gal(L'/X') +tel que
3(6al(/K)Y) = ca1(Lt/k")Y , Vv >0
pour des extensions APF il revient au méme d'exiger
@(Gal(L/K)u) - Gal(L'/K')u , TueN;

un tel isomorphisme & s'appelle un isomorphisme de ramification.

Exemple 2. - Soient K' un corps local, K un sous-corps valué complet de K
qui contient une uniformisante de K' , et soit L wune extension galoisienne tota~
lement ramifide de K . 2lors les extensions L/K et K'/K sont linéairement
disjointes, et 1'isomorphisme naturel de Gal(K' L/K') sur Gal(L/K) est un

isomorphisme de ramification.

Dorénavant on ne parlera d'extensions L/K et L!'/K' identiquement ramifiées

que si car(X) = car(K') et car(X) = car(X') .

2. Le cas des extensions abéliennes.

THEOREME 1. - Les extensions abéliennes totalement ramifides de corps locaux qui

sont identiquement ramifides 3 une extension d'un corps local & corps résiduel

fini sont :

1° dans le cas d'inégale caractéristique avec p # 2 , les extensions abéliennes

totalement ramifiées et APF,

2° dans le cas d'égale caractéristique, les extensions abéliennes, totalerent

ramifides, APF, telles que supi(Gi_l:Gi) <+ 0.

Remarques.

1° En indgale caractéristique, les extensions APF possiédent la propriété

supi(Gi_l=Gi)<+-m mais pas nécessairement en égale caractéristique.

2° I1 est probable que le cas o p = 2 en inégale caractéristique se comporte
comme les autres, ce qui sera d'ailleurs démontré au § 3 pour les extensions finies

et les ge-extensions, entre autres.

Le théoreme 1 est une conséquence de la théorie du corps de classes pour les
corps locaux & corps résiduels algébriquement clos de J.-P. 3ERRE [ 12]. Utilisant
cette théorie, M. A. MARSHALL a caractérisé dans certains cas les filtrations de

ramification des extensions abéliennes [6].

4 N
THEOREME 2 (d'aprés M. A. MARSHALL [6]). - Soit K un corps local d'indice de

ramification absolu e .

(A) Soit L wune extension abélienne totalement ramifide APF de groupe de Galois
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(i G = Go s N6t = (1) 3 G/Gl est isomorphe & un sous-groupe du groupe des
9 n ’

racines de 1'unité contenues dans X .

(ii) pour n > 1, Gn/C—n+1 est un p-groupe fini de type (p s P geeey D) de
rang < [fafﬁl

(iii) pour n>1, (¢™MP ¢ Gf(n) , Ol (¢")P  désigne le groupe des puissan-

ces p-idmes des éléments de GO , et ou f(n) = min(np , N+ e)

(iv) si n#e/(p- 1), la puissance p-idme induit un isomorphisme p = de
Gn/Gn+l sur Gf(n)/Gf(n)+l EE; si n= e/(p - 1) , coker P, est cyclique

dlordre p ou 1.,

(B) Supposons que le groupe de Galois de 1la p-extension abélienne maximale de

K est un pro-p-groupe libre. Soit G un groupe abélien muni d'une filtration

(Gn)n>0 possédant les propriétés (i), (ii), (iii) et (iv). I1 existe alors une

extension L de K est un isomorphisme & de Gal(L/K) sur G tel que
8(Gal(L/K)") =¢®, ¥n3zo.

Remargues. - Notons AK(p) le groupe de Galois de la p-extension abélienne
maximale de K ; si ¥ est algébriquement clos, AK(p) est un pro-p-groupe libre;
si K est fini, AK(p) est pro-p-groupe libre si, et seulement si, K ne

contient pas de racines primitives p-idmes de 1'unité.

Le théorime 1 se déduit du théordme 2 directement dans le cas d'égale caracté-
ristique et, en passant par le lemme suivant, dans le cas d'inégale caractéris-

tique.

LEMME. - Soient 4 EE e deux entiers strictement positifs. §i_ P#F2 , 11

existe une extension finie de gp de degré d , d'indice de ramification e et

gui ne contient pas de racines primitives p-idmes de 1'unité.
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3, Le cas des extensions finies.

THﬁbRﬁME 3. - Toute extension galoisienne finie totalement ramifide d'un corps

local K est identiquement ramifiée & une extension d'un corps local & corps ré-

. . A
siduel fini, de méme indice de ramification absolu que K et contenant les mémes

racines de 1'unité d'ordre une puissance de p gque K .

Avant de donner les grandes lignes de la démonstration, revenons sur le procédé
d'extension du corps résiduel mentionné dans l'exemple 2 du § 1. Il permet de se
ramener & des corps résiduels algébriquement clos, quasi finis ou encore possédant
une base de transcendance séparante finie sur Ep . I1 permet gussi de ramener la

démonstration du théoréme 3 i celle du théoréme suivant.

/
THEOREME 3', - Une extension galoisienne finie totalement ramifiée L d'un corps

local K & corps résiduel algébriquement clos est identiquement ramifiée & une

extension d'un corps local K' de méme indice de ramification absolu gue X , et

dont le corps résiducl est une cldture algébrique de Ep . On peut en outre sup-

poser que K' = K et que le groupe des racines de 1'unité d'ordre une puissance

de p contenues dans K est contenu dans K!' .

Un lemme simple permet une derniére réduction du probléme.

LEMME. - Si le théortme 3' est vrai chaque fois que K est un corps local abso-

lument non ramifié, il est vrai pour tout corps local K d'inégale caractéris-

tigue.

L'idée principale de la démonstration du théordme est de spécialiser dans K!
les entiers de K qui sont des séries formelles 2 coefficients dans K si X
est d'égale caractéristique, ou des vecteurs de Witt & coordonnées dans K si K

est d'inégale caractéristique.

Soit donc L une extension galoisienne finie d'un corps local K avec X algé-

briguement clos ct ep =1 ou + =.

LEMME. - I1 existe une uniformisante de L , racine d'un polynSme

d'Eisenstein de K[X] dont les coefficients sont des polyndmes en T si

K = K((T)) , ou des vecteurs de Witt de longueur finie si K est d'inégale

caractéristique.

C'est une conséquence du lemme de Krasner ([1], ch. 2, § 7)

Soient 8y s ece 8 | € K

les coefficients du polynéme irréductibie P(X) de T sur K , et appelons A
la famille finie d'éléments de X constitude par les coordonndes dans ¥ de tous

les a; (0 £ign-1) . Notons EP la fermeture algébrique de F, dans K,
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K!' 1le sous-corps local de K de corps résiduel Ep » Up 1'anneau des entiers

de K et ©O celui de K!' . On s

K!?
K! =Ep((T)) si K = K((T))

et

®K'

= w(gp) si Op = W(®) .
I1 existe un homomorphisme d'algtbres ¢ de [A] sur Ep tel que ola) #0 ,
Vaeld, a#0, et tel que sa restriction a soit 1l'identité ([ 2 ], ch. 5,

§ 3, cor. 3 du th. 1),

»&"ljl’é"dz

L'homomorphisme ¢ se prolonge en une place de K & valeurs sur EP {=}

([2], ch. 6, § 2, prop. 3). Soit & son anneau de valuation.
L'application
a[{7] - £ [[27]

2o 1t 3 i
ici T m(ai)T

ou 1l'application
WA —s W(F

(Q’O 9000 Oln ,oo-) ""_") ((p(%) ge0 ey, (.P(an) ,oao)
se prolonge en une place { de K & valeurs sur K! {=} .

Désignons par P¢ le polynbme de X'[X] déduit de P en transformant chacun
de ses coefficients a; par @ ; comme P(X) R P¢(X) est un polynbme
d'Eisenstein car on a

V"K,[ag(ai)] = VK(ai) , i=0,1, oo ,n=1;
de plus, comme P(X) , P¢(X) est galoisien ([4], ch. 1, th. 2). Soit ™' une
racine de P"lrf dans une clfture algébrique de XK' , et posons L! = K‘(ﬂ') . La
place § se prolonge de mani®re unique en une place de L & valeurs sur
L' u {«} telle que g(m) = m ; clest une conséquence de rdésultats bien connus
de la théorie des valuations ([2], ch. 6, § 8). Pour tout o € G et tout x e L ,
on pose cw[w(x)] = ¢(ox) ; on déduit aisément de ce qui précdde que O =3 oV

est un isomorphisme & de G sur G' = Gal(L!'/X') .
Remarquons maintenant que
VL(QL/K) - inflSign(vL(iai) +i-1)= vL,(tDL,/K,) ,
ol QL/K (resp. @L‘/K‘) désigne la différente de L/K (resp. de L'/K!)
(voir [8]). De plus,
v, @) = ZceG\l(iL/K<0) t1) .

De ce fait, si pour chaque extension intermédiaire E entre K et L telle

que Gal(L/E) ost cyclique, l'extension E entre K! et L! correspondant par



8-07

$ , est telle que VL'(QL'/E') = vL(QL/E) , alors les extensions L/K et L!'/K!
sont identiquement ramifiées. Comme 1'a remarqué J.-P. SERRE, 1l'argument est le
suivant : Soit aL/K (resp. aL'/K’) le caractére de la représentation d'Artin
de G (resp. de G') ([13], ch. 19) ; les hypotheses VL(®L/E) = VL'(QL’/E')

et VL(QL/K) = VL‘(QL‘/K‘) entratnent que

—_ < 1
z:ceGal(L/E) aL/K(G) = z:ofesal(L'/E*) aL'/K’(g ) .
Ceci étant vrai pour tout sous-groupe cyclique Gal(L/E) (resp. Gal(L‘/E')) de
G (resp. de G!') , on en déduit que
¥y _
aL‘/K'(c ) = aL/K(c) , Voega
clest-a~-dire :
iL,/K,(cW) =ippl0) , toec ([13], ch. 13, th. 301) .

Pour conclure, il suffit de construire la place ¢§ non pas seulement en fonction
du polyn®me P mais aussi en fonction de tous les polynbmes définissant les

extensions cycliques L/E avec E= K , sur le moddle qu'on vient d'exposer.

Enfin, pour ce qui est du point du théoréme 3' concernant les racines de

1'unité clest une conséquence facile du procédé de construction de L/KY .

Le résultat suivant est un corollaire du théoreme 3 ; il apporte du nouveau

dans le cas p =2 .

THEOREME 4. ~ Soit K wun corps local d'inégale caractéristique, et soit L

une gp—extension totalement ramifide de K . Il existe une extension finie X!?

de Q? d'indice de ramificabion ey et une gp—extension L' de X' identi-

quement ramifide & L/K .

B. F. WYMAN a montré deans [15] 1l'existence d'un entier ¢ > 1 possédant la
propriété : les sauts de ramification supérieurs vs (j = 1) de toute Zp—
extension totalement ramifiée de tout corps local d'indice de ramification absolu
eg sont tels que v, =v_ + (; - c)eK dés que Jj = c . La démonstration du

J
.
a

théoréme 4 consiste & exhiber, & 1'aide du théoréme 3, une extension K!' de Q?
d'indice de ramification e et une extension cyclique totalement ramifiée de X!
contenue dans une gp-extension L' de X' et dont les sauts de ramifications
supérieurs sont les premiers sauts e ramification supérieurs de L/K « Il en
résulte que L/K et L!'/K! sont identiquement ramifides. Le seul probldme est
de chercher dans quels cas une extension cyclique totalement ramifiée d'un corps
local K est contenue dans une gp—extension, et on montre par la théorie du
corps de classe local que cela ne dépend que des racines de 1l'unité d'ordre une
puissance de p contenue dans K ; donc 1la encore le théordme 3 permet de

conclure,

\

On peut généraliser le théoréme 4 & des extensions dont le groupe de Galois est

le produit direct d'un groupe fini par Ep , cela grice 3 un lemme de SEN ([9],
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§ 2, lemme 1) qui prouve que la ramification de telles extensions est en fait

déterminée par 1l'une de ses sous-extension finie.

Avec le méme procédé, et en utilisant les résultats de SEN sur la ramification
dans les groupes de Lie p-adiques [lO], il semble raisonnable de conjecturer que
le théoréme 3 se généralise 3 des extensions totalement ramifiées dont les groupes

de Galois sont de tels groupes.

Notons enfin que la théorie de FONTAINE et WINTENBERGER [147] ainsi que les
théorémes 1 et 4 précédents permettent de ramener au cas ou le corps résiduel est
fini 1'étude de la ramification dans certains groupes infinis d'automorphismes d'un

corps de séries formelles.
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