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7 d
FAMILLES FERVEES DE n-UPLES DE NOMBRES ALGEBRIQUES

par Martine PATHIAUX ()
(Univ. P. et M. Curie]

On se propose de généraliser l%ensemble S des nombres de Pisot. Charles PISOT
1'a lui-méme généralisé dans une premidre direction, en considérant le cas ou le

nombre algébrique n'est plus entier, et a introduit les ensembles Sq [4].

Définition. - Soit q € E% ’ Sq est l'ensemble des nombres algébriques 6 de
module > 1 aux quels on peut associer deux polynémes A(z) et Q(z) de Z z]

vérifiant les propriétés suivantes :
1o Q(O) =q

20 %— est le seul zéro de Q(z) dans |z|] <1,

30 A(‘é‘)#oa
40 1%%—2%1« si o =1,

50 [a(0)] = [a(0)] .

Les ensembles Sq sont fermés. De plus, Sl =S , et dans ce cas la condition 5°

est inutile, car automatiquement réalisée.

Une autre maniére de généraliser cet ensemble S est de considérer des n-uples

(61 y 62 g ses Gn) constitués de nombres algébriques.

Définition. - Soit n €N , ¥ désigne 1'ensemble des n-uples (8,,6,,4..,6 )
ou ei gy pour i =1, 2, .e. , n, est un nombre algébrique de module strictement
supérieur & 1 , dont tous les conjugués, autres que Gj pour j #i , sont de

module strictement inférieur a 1 .

Deux éléments de ¥ sont égaux, s'ils sont égaux dans leur ensemble. On définit

sur ¥ une topologie naturelle de sorte que si t. = (eﬁJ) y see SiJ)) est une
suite d'éléments de = , alors 1iqum tj = (GT y see o Gz) si, et seulement si,
on peut ranger les éléments de t. de sorte que
. (3) _ o* ;
llqum ei = ei pour 1 =1, 2 4, eee 4 N &

Remarque, — CANTOR [2] a étudié la sous—famille de ¥~ constituée d'éléments ol
las ei sont entiers algébriques sans toutefois prouver que cette sous-famille

est fermée. Le seul résultat posiiif est d & KELLY [3], qui a démontré que la

(*) Texte recu le 21 mai 1979
Martine PATHIAUX, 187 boulevard Bineau, 92200 NEUILLY
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sous-famille de T2 , constitude d*éléments (8 92) , ou, ©, et O, sont

17 2

complexes conjugués, entiers algébriques, est fermée.

De fagon plus précise, on essaye de déterminer des familles de sous—ensembles de
o qui soient fermées, et telles que leur réunion soit " . Ces familles vont
8tre déterminées 3 1'aide de conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un poly-

néme, sans zéro sur |z| = 1, ait n zéros dans |z| <1 .

VAR
THEOREME 1. - Soit Q(z) wun polynfme & coefficients ratiomnels, n'ayant pas de

zéro sur |z| = 1 , vérifiant Q(0) # O ; une condition nécessaire et suffisante

pour que Q(z) ait n zéros dans |z| <1 est qu'il existe 3 polynSmes F, ,

Py Fé de Qz] vérifiant

(1) alz) F5(z) = 2" F (2) + F,(a) ,

(i1) Fl(z) et FB(Z) sans zéros dans |z| <1,
(113) |7,(2)] < la(z) B5(2)[ si [2] = 1.

Démonstration dans le cas ou n =1,

La condition suffisante est évidente d'apres ROUCHE.

Démontrons la condition nécessaire : posons Q(z) = (z - %JD(z) avec 6 €R,
D(z) €R[z] et |6] >1, D(z) a tous ses zéros dans |z| > 1.

Supposons par exemple 6 >0 . Q(z) s'éerit alors

Q(z) = %{z - 1) d(z) + z(1 —-%) D(z) .

g 1 3 1 ¥ ¥*
Posons Fy =1, T, = sz - 1) p(z) , F| = (1 - 5) p(2) ; alors Fyo By

%
Fl , ont toutes les propriétés requises sauf une, celle d'appartenir & Qz] . En

¥*

effet, (i) et (ii) sont réalisées,

De plus,

|

sz - 1) sgle -zl =F1-02) = [a-g s [2]=1.

0
Donc
la(z)| > |F§(Z)I si |z| =1.

Approchons alors les coefficients de D et 6 par des rationnels & € prés.

D(z)

Il

D(z) + R (2) avec D (2) e dz], [RU2)]<e,
8 = a, + bE avec a €Q, ’b€| < e,
alors
a(z) = z(1 _.é;) DE(Z) + F2,e(z) avec F2’€(z) eqz] .

€

Posons F, = (1 —-é;QDs(z) . Alors, lorsque € —0 , F _ tend vers Ff , et
? > ’

F vers F* uniformément sur lz| = 1.

2,E 2
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Le théordme de Rouché implique que, si e est suffisamment petit, F, n'a pas
y
de zéro dans |z| <1 .
De plus,
IFZ’E[ <la(z)] si |z] =1
si € est petit puisque
|75l < la(2)] =i lz| =1.
Donc si ¢ est petit, FB,E =1, Fz,e y Fl,e répondent & la question.

La démonstration dans le cas général consiste 2 montrer que la propriété est

vraie dans R , et on approche ensuite une solution trouvée par des rationnels.

Notation. - Soit f(z) wune fonction méromorphe dans |z| < 1 , holomorphe en
z =0, avec £(z) = Uy + Uy Z 4 ees aU voisinage de z =0 , ou les Uy sont

réels., On note

Uy 0 0 wese 01 0 O +ee O
1 0 eeoe
vy Uy 0 0 0 0
6. = escse e
l(f) WU W o eee U O 0 1
1 O 0 O uo ul TERX] ui
0 1 0 0 0 uo R ui_l
ece0e8ecvecscssosssscnsesescsvecse s
0 0 0 1 O O seccee uO

et

O O ......O 1 O ....0 O
u O e coe O 0 l eose O O

0

ul 110 escaece O O O ese e 0 O

‘..'..D.Il.....l.'.lé......;“..é..' 1 O
dn,r(f) = Uy Upg et T OO e 4,0(0) = u, u

0 O e eec e O u-oul e ur un O 1

1 O sesese O O Ug see U, W

O 0 oo 0000 1 o O L LN uo u

N=-r

THEOREME 2. - Soit (0, , 8, , +es , 0 ) un élément de T", alors il existe
deux polyndmes A(z) et Q(z) de Z[z] tels que

(1) q(o0) #0,

(i1) gL-, éL-, cee o éL- sont les seuls zéros de Q(z) dams |z]| <1
1 2 n

(i11) A(de) #0 pour 1 =1, 2, cee,n,
i
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(iv) l%é§%4 <1 si 2] =

(v) é 2) =uy + U Z+ ... avec b C—) 20 pour i=0, 1, s yn=1.

Démonstration. — Soit P(z) 1le polynéme de degré minimal, primitif, & coeffi-

cient dans 2 , dont 8, , 6, , «eo , O soient racines et P(z) son polynéme
réciproque. Alors P(z) a exactement n racines dans |z| < 1 et aucune racine
dans |z| = 1 . Le théordme 1 implique qu'il existe 3 polynémes Fl ’ F2 ’ F3
de 2Z[z] tels que

P(z) FB(Z) =z" Fl(z) + Fz(z) avec F, et F3 sans zéro dans |z| <1

et
| B(2) F3(Z) > ]Fz(z)l si |z| =

Prenons Q(z) = P(z) FB(Z) et A(z) = F (2z) , alors les propriétés (1), (1),
(1i1) et (iv) sont vérifides. De plus
Alz) FZ(Zs

Qlz) = Fl(z) + Fz(z)

n
14+ U Z 4+ eee
n

Donc

o (8) = 8,(8) = wee = 8,4 (3) =0

et (v) est vérifide.

*
Définition. - Seit q €N et nel , Sy est l'ensemble des léments
(61 y By s eee an) de £ aux quels on peut associer deux polynémes A(z) et

Q(z) de Zz] vérifiant :

(1) () =aqa,
(ii) ?}" E%; y eee gL- sont les seuls zéros de Q(z) dans |z| <1
1 n

[
Il
P

(iii) A(l/e ) # 0 pour

o) B e w ol -1

y 2 5 eee 4 N,

Qlz
(v) @-é-é-}=uo+ulz+... avec 61(%) 20 pour i=0, 1 ,eee, n =1,
R 1 1
emarque. - Sl =8 , Sq = Sq .

THEORRME 3. — U S
3 qu* 1

~

Il

Cette propriété résulte immédiatement du théoreme 2.

LEMME, - Soit f(z) wune fraction rationnelle, sans péle & 1'origine, avec

f(z) = Uy + Uy Z + ... au voisinage de 0, wu; 1réels, vérifiant :
(1) |£(2)] <1 si |z] =1,

(11) 8,(£) 20 pour i =0, «e0 ym=1.
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Soit T =min(n -1, inf i tel que 8 =0) , 8L d . #0 , alors f(z) a au
201% el que 51 4y alors a au

moins n pdles dans |z| <1, et si f(z) a exactement n pbles, alors d, r%O.
- ’

THﬁbRﬁME 4o = SZ est fermé.

Démonstration. - Soit &, = (eii) y coe s Gil)) une suite d'éléments de S-
tels que
limlqm gl) = 9? pour j=1, eee , n avec ]Gjl* >1.

A chaque élément tj on associe une fraction rationnelle AJ./Qj qui sert a le
définir. Les fractions rationnelles appartiennent alors & la famille S(q , N, 8) ,
définie par Charles PISOT [4], qui est compacte. Donc une sous-suite (notée de
facon identique) converge vers A%/Q* uniformément sur tout compact de Izl <1,

et dont les p8les sont pris parmi les 1/6: et A/ e S(q,n, 8) .

I1 suffit simplement alors de démontrer que A*/ Q* a effectivement n pbles

dans |z <1 .

Cela résulte du lemme précédent et du fait que qs+l u; o € Z . Donc il existe
?
iO tel que, pour i 2>1i,, 0<sgn-1,
A, #*
¥ o si —E-— + u zZ + Ao +u¥ oz
'Lls-—— i,s Q‘l-—-— 1’1 see Q*—-uo 1 see
au voisinage de z =0 .

7 N\
THEOREME 5. - 81 (0, , 6, , .o0 , 6) € SZ est point limite de SZ , alors
lo| #1 .

n

Remarque. — On peut essayer de préciser les "plus petits" éléments de S,

clest-&-dire de déterminer, par exemple, 1nf(e 92,...,6 )esn Tﬂe | , et pour

quels n-uples ce minimum est atteint.

7N
THEOREME 6, - 1nf(e 62,...,6 Jesh = 90 y OU GO est le plus petit éleément de

l'ensemble S , c'est—a-dire la Paciie > 1 du olynbme 23 -2z -1,

Cette propriété découle de résultats de SMYTH [5] et AMARA. De plus, ce minimum
est atteint pour le n-uple (g 90 ’ §2 558‘, coe §n’VGO) ou £ est une racine

primitive n-iéme de 1l'unité.

On obtient une autre classification de 1l'ensemble ¥~ en sous—-familles fermées,
généralisant les sous—ensembles introduits par Marie-José BERTIN [l], en utilisant

le résultat suivant :

rd N .
THEOREME 7. — Soit F(z) un polynéme de QLZ] , n'ayant pas de zéro dans Izl:l,
vérifiant Q(0) # O . Une condition nécessaire et suffisante pour que F(z) ait =n

10 Py Ty de z] véri-

zéros dans |z| < 1 est qu'il existe 3 polynémes F
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fiant les propriétés suivantes :
(i) FB(Z) ¥(z) = 2 Fl(z) + Fg(z) ,
(ii) Fl(z) et FB(Z) n'ont pas de zéro dans |z| <1

(111) [P (2)| > [P (2)] si 2l =

Démonstration (avec n =1 )e — La condition suffisante est évidente d'apres

ROUCHE.

Démontrons la condition ndécessaire : F(z) st'écrit alors
F(z) = (z - %QD(Z) avec 65 e R, D(z) e Rz], le] >1,
D(z) n'a pas de zéro dans |z| <1

Soit F(z) = zD(z) —-% D(z) . Posons

3¢ 3 1 3t
Fi = b(z) , Fo= -5 D(z) , Fy=1.
Alors, F* ¥ F*¥ ont toutes les propriétés requises sauf une, celle d'ap—

1°? 2! 3
partenir a g[z] . De facon identique au théoréme 1, on approche 6 et les coef-

ficients de D , par des rationnels pour obtenir le résultat cherché.

COROLLAIRE. - Soit (8, , 6, ,
deux polyndmes A(z) et Q(z) de Z[z] vérifiant :

(1) a(o) #0,

(i1) A%E% holomorphe dans |z| < 1
(111) 14—;1 <iosi o =1

(iv) A~ ,-55 g see é; sont les seuls zéros de l'équation z" Q(z) - A(z) =
n
dans |z 1 <1.

cee y 8) un élément de s, alors il existe

(Démonstration analogue & celle du théoréme 2.)

Définition. - Soit 0 <h <1l et q € g% - {1}, Zg n est l'ensemble des é1lé-
’

ments (Gl y 92 s ese en) de T aux quels on peut associer deux polyndmes de
Z[z] vérifiant :

(1) 40) #0,
(i1) é%ﬁ% holomorphe dans |z]| <1
(1i1) I—%—TI <1 si |zl =1,

(iv)

lz] <1,
(v) Qo) =

On peut alors facilement démontrer le théordme suivant.

1 cee 5— sont les seuls zéros du polyndme z" Q(z) - A(z) dans
n
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THEOREME 8. - U N o=
qel -{1},0<h<t 17

V4 N\
THEOREME 9., — 22 , est ferms.
;o &8t ferme
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