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(Théorie des nonbres)
20e année, 1978/79, n° 3, 6 p. 23 octobre 1978

SUR LES ELRMENTS DE S n (1, 2(
par Faouzia LAzZMI ()

Résumée - Connaissant les éléments de S' n (1 , 2( , nous allons montrer qu'il
est possible de déterminer les éléments de S n (1 , 2 = \( , pour tout réel ) de
)0, 1( « Plus précisément, nous montrerons que tous les éléments (3 1'exception
peut—-&tre d'un nombre fini d'entre eux) de S n (1 y 2 = A( sont zéros d'un polynSme
du type 4L & zU P , ou L/P est associde & un &lément de S' n (1, 2( .

Introduction. - Soient S 1'ensenble des nombres de Pisot et )\ un réel

de )0, 1( + 81 38" est 1l'ensemble dérivé de S, et Q est le polynSme réci-
proque du polynSme minimal associé 2 un élément ¢ de S' (Q(0) = 1) , on sait
qu'il existe L € 2[z] vérifiant

|a(z)] < |Q(z)| sur |z] =1,
avec 1'égalité en un nombre fini de points.

Nous dirons que 4/Q est associde & ¢ .

Dans [1], les éléments de S' o (1 , 2) , ainsi que les fractions A4/Q qui leur
sont associées, ont été déterminés.

Définitions = Si 4/Q est associde & un ¢ € S' , et si

P(z2) = ¢ 2° o) , B(2) =o' 2" 4

(s=dQ, h=d"4, |e| =]e'| =1 choisis tels que P(0) et B(0)
positifs).

On définit le polyntme D par

s=h

2% D(z) = PQ = ¢! 257 LB , avec D(0) # O &

Nous aurons besoin de certaines propriétés des polyndmes D associés aux éléments
de S' nl(1, 2(.

Remargue. - Si 1./Q est associde A un 6 € S' n [1 , 2( , alors on a

- D(O):l;
. L n
- 8i %#—Ez (1—2)(1‘1*’2) , alors D a tous ses zéros sur |z| =1 ;
. Sn 1 =224+ 2 (1 = 2)
- Si %:-Q—:—l, alors Dn(z) =(1 -2z+2M)0 -t +2) .
1

1. Quelques propriétés des polynBmes D e

Soient @ les zéros de Dn s alors on a la proposition suivantee.
n

(*) Texte regu le 24 janvier 1979.
Mme Faouzia LLZLMI, 270 rue Saint Jacques, 75005 PLRIS.
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I>1 lo; | 5 alors p <2
i n

n
La démonstration compléte de ce résultat est due & D. BOYD [2].

PROPOSITION 1. - Pour tout n 32, soit p = ﬂ|a

Définition. - Nous dirons que U e 2Z[z] vérifie la propriété (P) s'il existe
Vezz], VA0, tel que

V(z)| < |U(z)| sur |z] =1,

avec 1'égalité en un nombre fini de points.

PROPOSITION 2. - Si D vérifie la propriété (P), alors le polyntme E  asso-

cié est tel que d° En >2n - 2 et réalise une des égalités suivantes :

f(l - zn-l)(l + z29U(z) sy 51 n=2p
En(z) = 2

(1 - Zn--1) (1 + 29

T U(z) , si n=12p + 1

(1 - zn"'l)2 (1 + zn)2 K(z) , si n=2p

S (z) = ’
n n-1\2 1 + z°\2 :
;(1"2 ) (.——1+z) K(Z),ﬂ n=2p+1
k — 2 t zn-h : = - [o) ~ r
avec z Sn(z) =Dl -¢' z EE, h=4dE et E 1le réciprogue de E .

La démonstration de cette proposition découle du fait que, si oy sont les zéros
de 1 -2"1 et By ceux de 1+ 2", et ai
ne
lEn(Z)ISll‘Z*’ZI sur |z| =1,
alors on a

IEn(ai)) <1 et ]En(si)l <1,

et par suite

-1 0 0
o e = o ot T 12,61 = fon
On montre ensuite que, si a; est zéro de E , il en est de méme pour tous les

0
oy et les 53. .

Pour une démonstration compldte, voir [6].

LEMME. - Sodent U e z[z] et U son polyndme réciproque. Supposons que E(O) =1

ot que « = ﬂla |51 los| <2, ol les «; sont les zéros de U + Alors, il n'exis-
te pas de polynBmes V ezlz], VAO, tel que d®V>do U et

V()| < V@) s |o =1,

avec 1'égalité en un nombre fini de points (Propriété (i)).

Démonstration. - Supposons 1l'existence de V vérifiant (1) et tel que d° V>de U
On a
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012 = Is,] + V% sur |z =1,

ou
Sl(z) -V - e, €] 2%y
et
0% = afvI® |s,] + [0]% = 2]7)%0% = [sy] + [£,]°% (sur |2 =1)
avec L, =2V —¢ ¢l 2 “UU et S, = ar? S, « Nous avons 4,(0) =2, S,(0)=4

et d° L, >4d° U” .« Par récurrence, on montre que

W% = s, L )? e fe =1,

2P

avec Sp(O) =25 ~-2= A2(O) .

2U2p

Jensen et de la convexité de la fonction exponentielle, nous avons 1l'inégalité

Considérons f = S p/U et f' =4 « Comme conséquences de 1'identité de

suivante
2
|s_(0) | LE(0)
15 jo o P p,2 ,
2P P 2P P
o o

-1

ou Pp et pr')—l sont respectivement le produit des zéros de Sp et ['.p inté-

rieurs au disque unité.

Par la suite, nous aurons

- - P
a2P222P2+22P2=22 L oyps2,

et cette inégalité est absurde pour p assez grand.

V4 \
THEOREME. - Si D est associé & un élément ¢ € 8" n 1, 2( , alors D ne
vérifie pas la propriété (P).

Le résultat est immédiat si D # D ,si D=D , compte tenu de ce qui précede,

on montre que D~ ne vérifie pas la propriété (P) (pour tout n > 2 ). Voir [6].

2. Définition et propriétés des familles 03}\ .

~—~—~

Définitions - Pour 0 <) <1, @}\ est 1'ensemble des polynfmes U € Z[z] tels
que

- U(O):l;

- U n'a qu'un seul zéro -é— dans lzl\<1,e‘t l<pg2=2\o

THEOREME. - De toute suite infinie d'éléments de @;\ » on peut extraire une sous-

suite qui converge uniformément dans tout compact de |z| <% vers une fraction

rationnelle.

Pour la démonstration de ce théoréme, nous aurions besoin d’étudier certaines

familles de fractions rationnelles.
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Notationse — Si Q est une suite infinie d'éléments de ® , soit P le

\Y A\
polynfme récirpoque de Qv . Nous savons, alors, que (Pv/ Qv) - (/Q) , &/Q est
associde & un &lément de S' n (1, 2(. D'autre part,

P K
v _L . aG) v
g ~q*” W\ !
\YJ v

avec )\(\)) -——>ca quand \)—;m.

Soit H 1le polynSme réciproque de K\) .
v
zk Hv = PQ‘\) - ce! zs-h BP , et on a alors le résultat suivante.
\Y
PROPOSITION. = La famille K /H est une famille compacte de fractions rationnel-
—_— v v
les. De plus, peur v > vy (K /H ) = (K/H) de rang fini.
v Vv

Dé trati o - H = = e D i H =0 + G 2 sse
émenstration lKv/ V] 1 sur |z| =1 e plus, si v(z) ot Gy 2t ,
et si o’ sont les zéros de H situés dans 0 < |z| g1 , pour 1 gjgr, en

v

appliquant 1l!identité de Jensen, on a

21 .
1 [ t
—%JO Log ‘H\)(e; )| dt. = Log ‘Cz))l ""Z§:1 Log IOZS"
or IHV(elt)l < QEPQ\)(elt)‘ , dlou Leg [G‘(’)l - 2137:1 Log ‘o:?].)l < 4log 2 ce qui
denne

10 n]%ﬂ[ >-l—16- (done les zéros de H = dans |z| <1 sont dans une couronne
fixe).

20 IG(\;[ < 16. On peut donc supposer que 0‘6 = q , en fait on peut montrer que
lH 0)] =1 .
v

Donec K\)/H est une famille cempacte, et par suite
\Y

K K
.ﬁ_\’.-—yﬁ avec |H(0}| =1 .
v
Montrons que |K| = |H| sur |z| =1 .
K H
_IE\.’.——_.\.)__.\L__..)E_E
Q ~H Q HQ ®
\Y) v Vv
Comme |H{O)| =1 et que Q n'a qu'un seul zéro dens |z| <1 , nécessairement
on a soit H diwise D , soit tous les zéres de H sont sur [z| =1 . 81 H

divise D et % de rang infini, on aurait D vérifie la propriété (P), ce qui
est fauxe. |

Donc en a soit %—:5 aveec § + 1 , selt

n-1 n

l—z+zn
)
fl-—z + 2

ou

\ N1 n
1 -3 + 2
6 n

l =2 + 2

X_
7=
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Démonstration du théoréme. — De 1'égalité (Kv/Hv) = (K/H) , on tire

A =K+S=h
W Q =@H+zV ce! BK
v Vv

A =k ’
W P =iH+2"Y PK
\Y] Vv

avec wv un diviseur de D . On peut donc supposer que wv = W « Par suite, si
v o3, Q\) —3 (QH/W) , ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Comme corollaire du théoréme, nous allons avoir les polynSmes minimeux assoeiés
aux éléments de S n (1, 2-2) s Pour ¢ €S n({l, 2=2), soit U le polynS-
me ninimal de o »

s N
THEOREME. - Les éléments @ e Sn (1 , 2 = A) , sauf peut-étre un nombre fini

d'entre eux, sont tels que

U__A+ 5th
- W ?

t est un entier positif, 4/Q une fraction rationnelle asseciée & un élément

ou
de ' n(1,2(, s=+1 et W undiviseur du polynme D associéd 4/Q .

Démonstration. - De tout sous—ensemble infini de S n [l g 2 = )J , On peut extrai-

re une suite o telle que
v -k
A
_[H+zV PK

Uv T .

si (&#/Q) # (Ar/Qn) , alors %: s et on a

A =k
» v
L + 82 P
U\) = T .
Si (4/Q) = (AI/Qn) alors
/ l -2+ 3
\6 n-l1 n
1 =z + 3
K ou n—l n
¥ —<‘6 1 -3 + 2 .
l -2z 4+ 2
ou
)
Dans le ler cas, nous aurons alors
A =k
(1) U __Is(l—znl+zn)+5zv P(l-—z+zn)
v W

Compte temu d'un résultat bien conmu, & savoir que les polynfmes 1 - z + 2"
divisés par leurs facteurs cyclotomiques sont irréductibles, on aura W =1 ou

érentuellement W =1 =z + z° (si n=2 md 6 ).

En appliquant le théoréme de Rouché au polyndme réciproque du numérateur du second

membre de (ii), on montre que ce second membre admet "beaucoup" de zéros dans
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|z] >1 et ne peut donc pas définir un élément de S .

Le 2¢ ces se traite de la r€me fagon. Par suite, nous aurons dans tous les

cas 3
A =k
L+gzV P
w L ]

K —

T l=¢§ et Uv =

Pour finir, remarquons que, réciproquement, pour tout A4/Q associée & un élémend
de Sn(1 ’ 2[, en peut déterminer les conditions sur § et p pour que

Q+ g2"

permet d'avoir la liste des polynBmes (& 1'exception peut-8tre d'un nombre fini

B admette un seul zéro -é dans |z| <1 et tel que 1 <ao<2, e qui

d'entre eux) admettant cemme seul zéro dans |z| >1 un élément de S n (1, 2 =2}
pour tout 0 <A <1 o
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