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CORRÉLATION DE SUITES ARITHMÉTIQUES

par Jean COQUET (*)
[Université de Valenciennes]

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
20e année, 1978/79, n° 15, 12 p. 29 janvier 1979

I. Introduction

1.1. Mesure spectrale.

§ désigne la famille introduite par WIENER [30 ]y formée des suites 
de nombres complexes possédant la propriété suivante :

? teN, y(t) = + t) W existe.

Lorsque , la suite y est appelée la corrélation de g. Il est naturel

de prolonger y à Z en posant y(- t) = y(t) .Ce prolongement étant une fonc-
tion définie positive de Z dans le théorème de Bochner-Herglotz [29] dit que
y est transformée de Fourier d’une mesure borélienne positive ~ sur le tore

T = R/Z:

~ est appelée mesure spectrale de g .

1.2. Décomposition de  et com ortement harmoni ue de g .

~ se décompose’ y de manière unique, en somme de 3 termes

est atomique, ac absolument continue et S singulière.

Deux cas sont particulièrement intéressants.

1°  est diffuse ( a = 0) : J.-P. BERTRANDIAS démontre [2] que

g est alors dite pseudo-aléatoire.

Ceci implique que le spectre de Fourier-Bohr de g est vide, autrement dit,

La réciproque est fausse (g(n) = 

Si, g es t dite pseudo-aléatoire au sens de BASS [lJ.

( ) Texte reçu en novembre 1979.
Jean COQUET, Département de Mathématiques, Université de Valenciennes , p 59326



2°  est atomique (  = a) ; J.-P. BERTRANDIAS démontre [2] que cette proprié-
té de  est équivalente > 0 ,  E~ ~ N , relativement dense ( 1 tel que :

g est dite moyenne-presque-périodique. Notons que les suites presque-périodiques-

Bi sont moyenne-presque-périodiques, la réciproque étant fausse (g(n) = e(n)) .

I.3. Les suites étudiées.

Différents types de suites arithmétiques sont étudiées ici : les suites q-

multiplicatives, les suites multiplicatives ainsi que d’autres suites au paragra-
phe IV. Rappelons quelques définitions [l2].

Soit q ~ 2 un entier naturel. Tout entier naturel n se développe de manière

unique en base q.

Une suite g : est dite q-multiplicative si g(0) = 1 et

Une suite C est dite q-additive si f~Q~ _ 0 et

En particulier, la somme des chiffres en base q (s(n~ _ ~ rr~ a r (n~) est q-

additive.

II. Les suites q-multiplicatives

Ces suites ont donné lieu à de nombreuses études (BESINEAU, DELANGE, GEL’FOND,
KAKUTANI, KAMAE, MAHLER, MENDES FRANCE, ...).

On peut retenir en particulier concernant la somme des chiffres :

1° Dans sa thèse, MENDES FRANCE démontre que la suite de terme général e(s(n)/q),
q-multiplicative, est pseudo-aléatoire au sens de BERTRANDIAS, mais pas au sens de
BASS [22].

, .

2° Reprenant la technique de PENDES FRANCE, BESINEAU [3] démontre que la suite
est pseudo-aléatoire si, et seulement si, a( - 1 Z , Ce résultat lui

permet de résoudre un problème de GELtFOND C 13~ concernant la densité asymptotique
de ~n E N ; 1 s (n~ _ a 1 b 1 et s 2 (n~ - a 2 mod b ~ , 2 s 1 et s 2 désignant
les sommes des chiffres dans deux bases différentes q et q ,

(~) La distance de deux points consécutifs de E 
e 

est majorée.



11.1. 

/ ~

Prolongeant les travaux de BESINEAU et MENDES FRANCE, j’ai obtenu [5] le théorème

suivant.

/~ B

THEOREME 1. - Soit g une suite q-multiplicative de module 1 , soit f une

q-additive réelle telle que : ~ n ~ N , g(n) = e(f(n)) .

Les quatre assertions suivantes sont équivalentes :
(A) g est à spectre vide,

(~) ~ est pseudo-aléatoire,

(A~) Pour tout a réel, ~ + ~,

~’) 

On sait que (B) ==~ (A). Le fait que (A~) ===~ (B’) est une conséquence de 
lité diophantienne suivante :

LEMME 1. - Soit une suite de réels ; soit

On a, pour tout 03B1 réel,

La preuve de (A) ~ (At) est basée sur une caractérisation des suites q-

multiplicatives à spectre vide ([5], [6] page 12) donnée par le théorème suivant :

THÉORÈME 2. - Soit g une suite q-multiplicative de module  1 . Le spectre de

g est vide si, et seulement si, pour tout Qf réel,

La démonstration du théorème 2, moyennant la remarque que (g(n)e(- on)) est

aussi une suite q-multiplicative, se réduit à une caractérisation des suites q-

multiplicatives ayant une valeur moyenne nulle [l2J.

Reste à prouver que ==~B .

Il . 2 . Existence de la corrélation.

PROPOSITION. - Toute suite q-multiplicative g de module 1 appartient à § .

BÉSINEAU [3] a démontré ce résultat dans le cas où g(n) = J’en donne

ici une démonstration plus simple. Soit la suite q-multiplicative tronquée



définie par :

g r étant périodique de période q y possède une corrélation 03B3(k) . D’autre
part,

t étant fixé, il résulte de l’inégalité précédente que la suite 

est presque-périodique-B1. Elle a donc une valeur moyenne y(t) donnée par 
-

II.3. Des re lations de récurrence .

Pour k E N , on définit la suite fk’ q-additive et la suite q-multi-

plicative par

Notons 03B3k la corrélation de gk . Un théorème dû à WIENER, affirme que toute

suite définie positive a une corrélation. Nous désignerons par 0393k (resp. 0393) la
k

corrélation 
k (resp. 03B3) . Le fait que g soit pseudo-aléatoire se traduit

donc par r~0 ~ _ 0 .

II .3.1.. Relations entre les 03B3k .

LEMME 2. - Pour t out a ~ {0 , ... , q - 1} , tout u E N e t tout k E N .
on a :

où

0394a,k = 03A30bq-a gk(b + a)gk(b) et 0394’a,k = 03A3q-abq gk(b + a - q)gk(b) .

On conviendra que 0394q,k = 0 et 0394’q,k = q . Les relations du lemme 2 se transmet-
q, q,

tent aux ~k

~~°~°~° ~~~ ~k °
Pour tout k G tl , posons



Le lemme 2 donne après quelques calculs le résultat suivant.

LEMME 3. - Pour tout l E N ,

II.4. Fin de la preuve de (B’) y (B) .
Nous distinguons deux cas

II.4.1. Cas où ~S ~ diverge.
On définit sur l’algèbre des matrices carrées d’ordre 3 à coefficients complexes

la norme suivante [22] :

Posons

.on peut alors majorer |||Nk||| :
LEMME 4 . - Y k G ÎI , |||Nk|||  1 - 4q-3~03C9k~2 .
D’ autre part, Y k ~ N, o s 1 = i) ) s ) 1 .

Donc, d’après ie lemme 3, et le lemme 4,

Il ne reste plus qu’à remarquer, d’après la définition de a0 , que 03A3+~k=0~03C9k~2=+~.



II.4.2. Cas où (32) diverge.
On se ramené au 1er cas (divergence de (S ~ ~ en changeant de base. On remarque en

effet que y si d == q ? y toute suite q-additive (resp. q-multiplicative) est d-

additive ( resp, d-multiplicative).

La divergence de (S ) implique celle de

donc celle de l’une au moins des deux séries suivantes :

Si (S*1) diverge, g == e(f) y d-multiplicative, est pseudo-aléatoire.

Si (S**1) diverge, g = e(f ) y d-multiplicative, est pseudo-aléatoire donc g

l~est aussi diaprés le lemme 3’

II. 5. Précisions sur la mesure spectrale.

Si l’on pose u==0 et a=q-l dans la relation du lemme 2, on obtient :

D’ autre part, g étant de module 1 , pour tout t F ld , pour tout k E N ~

’v(t) = d’où il apparait que :

Il est donc impossible que g soit pseudo-aléatoire au sens de BASS (si tel
était le cas, on aurait = 0 , alors que, manifestement, = 1 ).

La mesure spectrale de g ne peut donc pas être absolument continue. En fait,

KAMAE, MENDES FRANCE et COQUET [7] ont démontré, par une technique différente de

celle qui est exposée dans les paragraphes II.3 et II.4, le théorème suivant.

THÉORÈME 3. - La mesure spectrale d’une suite q-multiplicative de module 1 est

atomique ou singulière.

En fait, ctest une classe de suites un peu plus générale qui a été étudiée. Soit
~ = une suite d’entiers ~ 2 . On pose p _ 0 = 1 et ~ r pour

k E N‘" . Il est évident que tout entier naturel n se développe en base £ sous

la forme :

La suite g : N ~ C est dite Q-multiplicative si g(0) = 1 et

Nous avons démontré le nouveau théorème.



THÉORÈME 3’.

1° La mesure spectrale d’ une suite ~-multiplicative de module 1 est atomique

ou diffuse.

2° Dans le cas où  est bornée, si la mesure spectrale est diffuse, elle est

singulière.

Dans ma thèse, j’ai prouvé que la dernière assertion était vraie aussi, ~ étant

quelconque, y dans le cas où g est complètement Q-additive, 9 autrement dit satis-

fait à la condition :

Récemment, Martine QUEFFELEC [26] a précisé, dans le cas pseudo-aléatoire y que la

mesure spectrale (diffuse) était singulière ou absolument continue. Elle a donné

également un exemple de suite ~-multiplicative pseudo-aléatoire au sens de BASS.

Mais on ne sait pas s’il existe une telle suite dont la mesure spectrale soit abso-

lument continue.

II.6. Mesures spectrales étrangères.

KAMAE a démontré [l7] (voir aussi [l8]) le résultat suivant :

THÉORÈME 4. - Soient q1 et q2 deux entiers  2 , premiers entre eux y et

s (n) (resp. s (n)) la somme des chiffres de n en base q (resp. q ) . Soit
réel tel que l) ~ ~ soit o? réel tel que c~(q? - l) ~ Z~ . Les

suites s (n))) et (e(03B12 s2(n))) ont des mesures spectrales étrangères.

Martine QUÉFFELEC [27J a amélioré récemment ce résultat, montrant, sans condition
sur q et q~ ~ que les mesures spectrales de s ) et s~) sont éga-
les ou étrangères.

II.7. Retour à la moyenne-presque-périodicité.

Les théorèmes 1 et 3 montrent que toute suite q-multiplicative de module 1

dont le spectre est non-vide, est moyenne-presque-périodique. Dans ma thèse, j’ai
donné une autre démonstration de ce résultat basée sur le théorème 2, la caractéri-

sation par J.-P. BERTRANDIAS des suites moyenne-presque-périodiques et l’inégalité
suivante du type TURAN-KUBILIUS :

LEMME 5. - Soit N e N" . Soit v rentier naturel défini par q~ N  
Soit f une suite q-additive réelle. On a :

Je ne développe pas cette démonstration puisque des arguments semblables sont
utilisés au paragraphe III. Je signale toutefois que le lemme 5 permet de prouver



que le produit de deux suites g et g2’ respectivement et

q2-multiplicative de module 1 y à spectre non vide, est une suite à spectre non
vide [6j.

Enfin, un lemme analogue au lemme 5 concernant la suite des nombres premiers y
obtenu à partir de résultats classiques de crible, m’ a permis de démontrer [lOJ le
théorème suivant prouvé par KATAI [l9~ dans le cas où q est puissance d’un nombre

premier impair, à l’aide d’arguments plus compliqués.
, B

THEOREME 5. - Soit g une suite q-multiplicative de module y 1 . Si la série

"r=0 ~~à=0~ " ~~- ~~ converge (en particulier, si g a une valeur moyenne non

nulle sur N~ ) ~ g a une valeur moyenne sur la suite des nombres premiers donnée

par

III. Les suites multi licatives

III.l. 

L’étude harmonique des suites multiplicatives fait apparaître deux différences

majeures avec les suites q-multiplicatives :

(a) on ne sait pas à l’heure actuelle démontrer que toute suite multiplicative
de module $ 1 possède une corrélation,

(b) certaines suites multiplicatives à spectre vide ont une mesure spectrale ab-
solument continue (comparer au théorème 3).

Par contre, y on a le théorème suivant.

THÉORÈME 6. - Si une suite g y multiplicative de module  1 , a un spectre non

vide, elle est moyenne-presque-périodique.

III.2. Les idées de la démonstration.

Une démonstration détaillée du théorème 6 se trouve dans [6] et [9~] : elle ne

fait pas appel au calcul de la corrélation mais à la caractérisation due à J.-P.

BERTRANDIAS des suites moyenne-presque-périodiques.

Je donne ici les idées de la preuve dans un cas particulier 3 dans le cas générale
une difficulté surgit, y causée par l’annulation périodique d’un caractère de Diri-
chlet. Je démontre ici le résultat suivant.

PROPOSITION. - Soit g une suite multiplicative de module 1 telle que



Rappelons d’abord un résultat de 1 avec l~ hypothèse de la proposition
il existe u réel tel que

On définit la suite h, 9 multiplicative de module 1, par h(n) = et

la suite f additive réelle par

D’après (1),

la somme étant étendue aux couples (p , a~ ~ où p est premier et Ci E N’~ ,
D’autre part, on utilise ltinégalité de Turan-Kubilius [20].

Il existe c > 0 tel que, pour tout et toute suite additive

réelle f ,

Etant donné ~ > 0 , diaprés (2), il existe k tel que

On définit la suite additive tronquée par :

L’inégalité de Turan-Kubilius? appliquée à f , donne, 

part~ ou m~ =n~p~ avec 

On déduit de (4) et (5) que, si t e m N~~ (relativement dense),

ce qui donne facilement

III.3. Remar ues .

1° On peut préciser que la mesure spectrale de g est concentrée sur Q/Z (voir
pour le cas presque-périodique-B1 ).

2° Pour les suites fortement multiplicatives g de module 1 telles que

g(p) ---; p-~ 1 , on peut préciser que la mesure spectrale de g est atomique ou
est la mesure de Haar sur le tore. Ceci est une conséquence facile de résultats de



KUBILIUS [20]. Pour certaines suites multiplicatives tronquées, on a un résultat

analogue ([6J, théorème IX.2).

IV. Autre exemple

A l’aide du théorème 1, on constate facilement que si f est la suite q-

additive réelle définie par

g = e(f) est pseudo-aléatoire si, et seulement si, 03A3+~k=1~bk~2 = + ~ .
,

MENDES FRANCE a, posé la question suivante: le résultat subsiste-t-il si l’on

remplace q par un réel quelconque  > 1 ? Nous avons démontré que l’équivalence

subsistait dans un cas important [8].
, ,

THÉORÈME 7. - Soi t une suite de réels > 0 telle que :

Alors la sui te de terue général e( w est pseudo-aléatoire si, et

seulement si, y =1 = + ~ .

On peut donc répondre affirmativement à la question posée dans le cas où  est

transcendant.

La démonstration, différente par la méthode employée de celle du théorème 1 ~ est

basée sur l’indépendance statistique des ensembles

où les sont des sous-intervalles arbitraires de 

Lthypothèse (Hl) du théorème 7 assure l’existence de la corrélation. Peut-être
est-elle suffisante ? On peut dans l’énoncé du théorème remplacer (H2) par l’hypo-
thès e suivante :

(Hf2) Les nombres s k sont des rationnels 1 dont les numérateurs sont

deux à deux premiers entre eux. (H’2) assure encore 1?indépendance statistique des
ensembles Ek .

Je signale enfin que les suites mentionnées au théorème 7 peuvent être pseudo-

aléatoires au sens de BASS ou non [6]. Peut-on préciser la nature de leur mesure

spectrale ?
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