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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 8-01
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 8, 14 p. 14 novembre 1977

FONCTIONS ENTIERES ARITHMETIQUES

par Frangois GRAAIN

Résumé. — On déerit la méthode d'interpolation permettant d'obtenir le théoreme
de P3lya. Une fonction entidre de type exponentiel « < log 2 et vérifiant
f(N) < Z est un polynfme. La méthode de C. PL3OT utilisant la transformation de
Léﬁlacé:Borel pour montrer que f est de la forme 2 P (z)yz si «o<0,843...
est étudide de manidre plus détaillée. On donne des géneralisations de ces résul-
tats concernant les fonctions entidres d'une ou plusieurs variables complexes qui
envoient N ou gﬁ dans 1l'anneau des entiers d'un corps de nombres.

1. Le théoréme de POlya.

Une fonction f entidre sur C est dite arithmétique si f(ﬂ) < Z . Par exem-
ple, un polynéme & coefficients dans Z ou la fonction f(z) = 2% , sont des fonc-
tions entidres arithmétiques. Le théordme de Polya montre que ces deux exemples
sont Tondamentaux, en ce sens qu'il n'y a pas de fonction entidre arithmétique de
croissance intermédiaire. Plus précisément, on dit qu'une fonction entiere f est

de type exponentiel o si

lim sup log |f]p _ a, ol }f!r = max) ) o | £(z)] .

T r -

On a alors le résultat suivant.

THIORME (G. POLYA [17] en 1915, G. H. HARDY [12] en 1917)., - 8i f est une

fonction entidre arithmétique de type exponentiel o < log 2 , alors f est un po-

lynbme & coefficients rationnels.

Remarque. - Les coefficients de f ne sont pas nécessairement entiers, comme le

montrent les polynfmes binfémiaux, par exemple %z(z + 1) .

2. Premiére méthode d'étude : Série d'interpolation.

Pour démontrer un tel théoréme, la méthode la plus naturelle consiste & construi-
re la séric d'interpolation de Lagrange de f , et & constater que c'est un poly-

nme.

Soit Pn(z) = n?___O(z - j) , alors la série d'interpolation T de f est

Pz) = a + ano a, Pn(z) ou a = £(0)
et
= % ) & - _,_]_'___ - . n-p (n ___1-__ f(z
SRR CIOCERIEE SRR J oo Sy 2
J7p

avec T > 1 . Alors a, est un rationnel dont ni est un dénominateur. Donc, si
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a, #0 , on a Ianl > 1/n! . Mais la croissance de f permet de majorer lanl a
1'aide de son expression intégrale. En choisissant au micux la valeur de 17, on
voit que si o < log 2 , alors a = O pour tout n assez grand, et F est un

polyntme de Qfx] .

D'autre pzrt, la formule de Jensen wontre que, 3i g est une fonction entitre de
type exponentiel < 1, et si g(N) = {0} , alors g est identiquement nulle. Cela

montre que f = F , et achdve donc la preuve du théoréme de Pdlya.

3. Deuxieme méthode : Transformation de Laplace-Borel.

La méthode précédente ne peut aboutir qu'ad la conclusion que f est un polyndme.
Nous allons en décrire une autre qui permet d'étudier des fonctions f = de type
exponentiel 2 log 2 , et ainsi d'atteindre les fonctions entidres arithmétiques

du type P(z) + 22 Q(z) , o P et Q sont des polynémes convenables.

(a) Transformede Laplace-Borel (J. DUFRESNOY et C. PISOT [5]).

Soit f£(z) = Z£>O(an/n!)zn une fonction entidre de type exponentiel « . Sa
transformée de Laélace-Borel, F(z) = Z£2O &, z--n—1 est une fonction holomosrphe
hors du disque fermé {|z] < o} , nulle & 1'infini. Soit g(z) = 2520 f(n)z“n_1 .
C'est une fonction holomorphe hors de S = exp{lzl < a} et nulle & 1l'infini. Si
[' est un chemin fermé simple entourant le disque ferms {lz{.s @} , on a

1

f(z) = 5%; IF ™ F(w) dw et g(z) = = JF F(W)W dw .

Si, de plus, ao<mw et I est tracé dans la couromne {a < |z| <m}, ona

(1) f(z) = 5%; (expf w? g(w) aw .

La donnée des f(n) définit compldtement g , donc f , d'aprds la formule (1).
En particulier, si f est une fonction entidre de type exponentiel < m , et si
£f(¥) = {0} , alors f est identiquement nulle. Ce résultat, plus fort que celui
obtenu par la formule de Jensen, est le meilleur possible ( f(z) = sin 1z est de

type exponentiel m ).

D'autre part, si g est une fraction rationnelle de pdles Y (1 gig n) , sa
décomposition en éléments simples et la formule (1) montrent que f est de la for-

me Z?—l PY (z) y? , ou les PY sont des polyn8mes. Inversement, si
i i

f(z) = Z?:l P

v (z) Yf y alors g est une fraction rationnelle.
i

(b) Critdre de Kronecker ([13], [20]).

z . n rd | 3 3
La série Z£>0 u oz est le développement & 1l'origine d'une fraction rationnelle

si, et seulement si, lec w satisfont 3 une relation de récurrence linéaire. Cela

peut se traduire par une condition sur les déterminants de IHankel
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Le développement précédent est celui d'une fraction rationnelle si, et seulement

. n
si, AO
ré par ny .

(¢) Diamdtre transfini (ii. FEKETE [7]).

=0 pour tout n > n, . Dans ce cas, le degré du dénominateur est majo-

0

Soit S < C wun compact. Pour n =2 , on pose
o 2
hn(S) = supXies ﬂlsisth Ixi le .

Alors Mn(S)l/n(n - 1) est une suite décroissante, donc convergente. On appelle sa

limite 7(S) 1le diamdtve transfini de S . Par exeuple, le diamétre transfini d'un

disque est son rayon. Il existe un autre mode de calcul de T(38) . Soit Tn le

polyntie de CebySev de degré n de S . Clest le polynfme P e Q[X] unitaire, de
degré n ,/pour lequel max .o |P(2z)| est minimum et égal a mooe Alors
1/n

lm @ = 1(8) .

(d) Dismdtre transfini et singularité (e. POLYA [18]).

2 e développement & 1'infini d'une fonction holomor-

Soit f£(z) = ano w

phe sur l'ouvert comrexe (S , od S est wmn compact de C . Alors

lim sup, lAék)ll/k(k_l) < 1(3) .

L'idée de la démonstration est la suivsnte. Si T est un chemin fermé convenable

entourant S , alors

n

1 n
v, = mjr £(z)z" dz ,

(k)

d'apres la formule de Cauchy. Dans le déterminant Ay " , des combinaisons linéai-

n .
res de colonnes permettent de remplacer 2z  pnr Tn dans 1l'expression de W s

ce qui fait apparaitre 7(S) dans les majorations,

(e) Lemme de Fatou [6].

LE4.E. - Soit P et Q€ 2Z[X], premiers entre eux dans Q[ X] , tels que P/Q

admette & 1l'origine un deceloppement en série entidrc 3 coefficients dans Z.

Alors il existe P¥ et Q¥ € 2Z[X] premiers cntre eux dans Q[ X] vérifiant

Q*(0) =1 et PQ*-P¥ Q=0 .

(£)

b

ntiers algébriques et diam®tre transfini (L. FEKETE [7]).

LEM:iE. - L'ensemble des entiers algébriques situés ainsi que tous leurs conjuguds

dans un compact S € C de diamdtre trunsfini < 1 est fini.
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La démonstration est facile. Soient x, , ... , x €5 les racines d'un polynd-
me uniteire irréductible & coefficients dans Z . Le discriminant

_ n - 2 . . U oS 1 b
D= 1$i<j§n(xi xj) est un entier rationnel non nul. iais, d'apres (c), on a
ID| < Mn(S) et, si n est grand, Hn(S) <1 . Par suite, n est borné., Or, il
n'y a qu'un nombre fini d'entiers algébriques de degré borné et situés, ainsi que

leurs conjugués, dans un compact donné.

A 1'aide de ce qui précede, on obtient le résultat suivant.

THEOREME (C. PISCT [15]). - Soit a >0 et S = exp{|z] <o} . 5i 7(8) <1,

l'ensemble I'= {Y €C ; Yy entier algébrique, Yy et ses conjugués € S} est

< o

~ ?

fini. Bt si f est une fonction entiére arithmétique de tvpe exponentiel

alors f est de la forme

f(z) =2

YeFP,Y(Z)YZ,otz RYGQTIX].

Dans sa note [ 15], C. PISOT calcule une borne de « pour que T(S) <1 ., (Voir

le tableau récapitulatif des résultats & la fin de 1'exposé.)

4, Cas on f(g) < Q .

Soient K wun corps de nombres, d = [K :.Q] son degré, et OK 1'anneau de ses
entiers. Pour obtenir des résultats dans ce cadre, on remplace, comme d'habitude le
raisonnement : "Si ae€ Z et a #0 , alors |al 2 1" par le suivant : "Si a e OK
et l§|= maxinum des modules des conjugués de a , si a#0 on a
log |a| > -(6 - 1)log |a] (Inégalité de 1a taille), o 6§ =d si KSR et
8 =d/2 si X ¢‘E". Cette indgalité est obtenue en considérant la norme de a qui
est un entier rationnel, non nul si a #0 . D'autre part, si on a une conclusion
analogue & celle du théoréme de C. PISCT, la fonction g(z) = ZﬁEO f(n)z-'n—l est
une fraction rationnelle. Alors, si o est un plongement de K dans C , la fonc-
tion 2520 f(n)0 z-n-'l est aussi une fraction rationnelle. Donc chacune de ces
séries converge au voisinage de 1'infini ce qui se traduit par 1l'existence d'une
constante € >0 telle que

log | Fln

(2) lim sup =

n—4®

<c .

Une hypothése de ce genre est bien nécessaire., En effet, soit

g(z) = 2520 a (z - D

Si la suite des a, est lacunaire, g n'est pas une fraction rationnelle, car

les a ne sont pas 1iés par une relation de récurrence., Si & # 1 , 1l'anneau OK

admet O comme point d'accumulation, et on peut choisir les a € OK assez petits
pour que g soit holomorphe sur le complémentaire d'un disque de centre 1 et de

rayon arbitrairement petit. Alors g est associdecomme dans le § 3 (a) & une fonc-
tion entitre f telle que f(ﬁ) = @K et de type exponentiel arbitrairement petit,

mais cette fonction f n'est pas de la forme 2 PY(Z)YZ .
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Sous 1l'hypothese (2), la uéthode d'interpolation s'applique sans difficulté, et

donne les résultats qu'on trouvera dans le tableau final.

Pour utiliser la deuxitme méthode, les difficultés viennent de ce que, en généra]
OK n'est pas discret, et que, par suite, dans un compsct de diamdétre transfini mé-
me trés petit il peut y avoir une infinité d'éléments de ®K .

On est donc amené & montrer que les entiers vy qui interviennent vérifient
- c . 7 ¢ . 7. 1L 3 .
|¥| € e . Les différents pas de la démonstration se généralisent bien. Par exem-

ple, nous allons montrer ce qui correspond au § 3 (f).

LEMHME. - Soient X wun corps de nombres, d = [K : Q] son degré, et % 1'an-

neau des ses entiers. Soit 6 = d si K<R et 6= d/2 dans le cas contraire.

Soit S ©C wun compact de diamdtre transfini T vérifiant log T < -c¢(§ - 1) .

' . z . 0 - (¢ . z . .
Alors l'ensemble des entiers algébriques Yy de maison lyl <e , et situés, ainsi

gue tous leurs conjugués sur K , dans 3 , est fini.

Déunonstrution. - Comme |y| est borné, il suffit de montrer que le degré de Y

sur K est borné. Soit P(X) = ﬂn (X = x;) le polynéme minimal de y sur K .

> . 3 — 3 \ '
Le discriminant D = l<l<J<h(xl X, ) appartient a OK , car c'est un polynéme
symétrique en les x. a CoeprCIGDtS entiers. Par hypothese, X, € S (1g1 < n),

donc on a  |D| < U (s) drapres 3 (c).

" . ‘ c —
Soit U 1le disque fermé de centre O et de rayon e . On a {xil < e donc

|| < Mn(U) . L'inégalité de la taille appliquée & D # 0 fournit

1 6 -1
m log Mn(S) 2z - m——_—l—)— log Mn(U) .

Si le degré n de P n'était pas borné, on aurait, par définition du diamdtre

transfini, log T = - c(6 - 1) , et le leume est prouvé.

Les remarques précédentes expliquent 1'énoncé inhabituel du thdoréme de Pisot

contenu dans le suivant.

TUEOREME. - Soient K wn corps de nombres, d =[K : Q] son degré, st O

l'anneau de ses entiers. Soit 6§ = d 8i KSR, et &= d/2 dans le cas contrai-

re. Soit ¢ >0 ¢t o >0 .0nnote 7 le diamdtre transfini de S= cxp{|z| < «

Sous la condition log T < - c¢(6 - 1) 1'ensemble I = {vye C 3 Y entier algébri-

by

- 9
que, |yl e , Y et tous ses conjuguds sur K appartiennent & S} est fini.

Et si f est une fonction entidre de type exponentiel < o vérifiant £(N) < Oy
et '

lim supnq+w((10g |Ta)])/n) e,

alors f est de la forme

£(z) = Zyer‘ PY(z)\{Z on P ex[rIx].

On peut aussi calculer une valeur limite de o pour que le seul &lément de T

soit 1, ce qui permet d'affirmer que f est un polynéme. On remarque que la mé-
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thode d'interpolation fournit la méme valeur. A priori, cette valeur n'est pas la
meilleure possible, mais la meilleure que peuvent fournir les deux méthodes. En
fait, elle est la meilleure possible dans certains cas, par exemple pour X = Q
et Q(/=d) & cause de la fonction 2% , et pour K = QW2) ou QW3) .

5. Cas on £(2) © G .

Dans une note aux Comptes Rendus [ 167, C. PISOT introduit le procédé suivent. Si
f est une fonction entidre de type exponentiel o < m , telle que f(&) < Z, ses
parties paire et impaire fi(z) (i =1, 2) vérifient 2fi(§) < Z, et ont un type

exponentiel majoré par « . On peut donc supposer f paire ou impaire.

Pour n € N , on pose

(3)  mm) = £(@) + e+ (DD QI DI0 - 20) + vk 2l-m)

la notation + signifiant, + si f est paire, - si f est impaire. Si

k(Z) = Zn

0 h(n)zmn—l , on a, si f est paire,

4

1 F(w)

21 w -W
1T Nz - —-¢€

k(z) =

dw ,

ou A est un chemin fermé convenable. Alors k(z) est une fraction rationnelle si
le diamétre transfini 7' du compact T , transformé de {|z] <@} par 1'applica-
tion z+—3e  +e 2, est <1 . Par suite, h(n) = Z:Py(n)yn , ou Y est un en-
tier algébrique situé, ainsi que tous ses conjugués, dans le compact T . D'autre
part, les h(n) (n eXN) déterminent les f(n) qu'on obtient en résolvant le sys-
téme triangulaire (3), donc déterminent f(z) . Il s'agit donc de calculer f en
fonction de h(n) .

Considérons d'abord deux cas particuliers.

(a) Cas ou f est paire. - Si f(n) = ~ % + (- n)k 8™™ , définissons @ Dpar

n-2p

h(o) = 2 2 (n - 20) () 877 = 2q.(8) .

On a
Bx) = (x+ (L), @x) = nlx+ (/X)) (1= (1) et g, (x) = xq(x) .
On montre par récurrence gue
o) = T Py W+ (1/0)7F (- (/)
et

s (®) = Tog By e (0)(x 4 (/)77 (x - (1/2))FT,

ou les Pp P sont des polynomes & coefficients entiers 1liés par les relations de
?

récurrence
Pp,2k+1(n) = (n - 2p) Pp,2k(n) + 2(p + 1) Pp+1,2k(n) ’

(n) .

P (n) = (2p + 1) P

D, k2 oy ce®) F (m=2p e )P
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En particulier Pk,2k(n) est de degré 2k en n , Pk,2k+l est de degré 2k+ 1
et le degré de P , est <4 si op< [4/2] « D'autre part, @2k+1(1) =0 et
n ! . . ¢
QZK(l) = 2 PO,2kEn) , Ou PO,2k est de degré k (on montre par récurrence que le
coefficient de n"™ dans PO ok est impair, donc non nul). Par suite,
’

si 3#1, ona hin)=(p+ (l/B))n P(n) , oo P est un polyndme (dépendant de

g ) de degré k ,

si =1, ona h(n)=0 si k est imnpair, et h(n) = 2 P(n) si k est
pair, o P est un polyndme de degré k/2 .

(b) Cas ou f est impaire. - 5i f(n) = nk bn - n)k B~n , Oon pose

(-
h(n) = 2¢k(8) et on vérifie aisément que (x) = %-gk_l(x) , ce qui donne des

wk
conclusions analogues aux précédentes.
N . n .
Donc a partir de h(n) =2 Py(n)Y , on obtient f sous la forme

£(z) = 2 PB(Z)BZ + QB(z)B_z ot B vérifie B+ (1/B) = v .

Les B sont donc des unités algébriques, situées ainsi que leurs conjugués dans le

compact S = exp{|z| < a} . Comme T' <1, l'ensemble des B est encore fini,.

nEZ,ln|~+m((log [fTH7})/ln!) < ec , on peut

encore utiliser ce procédé, Sous réserve d'une condition sur T' , on obtient des

Si on suppose f(32) < O, et lim sup

unités B situées ainsi que leurs conjugués sur K dans le compact S . La condi-
tion sur if(n5| permet de montrer que lﬁ!.s e (ce n'est pas immédiat) et on

obtient le résultat suivant.

THﬁORﬁﬂE. - Soient K un corps de nombres, d = [K :,g] son degré, et QK

1'anneau de ses entiers. Soit 6 =d si KSR, et &= d4/2 dans le cas contrai-

ree Soit ¢ >0 et o >0 . 0On note T' 1le diamdtre transfini du transformé de

{|z] <a} par 1'application 2+ e’ + e ~ et S = exp{|z| < o} . Alors, sous la

condition
log T' < = (8 = 1) log(e® + e-c)

l'ensemble B = {B € C; B unité algébrique, IBI.g e sy B et tous ses conju-

gués sur K appartiennent & S} est fini. Et si f est une fonction entidre de

type exponentiel < o vérifiant f(g) <O et

log [T(n)

n SCh

lim sup
| n] -4

alors f est de la forme

£(z) = zBEB Pﬁ(z)BZ oi P, e K[BYX] .

La aussi, la méthode d'interpolation s'applique évidemment, et donne la méme va-
leur limite de o pour que f soit un polynfme. Dans le méme ordre d'idées, on
peut étudier les fonctions vérifiant par exemple f(Z[i]) < 2Z[i] , par la méthode
d'interpolation ([v] et [107]), mais il semble impossible de le faire par la métho-

de de la transformation de Laplace en utilisant un procédé du genre du précédent.
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6. Cas des fonctions entidres de plusieurs variables.

= (zl y eee s zm) e ¢, on note |z = Izll + eee + Izml et

m . . - n
ees Y, o 81 T est une fonction enticre sur C , on note

|f|r = max) < £(z)| ,

—~

((log [£] )/r) = « .

et f est dite de type exponentiel o si lim SUp.. r

by

On cherche & obtenir des résultats du m@me genre que les précédente sous 1'hypo-

thdse que f£(1") < Oy » et des conditions sur o et |£(a)|

La méthode d'interpolation s'applique bien & ce cas, mais les calculs sont
compliqués. C'est ainsi que A. BAKIR [2] a wmontré 1'analogue du théordme de Pdlya.
Si f est une fonction entiére sur Q? de type exponentiel < log 2 , et si

f(ﬂ?) <Z, alors f est un polyndme.

La théorie de la transformée de Laplace-Borel et son lien avec la fonction
elz) =2 _m f(0)z 2 ont 66¢ étudids par V. AVANTSSIAN et R. GAY [1]. Pour que
ng) soit de la forme 2 Py(g_x% , 11 est nécessaire et suffisant que g(g) soit
une fraction ratiomelle de la forme P(z1 y see zm)/Ql(zl)...Qm(Zm) y clest-2~

dire une fraction '"reconnaissable". (cf. [8]).

D'autre part, J.-L. CH:BERT [4] a wontré que les anneaux integres A , qui véri-
fient le lemme de Fatou (§ 3 (e) avec A au lieu de Z 4 et le corps des fractions
K de A au licu de §Q ), sont les anneaux compldtement intégralement clos. Cela
permet d'utiliser le lemme de Fatou dans le cas de O, au paragraphe 4, Ce résul-

K
tat se généralise au cas de plusieurs variables de la fagon suivante.

LEMUE, - Un anneau A intdgre est complétement intégralement clos si, et seule-

ment si, pour tout entier m > 1 , il a la vropriété suivante.
Si Pe A[X , ..., X ) et @ € A[X] (1<igm) sont tels que P et
n'ont pas de facteur commun de degré > 1 dans K[Xi] , et si P/(Ql...Qm) admet

& l'origine un développemeht en série entidre & coefficients dans A , alors il

e%iste des polynémes P* e A[Xl ) eee Xh] et Qg'e A[Xi] (1 <i<m) tels que

P" et Q? n'ont pes de facteur commun de degré > 1 deans K[Xi] , Qf(o) =1
(l s i.s m) EE PQ? L) Q; = P* Ql e 00 Qm .

Démonstration. — Le cas m = 1 montre que la condition est suffisante. Pour mon-

trer sa nécessité, on se raméne 4'abord au cas ou les Q sont irréductibles dans

K[Xi] o Alors il suffit de prouver qu'il existe (al y omee s oAy l) e A2t

tels que
P(al oese s B o Z) et Qm(z) soient premiers entre eux dans K(2Z) , car le
lemme de Fatou permet de conclure, La division euclidienne de P(Xl g ses 3 X 1,13

M-
par Q (2) dans K[X , ..., X ] [2] fournit

P(Xl s ees 5, X Z) = Qm(Z) s(xl , eee 5 X

m_l b m—l 9 Z) + R(Xl ’ eco X Z)

m-1 "’
avec R =0 ou degz R < deg Qm « 91, pour tout point de Ag"l , les polynbmes

P(a1 y oo Z) et Qm(Z) ne sont pas premiers entre eux, comme Qm est

a
m-1 ?
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irréductible, Q, divise P(al yoeee s By 0

, z) , donc R(a1 yoese s B g 2)=0
pour tout (al y eee am—l) e A% 51 4 est infini, on en déduit que R =0 ,
ce qui est exclu par les hypothescs sauf si Qm est constant, auquel cas il n'y a
rien & démontrer. Si A est fini, c'est un corps et il n'y a rien & démontrer non

plus.
Ce Q. Fo Do

Pour obtenir un théoréme du type désiré en m variables, il ne manque plus qu'un
critére de reconnaissabilité de g(g) faisant intervenir le diametre transfini de
S=exp{|z| £} puisque, si f est de type exponentiel < o , la fonction g est

~N

holomorphe sur «:S)m .

Les travaux de M. FLIESS [ 8] contiennent en particulier une condition nécessaire

et suffisante pour que la série ZnENm a n-1 soit reconnaissable ; c'est que sa
matrice de liunkel soit de rang fini. Mais la matrice de Hankel, si m =22, n'a

pas toutes les symétries qui existent dans le cas d'une seule variable, ce qui em-
péche (jusqu'a présent ...) de se ramener & des conditions de nullité de détermi-
nants que l'on puisse majorer & 1l'aide du diamétre transfini d'un ensemble conte-

nant les singularités de la série.

D'autre part, V. P. SEINOV [21] a obtenu des critéres de rationalité (mais non de
reconnaissabilité) qui généralisent en m variables le critére de Kronecker. La
majoration du type de celle de Polya (§ 3 (d)) qu'il domne [22] est insuffisante
pour conclure & la rationalité de g , dans le cas qui nous intéresse, et il ne

semble pcs que cette méthode permette de prouver le théordme 4 de [22].

Le seul résultat utilisable est donc celui d'A. Ji2RTINEAU [14].

THEOREHE, - Soit K, ©C (1 £41i<m) des compacts polynfmialement convexes de

diamétres transfinis T(Ki) <1 . 350it g wune fonction holomorphe sur

C Kl X see x ( Kﬁ de développement Z£6Nm a z 272 au voisinage de 1'infini. Si,

pour tout n € E? s &, € Z alors g est une fractien recennuissable,

-~

La déuonstration repose sur le cas d'une variable. On remarque d'abord que la ma-
joration de Pélya (§ 3 (d)), faite soigneusement, donne une borne supérieure pour

le degré du dénominateur de g(z) , c'est-a-dire une horne du n, pour lequel

Aén) =0 si n Z.no . Compte tenu de la finitude de 1'ensemble des pBles de g ,
cela majore leur multiplicité., Alors, si g(g) = Zj,kEO ajk zza_l z;k_l s On pose

> _a. zxt
k>0 “jk "2 ’

et on montre que les aj(z2) sont des fractions rationnelles qui ont toutes le mé-

aj(Zz) =

me dénominateur Q2(z2) et un numérateur de degré inférieur au degré de Q2 puis-
que aj est nulle & 1'infini. On est donc ramené au problime & une variable. Le
résultat est encore vrai si on suppose que a € QK y ou K est un corps quadrati-

—~

que imaginaire.



8-10

liglheureusement, si a € OY y ou K est un corps de nombres quelconque, sous
AN

1'hypothése naturelle que

log |ag|
lim sup — < C,
HE-a
on ne peut pas (du moins pas encore ...) assurer l'uniformité du dénominateur des
a.
J

Ce résultet a permis & V., AVANISSIAN et R. GAY fl] de généraliser le théordime de

Pisot au cas de plusieurs variables.

TH@OR@ME.—Soit a>0 et S = exp{|z|.s al . Si T(S) <1, l'ensemble

I'={Ye€ C; Y entier algébrique, Y et ses conjugués € S} est fini. Et si f

est une fonction entiére sur Q? de type exponentiel < o et vérifiant f(ﬁ?) < Z,

alors f est de la forme

(z)y%, on Py edrx , «evy xJ.

yer® X
Dans le cas d'un corps de nombres quelconques, avec l'hypothése naturelle sur les
|fT§7| y on peut trouver une condition sur « pour que f soit un polynfme,
clest-3-dire que les pdles de g(z) soient zg=1, <o, 2 =1 . Pour cela il
suffit que g soit un polynlme en les Zj = l/(zj - 1) « Le développement de¢ g
en série entiére de Z est encore a coefficients dans O et il représente une
fonction holomorphe dans le polydisque de centre O et de rayon (ea - l)“1 « On
peut majorer la maison des coefficients, et 1'inégalité de Cauchy majore leur modu-

le. L'inégalité de la taille permet de montrer qu'ils sont presque tous nuls, si

o n'est pas trop grand, et on obtient le résultat suivant.

THEOREME [11]. - Soient K un corps de nombres, d son degré sur Q et O

1'anneau de ses entiers, Soit f une fonction entiére sur g? de type exponen-

tiel < o« . On suppose que f(g?) <c OK et qu'il existe ¢ >0 tel que

! |
log fl_usl <o <E€y_m) .

lin sup
nfose 1B

 Alors, sous la condition log(e® - 1) < -(8 - 1) log(1 + €°) ,

la fonction f est un polyn®me & coefficients dans X (¢ = d 8i KSR et
6=d/2 si K¥R).

On remarque que c'est la condition obtenue au paragraphe 4, dans le cas ou

m =1, et que ce résultat contient donc encore le thdoreéme de Pélya.

D'autre part, le procédé de C. PISOT, présenté au paragraphe 5, peut se générali-
ser avu cas de m variables, et chaque résultat obtenu dans ce paragraphe en engen-

dre un dans le cas ou f(g?) est contenu dans Z ou OK (cf. le tableau final).

T. Quelques réciproques.

4 =
En 1916, G. POLYA [ 19] donnait une réciproque fondée sur un critdre de rationali-
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té de fonctions méromorphes assez délicat & démontrer. On peut le généraliser de la

manidre suivante,

THﬁORﬁME. - Soit gj (1 < j £s) des fonctions entidres non identiquement nul-

les vérifiant

log |el
lim sup ——-—r'——-—z o,
T4
et soient c¢.e€ C s nombres complexes non nuls distincts., Si g(z)=:2§_1 gj(z)cg

vérifie g(N) < O et lim supnﬂ+m((log |gta)|)/n) <+  , alors les e sont

des entiers algébriques et les gj des polyndmes.

La méthode de la transformée de Laplace-Borel permet d'obtenir trés simplement
un résultat ou il n'y a plus d'hypothése sur la maison des g(n) , mais ol les hy-
pothéses de croissance de g sont beaucoup plus strictes,

PROPOSITION. - Soit &(z) = Zi;_l P.(z)cg avec P, €C[X] et ob les c, €0

J _—
sont non nuls et tous distincts, et vérifient Ilog cjl <m.Si g(ﬁ) < QK , alors

les °y sont des entiers algébriques.

Dans ces deux résultats, 1'hypothése que les cj sont tous distincts est tres

importante comme le montre la fonction g(z) = e% sin 7z . En effet,
g(z) = 1/2i (exp(1l + im))” = (exp(1 - im))?]

vérifie g(ll) = {0} , mais e n'est pas algébrique.

8. Tableau des résultats.

Les notations sont celles de l'exposée f est une fonction entiére de type expo-
nentiel < o ; si f(...) = OK , On suppose que lim suplnl_’w((log {f(g),/lgl)Sc.
On note T (resp. 7' ) le diamdtre transfini de 1'imagé~par Z — e? (resp.

Z —> e? + 72 ) du disque {lz] < a} . Le corps K est un corps de nombres de
degré d et 8§=d si KR, 6=4/2 si K¢¥R.,

Les résultats (2) et (4) se déduisent des résultats (1) et (3) par le procédé de
C. PISOT.

Dans le cas des fonctions de plusieurs veriables, on n'utilise pas la méthode

d'interpolation.
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Hypothése|l:éthode d'interpolation|Transformation de Laplace |Conclusion : #(z) =
(1) (a) @ < log2 (a) o < log 2 P(z)
£(N) < z (POLYA-BARDY) | (b) @ < o = 0,843... 2 p (2)y"
(pI30T) Y entier
() |(a) «<10aZ50)  |(a) @< 105250 B(2)
(CARL3ON [31])
£(2) <z (b) @< of = 0,9934... ZPB(Z)BZ
(PI30T) B unité
(3)  |(a) 1og(e® - 1) (a) 1log(e® - 1) P(z)
< - (§-1)10g(1+€°) < - (8-1)10g(1+e°)
f(N) <o contient (1.a) (b) log T < - c(é—l) )y PY(Z)YZ
~ K| conséquence de (3.a) . .
" contient (1.b) vy entier
en m variables
(4) (a) log(2 sh %) (a) log(2 sh %’) P(2)
<L log(2+e%+e™) < - —o-;- 1og(2+e +e™%)
contient (2.a) (b) log T' S PB(Z)BZ
(2) <oy < - (8-1)10g(e%+e™%) B unité
contient (2.b)
Tableau des résultats pour les fonctions d'une variable
Hypothdse Conditions sur « Conclusion : f(z) =
(1) (a) o < log 2 (BAKER) P(z)
£(0") 2 [(v) @ <oy =0,843... (AVANISSTAN et GAY) 2 Px(g_)f
(2)  |(a) « < Log(R42) P(z)
f(gm) <z (b) o< ozé = 0,9934... 2 PB(E)E%
(3) (a) log(e%1) < - (8-1)1log(i+e®) P(z)
£(i) < 0,1 (b) 2
(4) (a) 1log(2 sh-%) <2 5 l1og(2+ec+e-c) P(E)
22 <0, (v) 2
Tableau des résultats pour les fonctions de m variables.
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