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DIVISIBILITE DE 03C3k(n) PAR UN NOMBRE PREMIER

par Christian RADOUX

Séminaire 
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 3, 5p.

Résumé. - Cet article expose une méthode de calcul du nombre p) d*en"-
tiers n~ x pour lesquels n’est pas divisible par p (premier impair).
Soit Soit x >1 .

Appelons p) le nombre d~entiers n (l ~ n x x) pour lesquels 
n’est pas divisible par p (premier impair). Dans tout ce qui suit, (m y n) dé~

signera le p. g. c. d. de m et n.

Soit p premier > 2 . Posons

Il existe des constantes C ! C2 , dépendant seulement de k et p , effective-

ment calculables telles que, si x alors

N. B. - Si k est impair, q est évidemment pair. Si k = p - 1 , évidemment

q = 1 .

Démons t rat i on.

10 Posons

étant une fonction multiplicative de n, il en va de même pour p) .

En outre, si t est premier, on a

Si t 7~ P , soit r une racine primitive module p . Soit donc of. tel que

Posons encore



En d’autres ternes, p, est l’ordre de modulo p , excepté dans le cas où

1 (mod p) , auquel cas P~ = P * Par conséquente (6) (7) et (8) peuvent-être
rassemblées en une seule ligne.

2° A la fonction 03B4k(n , p), associons la série de Dirichlet

Vu la définition de et vu ce que l’on sait de la fonction Ç de

Riemann, il est clair que f~ est holomorphe sur le demi-plan ouvert o > 1 .

Ainsi, pour Q > 1 , d’après (5), on peut développer L ô en produit eulérien :

c’est-à-dire encore, d’après l’identité d’Euler pour la fonction Ç ,

Il est évident que d’après sa définition même (cf. ~10~ ~, p t ne peut être pair
lorsque q est impair. D’autre part, St est toujours évidemment un entier
strictement supérieur à 1. Donc



Mais alors, de (13) et (14), on déduit que,

si q est impair y est méromorphe sur le demi-plan ouvert cr > 1 2 , avec un

seul (simple) en s == 1 ~ de résidu H.. ~ ((l - t~"~)/(l - t"~)) ~
et cela en vertu de propriétés bien connues de ~(s) . Du théorème taubérien de
Ikehara résulte alors Inexistence de la constante C annoncée en (3).

3° Examinons maintenant le cas où q est pair : Dans ce cas, P. = 2 chaque
fois que û(. est un multiple impair de q/2 , et le raisonnement précédent n’est
donc plus valable.

Soit alors x(n) le caractère de Dirichlet module p défini par

Posons encore

Soit t un nombre premier, p , pour lequel c’est-à-dire (10) pour le-
quel ~3 - q/(q , 0153t) .
Alors

En effet, 03B2t est impair si, et seulement si, at est divisible par 2 au moins

aut ant de fois que q.

Par conséquent,

De sorte que, vu (18),



Mais alors y diaprés ~23~,

où G(s) est holomorphe sur le demi-plan ouvert a > ~ et borné sur le demi-plan

fermé 03C3 1 2 + s , quel que soit e > 0 . En effet, y G(s) est un produit infini

de puissances de facteurs 1/(1 - t t) , où 03B2t  2 .

4° Rappelons maintenant quelques résultats concernant les séries de Dirichlet.

(b) L(s) est holomorphe sur le demi-plan ouvert a > 1 .

avec ~~~ ( s ) holomorphe sur le domaine D(c, y p) défini par

Alors,

En outre, si x(n) est un caractère de Dirichlet module p distinct du caractère

principal, il existe des constantes positives ’y2 , c2 telles que pour

tout s dans D(c , p) ,

Ce résultat est dans le cas où 3 à E. LANDAU ~2~. Il y prend p == 7 ~

1 = 5 9 Y2 = 1 . (22) s’ en déduit facilement.

De (22) et de (20) g on déduit que L ~(s) vérifie les hypothèses de ( 21 ) pour des
constantes positives c, y , p convenables. En effet, la contribution des séries

L , associées au caractère principal modulo p, y c’ est-à-dire à

En outre, en rassemblant (?3~, (19~ et (20), on obtient
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D’ ~.u~re part, 20 ~ 9

c’est-à-dire7 y 

(23) et (24) permettent enfin le calcul de Ci’
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