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LOIS DE RéPARTITION DES DIVISEURS

par Gérald TENENBAUM

L'exposé oral avait pour but de présenter les résultats essentiels de (41, (8],
[9] et [10]. Nous nous contenterons ici d'un résumé succinct, renvoyant le lecteur,
pour plus de détails et pour les démonstrations, aux articles cités dans la biblio-
graphic,.

a,
1. Soit n =]7§_l pil avec P, < Py < eee <D, la décomposition en facteurs
premiers d'un entier., ERDOS a wontré [5] que 1'ordre de grandeur en moyenne de

log log p; est "approxinativement" i ; GALAMBOS a précisé ce résultat dans [6].

La répartition des diviseurs, permiers ou non, d'un entier est moins bien connue.
Alors que, pour les facteurs premiecrs, ce sont les quantités log log p qui inter-
viennent naturellement, le cadre le plus agréable pour les diviseurs quelcongues
est de les placer relativement aux puissances de n . Dans cette optique, nous dé-
finissons, pour tout entier n , une variable aléatoire Dn qui prend les valeurs

log d/log n, pour 4 divisant n , avec probabilité uniforme l/d(n) .

Dans [ 4], DRESS, DESHOUILLERS et L'auteur ont montré qu'en moyenne la loi de pro-
babilite de Dn converge vers la loi de l'arcsinus. Plus précisément, on a unifor-

mément en u dans (0, 1) et pour x infini,

) .

1 2 . p 1
(1) =y anx Prob(Dn <u) = — arcsin N O(Jlog -

2. Cependant, il n'existe pas de suite (ni) de densité positive tclle que la
suite des variables Dni posséde une loi limite. Ce résultat est une conséquence
facile du fait que la densité supérieure dc la suite des entiers n , ayant au
moins un diviseur dans 1'intervalle (%, n*"®(, tend vers 0 avec ¢ , pour

tout « strictement positif. Dans [8], on montre un résultat plus fort

Pour tout couple (A, t) de (0, 1) x (1, + «( , la suite des entiers n ,
ayant au mons un diviseur dans [nA v ) nl t[ , posséde une densité h(A , t) qui

est une fonction continue de (A , t) et qui vérifie
1
(2)ve>0, 56(e),1t21+¢e, na,t)cc(e)l -n)° [1og(t - 1) 7 E,

ou C(s) est une constante positive ne dépendant que de € et ou & vaut
1 - (1og(e logZ)ﬁog 2) = 0,0860...

La dcmonstration de l'existence de la densité n(A , t) nécessite une mejoration
préalable du type de (2), c'est-a-dire qui tend vers O lorsque A tend vers 1 .
Certeins résultats antérieurs ([7], od 1'on utilise un théoréme d'Erdss) laissent
supposer que 1'exposant & dans (2) est optimal. La majoration (2) nécessite a son

tour une étude de la répartition des facteurs premiers : on montre en particulier
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que le nombre de facteurs premiers d'un entier n qui appartienrent & 1'intervalle

(n M ’ l/t[ suit approximativement une loi de Poisson de paramdtre log 1/x .

Plus précisément, si f (A, t) désigne la densité de la suite des entiers n

ayant k facteurs premiers dans [nh/t nl/t[

(3) l)c\i log® )\(l T—_T) £, t) € ;, log" X L +—(———)-) ,

ou I' est la fonction d'Euler.

, ona, pour t >k + 1,

L'encadrement (3)'est obtenu en utilisant les relations entre fk+1 et fk : ces
relations faisant intervenir des produits de convolution, on peut en déduire, gréce
a la transformée de Laplace, des relations intdgrales liant fk(k, t) et la fonction
connue t 3 p(t) , étudide en particulier par De BRUIJN ([1], [2] et [3]) et qui
est égale & la densité des entiers n dont tous les facteurs premiers sont < nl/t.

On obtient, par exemple,
£ ‘
t -
(4) fo £.(x, u) p(t - u) du = -ki.-JZ (=) q (w) au

avec

dx
C&{(u) = I )\,l)k—i cee -idfk— .

X
.Su 1 x
i
L'encadrement (3) est enfin déduit de 1la combinaison de ces équations intégrales
et de certaines équations différentielles aux différences vérifides par les fk ’
par exemple

) S

(5) t—a-t-fo(x,t)=fo(A,t-1)-f0(x,t-x).
3. En faisant tendre t vers 1'infini dans (3), on voit que chaque densité

fk(k , t) admet une limite qui est une fonction continue de A . Dans [9], on mon-

tre que cette propriété est partagée par la fonction h(A , t) ; on a

lim h(h ’ t) = h(h)

t—co

avec
(6) (1 -4) gn(d) <6(1-2)°.

De plus, h(A) est également la limite, pour y infini, de la valeur d(A , V)

de la densité de la suite des entiers n ayant au moins un diviseur dans (yh, y[ .

4. Enfin, nous avons précisé 1'étude de la répartition des diviseurs en mon-
trant [10] que, pour tout couple (A, t) de (0, 1) x (1 , + ®( , la fonction
arithmédtique

n ~ prob(A < tDn <1)

posséde une fonction de répartition F(x) qui est telle que la mesure associde gF
soit une somme (infinie) de mesures de Dirac aux points diadiques a/2b ( a im-
pair ounul , b >1 ). Cela implique que 1'analogue pour les diviseurs de la denaw

té fk(x t) est identiquement nulle (c'est-a-dire que la densité des entiers n ,
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ayant exactement k diviseurs dans [n)\/t nl/t[ , est nulle pour tous A, t et
k 21 ), et ubme que, si (A, t) e (0, 1) x (1, + »( et ni—>¢(n) , tendant

vers + ® arbitrairement lentement, sont donnés, il existe une suite { de densi-

’

té 1, telle que, pour tout entier n de @ , le nombre des diviseurs de n dans.

(nk/t

’ nl/t[ est, ou bien nul, ou bien plus grand que d(n)/w(n) .

Ce dernisr résultat permet de se faire une idée intuitive de la répartition des
diviseurs : Pour presque tout entier n , les diviseurs de n sont concentrés dans

un nombre "fini" d'intervalles du type [na ’ nB[ .
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