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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 28-01
(Théorie des nombres)
18e annde, 1976/77, n° 28, 9 p. 6 juin 1977

CLASSES D'IDEAUX ET CLASSES DE DIVISEU

par 3erge LANG

Cet exposé représente un travail en commun avec D. KUBERT,

La théorie classique des corps cyclotomiques (KUHMER, EISENSTEIN, STICKELBERGER)
bénéficie depuis quelques années de points de vue qui ont grandement augmenté sa

portée.

1° Les travaux de LEOPOLIT et IWASAWA sur les corps cyclotomiques eux-mémes, les

classes d'idéaux et les unités.

2° Les travaux de NOVIKOV, ROBERT, COATES-WILES dans le cas analogue des corps

quadratiques imaginaires et de la multiplication complexe.

3° Les travaux de COATES et COATES-SINNOTT dans le cas analogue de la K-théorie,
visant aux conjectures de BIRCH-TATE et LICHTENBAUHM, v

4° La série KUBERT=LANG sur les classes de diviseurs & 1l'infini et les unités des

corps de fonctions modulaires.

5° Le théordme de RIBET, démontrant la réciproque du théoréme d'Herbrand reliant
l'existence de classes d'idéaux d'ordre p et la p-divisibilité des nombres de

Bernoulli,

6° L'analyse par SERRE des propriétés de congruences du terme constant dans le
gq-développement des formes modulaires (comprenant en particulier les nombres de

Bernoulli pour le cas le plus classique).

7° Le lien entre certains éléments d'anneaux d'entiers cyclotomiques et endomor-
phismes de variétés abéliennes ou jacobiennes, en particulier de courbes de Fermat

ou de courbes modulaires.

I1 semble que les progres en cours dépendent de plus en plus des relations étroi-
tes entre le cas cyclotomique classique et la géométrie algébrique. En outre, cer-
tains aspects entiérement algébriques ont été mis en évidence, indépendamment de
leurs applications arithmétiques. Nous nous proposons d'en décrire quelques uns.
Dans une certaine mesure, des probldmes classiques et contemporains consistent &
remplir les cases vides de la table suivante, i. e, dans chaque cas, décrire les

objets de la colonne de gauche.
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Cyclotomique Fermat | liodulaire Dim

\Y
N

Classzes de diviseurs,
Structure galoisienne

Indice de
Stickelberger

Unités

Unités spéciales

Correspondance

Les unités spéciales sont les unités cyclotomiques, modulaires, elliptiques, uni-
tés de Stark (conjecturalement, voir [St]), constituant un groupe distingué dont le

groupe Tacteur dans toutes les unités est fort intéressant.

Dans chaque cas, »on analyse une situation ol un groupe I' , essentiellement de
Cartan, opére sur un module X , qui est alors un module sur 1l'anneau du groupe
ZT] . On conjecture, ou on démontre, que X ecst cyclique sur l'anneau du groupe,
et méme que I opeére de fagon simplement transitive sur des générateurs de X . On
obtient alors un homomorphisme

Adr]l—x,

dont le noyau est appelé idéal de Stickelberger, et dont on essaie de déterminer la

structure exacte, y compris par exemple 1l'indice dans Z[F] . Ce schéma général
doit bien entendu &tre précisé. On peut prendre Ep au lieu de Z , ou bien aussi
une extension (non ramifide si possible) de EP qui permet d'effectuer une décom-

position par rapport aux caractéres de I .

Enfin, on n'a pas seulement qu'un seul groupe I , mais on se place dans une tour

de Galois, avec une limite projective de groupes

F=1lnTl_,

avec une théorie pour chaque étage, et des théorémes portant sur la limite, en par-
tie résumant des propriétés valables en chaque étage, mais allant aussi au deld,

dans 1l'algébre limite dite d'Iwasawa,
A= 1im 3(p") [T],

qui est voisine d'une algtbre de séries formelles 'Zp[[Tl y eee s TS]] , avec

s = 1 dans le cas le plus classique.

Nous toucherons ici surtout ce qui a trait aux diviseurs, laissant de cdté les

unités, théorie de Kummer, etec.

Nous allons maintenant donner des exemples concrets.
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1., Idéaux de Stickelberger.

Commencons par un aspect purement algébrique. Soit k wun entier 21, p un

. . . . .o . n .
nombre premier qu'on prendra impsir pour simplifier. On pose N = p . Soit

* *
;2 Z(N) " si k est impair et G=32(N) /&1 si k est pair.
’z CR) rd e * Y *
On éerit les éléments de G comme O s @ E_&(N) ol ‘Q(N) /i 1,
R=2ZG t R =2Z]G
~£ ] € D n?[ ] ’

deg + R —>2Z 1le degré, c'est-a-dire 1'homomorphisme d'augmentation qui envoie un

é1ément sur la somme dec ses coefficients.

B, (x)

k-iéme poiynbéme de Bernoulli.

Par exemple,

X - et B

3,(x) 2

]
=

5, (1)

() =¥LY TR 0T

La notation €%> signifie le plus petit nombre ratiomnel > 0 dans la classe de
g - o £ Bt = -
a/N mod Z . On & posé zk(x) _gk(x) _g_k(o) .
Pour tout caractére x de G, ona x(8) = %-Ek y (définition des nombres de
’
Bernoulli généralisés de Leonoldt).

I(k)(N) = idéal de R engendré par les éléments O, = ck avec les entiers ¢

premiers & N . De méme, Iék)(N) = idéal de Rp engendré par ces mémes éléments.

THEORFIE 1. 1.

(i) On a Reﬁ NR= I<k) Gi .+ En fait, si un élément § de R est tel que
E0' € R, alors € € I(k) .

(ii) On & Rp ek nNR = Iék) 6y - En fait, si un élément € € Rp est tel que

k
€6 € Rp , alors E € Ip ) .

Pour k = 1 , ce théordme est essentiellement da & IWASAVA [ Iw 7;. Pour k >1 ,

I(k) intégralise Oy (ctest-3-dire 1'inclusion I k 6, SR ), est at
essentiellcment & MAZUR et COATES-SINWOTT (voir [L3], Chapitre XIII, § 2, formule
E2, et [C-S 1], [C-S 2]). La réciproque se trouve dans KUBERT-LANG [X-L 8. On

éecrit

le fait que

E = 2 z(v) o, avec z(b) € 2 ou Zp ,
puis

0! =NT I 2 a(v) £ BU(ED) o7,

d'ou 1l'on conclut que

yE-l b
- Zb z(b) 3é(%ﬁ>) est p~intégral.
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En regardant une formule élémentaire pour les polynémes de Bernoulli semblable a
la formule du binéme, et en regardant le terme dominant (1e premier terme), on trou-
ve les conditions qui permettent d'affirmer que € est dans I(k) ou Iék) selon

le case.

Soit RO 1'idéal d'augmentation dans R , c'est-a-dire 1l'ensemble des éléments

de degré O + Soit t 1le plus grand entier tel que
k =0 mod w(pt) ’
ou ¢ est la fonction d'Euler.

THEORENE 1. 2.

[}

(i) Si k est pair, on a

ordpk—t 1
: R R6) = N - =3B
(Ry + By n RO) = Np AT E Py
(i1) Si ok est impair, on a
ord k
-, _ P n _ 1
(R" : Ren R) = Np | impair -ﬂ{—Bk,X .

Pour k = 1 , le théortme est df & IWASAYA [Iw 7). Pour k > 1 , il se trouve
dans KUBERT-LANG [K-L 8]. On a noté R le sous-module de R qui est 1l'espace de

valeur propre - 1 pour c_l .

L'intersection R. N RS ou R6 N R est 1'idéal de Stickelberger, noté Sk ou

0
$k(N) .

On notera que pour k = 1 , SINNOTT [Si] 2 donné une formule pour l'indice de

1'idéal de Stickelberger également dans le cas ou N est composé, c'est-a-dire

n'est pas nécessairement la puissance d'un nombre premier.

2. Agglications.

La premidre application, la plus classique, est celle du cas k=1 . La factori-
sation de sommes de Gauss (Cf. par exemple [L 17, Chapitre IV, ou [L 4], chapitre

I) montre que certains id€aux sont principaux, et 1l'on tire :

Soit X = Q,_(pN) et G = Gal(X/Q) . Alors 1'idénl de Stickelberger avec k =1

annule C1(k) (groupe des classes d'idéaux de K ).

La conjecture d'Iwasawa-Leopoldt [Iw 7], [Le 10] dit que C1(K) est engendré par

un scul éléuent sur 1'-nneau du groupe Z G}, ot donc qu'om doit avoir un isomor-
hisme : - o~

p el ~cp .
La conjecture de Kummer dit que C;’(p) =0 .

Pour k = 2 , COATES et SINNOTT [C-3 2] wmontrent que 1'idéal de Stickelberger S,

annule K2 o, ou 0 est l'anneau des entiers dans le corps cyclotomique réel.
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Pour k = 2 , KUBERT et LAWG [K-L 7) montrent que 1'on a un isomorphisme de

R0/82 avec un groupe de classes de diviseurs & 1'infini (cuspidaux) sur la courbe

modulaire Xl(N) .

Ceci conduit & penser que, dans le cas traité par COATES-SINNOTT, on a également

un isomorphisme, clest-d-dire que K2 0 est cyclique sur 1l'enneau du groupe.

Dans les deux cas précédents, on a G E‘Z(N)*/i 1 . Pour traiter des classes de
diviseurs cuspidaux sur la courbe modulaire X(N) (et pas seulement Xl(N) ), i1
faut considérer un groupe de Cartan C(N)/+1 , avec C(pn) = unités dans 1l'exten~
sion non ramifide de degré 2 sur Ep mod p- (Voir [K-L 2], [k-L 6], [K-L 7]).

Pour k > 2, 1l'identificetion du module Tacteur par 1'idéal de Stickelberger

avec un objet associé aux domaines bornés symétriques reste i faire.

3e Twistings.

On devrait dire "torsion", mais comme on sait, le mot en frangais a été employé
pour désigner des éléments d'ordre fini dans des groupes. On se servire donc du mot

anglais, priere de ne pas prévenir le ministre de l= langue francaise

COATES et SINNOTT, dans le papier déja cité, montrent que 1'idéal de Stickel-
berger avec k = 2 annule K2 0 en établissant un isomorphisme de K2 ¢ avec un

twist du groupe des classes d'idézux dans le cas cyclotomique.

On peut extraire une discussion algébrique générale qui illumine la situation,

comme suit, sans référence & la K-théorie,

On pose encore I = pn avec p premier, mais on permet p = 2 dici. On pose

n\%
Pour ¢ premier & p , posons maintenant
n -1 k n n
8 () =07 (o, - c™) o, (p) € 2(p7) [,

donc nous considérons 1'élément de Stickelberger (modifié par ¢ ) comme ayant

ses coefficients dans gﬂpn) .

Soit V un Zﬂpn) [Gn]-module. On définit son twist comme étant le produit ten-

soriel avec les racines de 1l'unité
V(1) = Ve py .
Alors un élément o dans G opdre diagonalement,
o(v®y) =ov@oy et ca(v ®y) = a(oa VO ) .
Comme conséquence des définitions, on obtient la formule
ek’c(v ®vy) = O 1,6 VO

voir la formule E2 de [L3], Chapitre XIII, due 2 MAZUR, suivant les travaux
d'IWASAVA,
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En particulier, si anmule V , alors O, . annule v(1) .
9

ek—l,c
ny_o

L'argument extrait dans un contexte général celui donné par COATES-SININOTT dans

le cas des classes d!'iddéaux et de la K-théorie.

I n B . a4
Prenons V =‘é(p ) [Gn] » Soit vy un générateur de bag 9 de sorte que o, ® v

est un générateur de V sur 1l'anneau du groupe.
L'application € > g(cl ® y) donne un isomorphisme

2" [6 J—=2z(") [eJon .
p

Soit $k(pn) = idéal de ‘g(pn) [Gn] engendré par les éléments © (pn) . Alors

k,c
l'isomorphisme ci-dessus induit une bijection

n n

Donc on trouve un isomorphisme
n o n
Ah/gk(? )'_—9 An(l)/gk—l(p ) ¥ ppn ’
o 1'on a posé A =.é(pn) [Gn] .

On peut alors passer a la limite projective. La limite des A.n est 1'algébre

d'Iwasawa, isomorphe & Z@[[T]] .

Si Sk est 1'idéal engendré par les éléments I

. n
, limites de ek’c(p ) , on

obtient un isomorphisme

1\/5k —_— 1\(1)/51{_1(1) .

Cet isomorphisme permute les espaces propres pour 1l'action de “p—l .

Les conjectures de KUMMER et IWASAYA-LEOPOLDT dans le cas cyclotomique permet-
traient d'identifier la situation de la limite projective des classes d'idéaux avec

la situation "générique" décrite ci-dessus (Voir [Le 10] et [KL 97).

Dans le cas de la tour modulaire, on sait le faire puisque la série [K-L] donne
des réponses préciscs aux questions de la structure du groupe des unités et des

classes de diviseurs cuspidaux.

4. Correspondances.
I~

Pour terminer, notons que la ligne du bas dans la table "correspondance", en fait
doit se placer dans l'espace & trois dimensions, car il s'agit d'établir des rela-
tions entre les objets associés & chaque cas (cyclotomique, modulaire, Fermat) ou
bien par spécialisation allant du cas de la géométrie algébrique dans le cas du
corps de nombres, ou bien en remontant le corps de nombres dans le cas de la géomé-

trie algébrique.

Pour la courbe de Fermat, voir RONRLICH [Roh] pour la détermination de la struc-
ture du groupe des classes de diviseurs engendrés par les points & 1'infini. Con-
trairement au cas modulaire ou cyclotomique, ou le premier étage a un groupe d'or-

dre premier & p (d'ordre p - 1 ou (p2 - 1)/2), le groupe pour la courbe de
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Permat de niveau p est d'ordre p3 . C'est le groupe d‘'automorphismes évident par

les

[co

[Co

[co

[Co

[C -

—-ictmes racines de 1l'unité, de la courbe projective
’ p

3]
4]

L]

2L+yP s+ =0,
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