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Séminaire DEL/NGE-PISOT-POITOU 26-01
(Théorie des nombres)
18e annéde, 1976/77, n® 26, 7 p. 16 mai 1977

SUR CERTLINES FONCTIONS LRITHMETIQUES

par Jean-Loup HMAUCLLIRE

*
On appelle fonction additive une application f : N —> C telle que
f(mn) = £f(n) + f(n) lorsque (m, n) =1 ; si f(mn) = f(n) + £(n) quels que

soient m et n, f est dite "completement additive" .

I

P. ERDUS a démontré que, si f est additive, et si {f(n)} est une suite crois-

sante, alors f(n) =c logn (voir [1]).

On peut étendre ce résultat de la faéon suivante :

THEORENE I. - Si f est additive, s'il existe a et b entiers tels que

e
(a, b)) =1 et que {f(an + 1)} n€ N soit une suite croissante, alors il
’ et _que ’ 2

existe ¢ tel que f(n) =c logn pour (n, a) =1 .

Remarquons que la condition (a, b) =1 n'est introduite que pour simplifier

1'énoncé du théordme (2 ce sujet, voir [2], p. 6).

Preuve du théordme I, - L'outil essentiel sera le résultat suivant ([3], § 5,
P. 47, Théordme 2.1) :

%
(R) si x y ¥, 2€ N - {1} ,etsi (x, 5y, z) sont multiplicativement indé-
pendants, si f est une fonction telle que

@ a, o o o a
fxly222)=tx1)+ £y )+ £(z?) y OU @, 0y, % €N,

3 ~
. .. k 4 m
si f est croissante sur 1l'ensemble N ={n=x y 2z , k, 4, m€ §} , alors

f(n) =c logn quand ne N .
On suppose a # 1 (le cas a =1 a été traité par I. KATAI dans (47,

1° On démontre que si (a y nl) =1, f(n?(a)) = @(a) f(nl) y ou ¢ est 1'indi-
cateur d'Buler.

En effet, soient Py s see 5 P ¢(a) nombres premiers distincts tels que

o(a)

p; n; =1 moda, 1<icgqg(a),

et Ny 5 Dy oy 1y trois entiers premiers avec Ny oy aVEC D, oy Dy oy ees p¢(a)

premiers entre eux deux & deux, et tels que

=
1]

> 1 mod a,

=]
W
1t

1 mod a ,

=2}
It

4 =b mod a .
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@ a2a3

. 1
La fonction f(. n4) - f(n4) est croissante sur {(nlpi) n,” 135 (al,az,QBEE)},
et égale f(.) sur cet ensemble.
On applique R , et l'on a
F
B f(n2) ~ ;(nB)
log n, log n3

o(a) 9(a)

¢(a) £(n)) + f(r&=l p;) = 9(a) ¢ logn +c log(ll_, p;) -

f(nl pi) =c 1og(n1 pi) , (1 <i<ogla)), avec ¢

On en déduit

De méme, f(. n,) = f(n,) est croissante sur
4 4 o, o, «

3
{(pl X ese X pw(a)) n," g ),

dtoh, par R,

9(a) o(a)

(M p.) =c¢c 10g(M1

j=1 Pi i=1 P;)

“ %
n

(¢
Enfin, £(. n4) - f(n4) est croissante sur [(nf(a)) ) 1y

%)

« On obtient,
par R,
f(nf(a)) = @(a) c log n, o,
d'ol f(nf(a)) = @(a) f(nl) .
2081 m<&n, (mn ’ a) =1, f(m).s f(n) .
En effet, soit 4 =b mod a , (4 , mn) =1 . 0n a
e@®®) ) < £(@™2) ) |

D'ou
r@¥2)) < £(a¥2)y
et dlapras le 19,
f(n) < £(n) .
[0 (07

2 .
30 D'aprés le 2°, f est croissante sur {pll p,” ..., p; Dremier, p, [ a} ;

dtaprés (R), on a f(n) = ¢ log n sur cet ensemble, ce qui établit le résultat

annoncé.

IT

On doit & E. WIRSING le résultat suivant [4] :

Si f est complétement additive, et si f(n + 1) - f(n) = o(log n) ’
f(n) =c logn .

On peut le généraliser de la fagon suivante :

THEORELE II. - Si f et g sont complétement additives, s'il existe a , b,

(a, b) =1, tels que

flan + b) - gln) = o(log n) ,
alors,

g(n) =c lognn



26=-23

£(n) = c logn pour (n, a)=1.

Preuve.
10 0n a flan + b) - g(n) = o(log n) . On pose b = elb] , e=%1.

Alors, pour n = iblm ,

blw)) ,

£((am + €)|b]) ~ (|plm) = o(Logl

d'ou

f(an + €) - gln) = o(log m) .
2° On démontre
e((a+ 1)n+ ) - gln) = o(log n) .
En effet, pour = = (a+ 1)n+ ¢, ona
em+ e=al{a+ )n+e) +e=(a+1)(an+ ) .

Comme
f(am + ¢) - glm) = o(log m) ,
(£(a + 1) + £(an + €)) - g((a + 1)n + €) = o(log n) .

or flan + ) - g(n) = o(log n) , donc
g((a + L)n + €) - g(n) = o(log n) .
30 On démontre que g(n) =c logn .

On utilisera le fait que, si g((a + L)n + e) - g(n) = o(log n) , alors

glan + €) — g(n) = o(log n) ; c'est une conséquence du résultat suivant :

.o

si g((a+ 1)n+ ¢) - g(n) = o(log n) , alors e((a + 1)n - €) = g(n) = o(log n) .
Ce dernier rdsultat s'établit comme suit : si e=+1, ona
g((a + 1)[(a + 1)2 n3] + 1) - gl(a+ 1)2 n3) = o(log n) ,
i. e« gl(a +1)n +.l) + g((a + 1)2 22 - (a+ 1)n+ 1) - 3g(n) = o(log n) . Mais

e((a + 1)n + 1) - g(n) = o(log n)
et

s((a+ 1)2n2-(a+)n+1) =g(a+1)([a+)n=-1In)+1]
- 2((a + )n = 1) + a(n) + o(log n) ,
d'ott, par substitution,
z((a + 1)n - 1) - g(n) = o(log n) .
Si e=-1,ona

c((a + 1)((a + 1)n%) - 1) - 2g(n) = o(1og n) ,
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i, e. g((a + l)n + 1) + g((a + 1)n - 1) - Zg(n) = o(log n) , €t par conséquent,
come g({a + 1)n - 1) = g(n) + o(log n) ,

g((a + 1)n + 1) - g(n) o(log n) .

Ainsi, si g((a + l)n + s) - g(n) = o(log n) , On a simultanément

g((a + 1)n = 1) - g(n) = o(log n) ,

et

g((a + 1)n + 1) = g(n) = o(log n) .

1

Alors,

g((a + 1)n + 1) + g(a) g(a(a + 1)n + a)

g((a + 1)(an + 1) = 1)

i

g(an + 1) + o(log n) .

Mais g((a + l)n + 1) + g(a) = g(n) + o(log n) ; donc g(an + l) - g(n)::o(log n),

et naturellement

glan - 1) - g(n) = o(log n) .

En itérant, on obtient gln + 1) - g(n) = o(log n) , et, par le résultat de

WIRSING, précédemment cité, g(n) =c logn .
4° Notre hypothdse devient
f(an + €) = c logn = o(log n) .
Si e=-~-1, 0n a2 f(a2 n2 - l) = 2¢c log n + o(log n) ;s or,
f(a2 n? - 1) = f(an + 1) + f(an - 1) = f(an + 1) + ¢ log n + o(log n) ;
donc f(an + 1) =c log n + o(log n) .

On a donc, de toute fagon, flan + 1) =c logn + o(log n) .

I

3
Soit alors m tel que (m,a)=1; &tout ke N , on associe p(m,k) € [1,a[

tel que o p(m , k) =1 mod a . Alors,

f(mk p(m , k)) =¢ 1og(mk p(m , k)) + o(log(mk o(m , k)) ,
d'ou
f(mk)

log n

=C+0(1), (ké"'m)’
et par conséquent f(m) =c logm .
I1I

Pour terminer, mentionnons quelques résultats dont les démonstrations se trou-
vent dens [2] .

St

| THEOREE ITI. 1. - @ &tant un entier 20 , on désigme par 6, la fonction ad-

ditive définie de la facon suivante :




pour &« >0 ,
1/2 si 2a+1|n
6a(n) = - 1/2 =i ZQHn

0 si QQ,Yn.

Soient f et g deux fonctions additives, On suppose que

. 1 ;
llmxﬁ+«>§'zﬁsx |f(an + eb) = g(n) - 4] =0,

3¥*
on a,belN , (a,b)=1, e==%1 (fixé).

1° Cas o a est pair. - Il existe une fonction complétement additive

faisant 3

lim 'l
X4 X n<x

et une fonction additive h satisfaisant a

* .
n(n) = b((n , b)) pour tout ne N .

6" + €) - g'(n) - g'(k)| =0 pour tout k >a

gl
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satis=

(i.e. B(F") =0 si r>=1 et pfo, et h(p*) =n(d* si r>a et pp,

a>1), telles que

%
g(n) = g'(n) + h(n) pour tout ne XN

et
f(n) = g'(n) + h(n) pour (n, a) =1

ae

ona & =g'(a).

2° Cas ou a est impair. - b peut 2tre pair ou impair. On suppose que

%o, a@>o0.

I1 existe une fonction g' et une fonction h satisfaisant aux conditions indi-

quées plus haut, et une constante A , telles que

g(n) = g'(n) + h(n) + héa(n) pour tout n € Ef ,
et
f(n) = g'(n) + h(n) - héa(n) pour (n, a) =1.
On a
A = 2g(2®1) - g(2%9) - g(2%)

L=¢g'(a) si b est pair,

4 =g'(a) =X si b est impair.

THEORENE III. 2. - Si f ot g sont deux fonctions additives, et si

+*
f(an + eb) - g(n) =0(1) , o4 a,beN , (a,b) =1, e==1 (fixé), il

existe d tel que

3
g(n) - d log n est bornée sur N ,

et

f(n) - 4 log n est bornée sur l'ensemble des n tels que (n, a) =1 .
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On remarquera que le théoréme III.2 donne une condition nécessaire et suffisante

pour que f(an + eb) - g(n) = 0(1) .

THEOREME III. 3. - Si les hypothdses du théordme III. 1 ont lieu avec a = 1 ,

il existe ¢ tel que g'(n) =c logn .

La preuve est immédiate, moyennant que le théoréme 1 soit établi. On a en effet
. 1 ,
11mx_ﬂ_oo-;{--zngX lgt(n+€)-g'(n)] =0,

et par un résultat de I. XATAI, ona g'(n) =c logn .

THﬁORﬁME ITT. 4. - Soient f et g deux fonctions additives.

#*
Etant donnés a2 et be N avec (a, b) =1, et e==x1 (fixé), on suppose

que f(an + €b) - g(n) tend vers une limite finie & quand n tend vers + ® .

1° 3i a est pair, il existe une constante c¢ et une fonction additive h

satisfaisant a
3%
h(n) = n((n , b)) pour tout n €N

(autrement dit, telle que, si pYb ’ h(pr) =0 pour tout r =1, et, si p

avee « >0, h(pr) = h(pa) pour T > a ), telles que

g(n)

1l

#
¢ log n + h(n) pour tout n€eXN
et

f(n) = ¢ log n + h(n) lorsque (n, a)=1.

2° 3i a est impair, et 2aHb avec o =0 , il existe deux constantes c¢ et

A, et une fonction h du type indiqué ci- dessus, telles que

c log n + hin) + kéa(n) pour tout n € N

i

g(n)
et

f(n)

ou 6& est la fonction définie précédemment dans 1'énoncé du théoreme III. 1,

I

¢ log n + h(n) - Aﬁa(n) lorsque (n, a) =1,

On a

4 =c¢ log a dans le cas ou b est pair,

4 =c¢ loga~ AN dans le cas o4 b est impair,
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