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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 25-01
(Théorie des nombres)
18e année, 1976/77, n° 25, 7 p. 9 mai 1977

RELEVEMENT ET FORMES QUADRAT IQUES k 4 VARIABLES

par Jean-Loup WALDSPURGER

Cet exposé fait suite & un article de EICHLER : Theta functions over Q and over
‘QC/Ej [4], dans lequel il cherche & appliquer, aux formes quadratiques a 4 varia-
bles de discriminant premier ¢ , les méthodes qu'il avait auparavant utilisées
pour traiter le cas des formes de discriminant carré, en particulier, la construc-
tion des matrices de Brandt. Il obtient alors des résultats sur les formes de Hil-
bert sur _QQJE) ainsi qu'une version "series theta" du reldvement de Doi~Naganuma.
On résumera ici 1'idée de la démonstration d'EICHLER, sous des hypothises plus gé-

nérales.

l. L'algébre de Clifford.

Soient k un corps de nombres totalement réel, 0, Son anneau des entiers, et
S un espace vectoriel de dimension 4 sur k muni d'une forme quadratique q . Son
discriminant est bien défini dans 1c></lc"<2 , €t on suppose qu'il n'est pas un carré.
On peut alors lui associer une extension quadratique K de k . Supposant que q

est définie positive en toute place réelle de k , alors K est encore totalement

réel. Notons GK/k le discriminant de 1'extension K/k « 31 L est un réseau de
S, on peut définir la norme q(L) : c'est 1e 0, ~module engendré par {q(a); a€L};
et son déterminant 6(L) ¢ si L &a une base sur Qk , clest le ok-module engendré
par le déterminant de la matrice exprimant la forme ¢ dans cette base, sinon

clest le produit des déterminants locaux de Lp sur k_  pour tous les idéaux pre-

p

miers p de 0 + L'hypothése sera qu'il existe dans S un réseau Ly de norme

q(LO) = 0 et de déterminant 6(LO) = GK/k . Un tel réseau est alors maximal, i. e.

il n'existe pas de réseau de m8me norme le contenant strictement.

La lre algdbre de Clifford associée & S est le k-espace engendré par les sui-
tes (al coe ar) ou a, € S , soumises aux relations de multilindarité évidentes,
et aux relations :

(ab) + (ba) = q(a + b) - g(a) - q(b) .
La multiplication est donnée par
(al cee ar).(bl .oo. bs) = (al ) ar bl coe bS) .

La 2e algcbre de Clifford C est la sous-algdbre engendrée par les suites
(al ess ar) pour r pair. On montre que le centre de C est isomorphe & 1'exten-

sion K , et que C est une algtbre de quaternions sur ce centre.

PROPOSITION. - L'algébre de Clifford C est 1'algdbre de quaternions sur X , dé-

finie, et non ramifide en toute place finie (i. e. pour toute place réelle v de

———
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K

’ Cv est isomorphe au corps des quaternions de Hamilton, et pour toute place

finie, C_ est isomorphe 3 1'algtbre de matrices M2(Kv) )e

L'antiautomorphisme de C est défini par

(al soe 8.21,.) F—% (a2r oo al) ’

on le note M+ , I1 laisse stable le centre K . On plonge S dans la lre al-
gtbre par ar—> (a) . Si M e C et ae S, 1'élément [(a) M est de la forme

(b) pour un b € S .

PROPOSITION. - L'application a+>b , oi (b) =M(a) M , avec 1 € C, est une

similitude directe de 3 de norme nK/k(NC/K(M)) . Réciproquement, pour toute simi-

litude directe de S , il existe un M€ C et un t € k tels que la similitude

soit donnée par

ar—> tb , ou (b) =M(a) M

(on note NC/K(M) = NI =M ).

On rappelle qu'un ordre de C est un réseau sur 9% qui est un sous-anneau de
C+S8i L estun réseau de S , on peut lui associer un ordre GL de C : c'est

le Ok—module engendré par

{t(al ces a2r) ; a; €L et t e q(L)™3 .

On peut voir que O est maximal si, et seulement si, q(L) est la norme

nK/k(I) d'un idéal de K . En particulier, OLO est maximal. On se restreint aux
résegux L maximaux d'ordre associé maximal. 3i T est un OL-idéal a4 gauche
(i. e. un réseau de C tel que 9= ), on pose

L) M= {2(a) M; teo , e et ac L} .

. k
THEOREME 1. - L'ensemble L' = B(L) W est un résean maximal de S , d'ordre as-
socié GL' maximal. Cet ordre OL’ est 1l'ordre & droite de %i . Réciproquement,

~

si L et L' sont deux réseaux maximaux de S , d'ordres associés maximaux, il

existe un idéal T d'ordres & gauche GL et a droite OL, et un idéal m de k

tels que (L') = oT(L) W . On a 1'égalité

[

a(®) = n® o (0 4 () o(1) .

De plus, si (m1 ’ m&) et (m2 ’ ﬁz) vérifient les conditions précédentes, il

existe un idéal I de K tel que m% = ﬁﬁ I et m, = nK/k(I) D, e

(On note N, /K(s};) le o

—odule engendré par {NC/K(M) s Me W W)

2. Le théoréme algébrique de reldvement.

On introduit les matrices de Brandt. Au-dessus d'une valuation réelle v de k ’
1'algébre CV est isomorphe au produit H x H , ou H désigne les quaternions de

Hamilton. Fixons une -fois pour toutes un nombre {4 entier pair strictement positif.
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Il est bien connu que gf a essentiellement une seule représentation complexe ir-
réductible de dimension 4 + 1 « On en choisit une qu'on note T, . On en déduit

7 . X
une représentation R, de C
wyV v

c; — " x B —s oL((s + 1)2 , Q)

M p— (Ml , 1) —> rx(Ml) ® rz(Mz) .

Si Me C, on pose %W)=®R (1) .
v V

. 1 . s 7 z .

Soit © 1'ordre maximal de C associé au réseau L, , et (mb)a=l...h un
systéme de représentants des classes d'idéaux d'ordre & gauche O (deux idéaux
M et T sont équivalents s'il existe M € C tel que M= M ), On note Oa
l'ordre a droite de ﬂ% (ils ne sont pas tous distincts en général), et ey le

nombre d'éléments du quotient O;/OE o« Pour I wun idéal entier de K , on pose
-1
TTOZB(I) = ;{ Rz(ﬁ) eB 9
ou on somme sur les M€ C tels que

(a) mgl.m% M entier (i. e. ME m%l o, )

~1
(v) NC/K(E% m% M) =1,
(c) Dans un ensemble f{el ; ¢ € OE} , on ne prend qu'un élément (on vérifie

qu'on a Rz(dﬂ) = RZ(M) ).

La matrice de Brandt est alors la matrice & h(4 + 1)2[k;Q] lignes et colonnes ¢

B,(I) = (”aB(I))a,B=1...h ’

Pour toute place réelle v de k , on fixe une base (pv,v)v=l...(£+l)2 de 1l'es-
pace des polyndmes sphériques sur Sv pour la forme q , homogénes de degré £ .
On pose r = [k:Q] . Si L est un réseau de S, n un idéal de k , et
V= (vl cee vr) € {1 eas (£ + 1)2}r , on pose
0 r
my(v, n, 1) =2 (_, pvi,vi(a)) ’

ol on somme sur les a € L tels que q(a) o = nq(L) .

un systéme de représentants des classes d'idéaux du corps k .

Soit (hi)i=1...n
-1

Notons, pour n un idéal de k , |n| = nk/Q(n « On pose

Z& L 0
mz(v y o, L) =2, Ihi] m,(v, n, h; L) .

On définit la matrice colonne & (4 + l)2r lignes :

m,(n , = (m,(v, n, R
dlm s 1) = (g L))ve{l...(z+1)?}r

Posons enfin L = TL(L,) T, . On définit la matrice colomne & h(4 + 1)% lignes.

my(n) = (my(ny L))oy,

L]
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Ces matrices ont pour coefficients des coefficients de séries th8&ta sur k .

Si p est un idéal premier de k , on définit les opérateurs de Hecke
~(#+1)

Il

Tp mz(n) mz(np) + | mz(np'l) ’

|-2(124+l) n (np—-Z) _ |p|—(£+1) m,@,(n) , si P divise n ,

T 5 mﬂ(n) mﬁ(npz) + Ip

£
p

= mz(npz) si p ne divise pas n .

Clest une transcription de la définition classique.

THEORENE 2. - On peut trouver des bases (Pv v) des polynbdmes sphériques telles
?
que

(a) Si p est un idéal premier de k , décomposé en P,+P, dans X, on a

1'égalité

Tp mz(n) =-% [Bz(ﬁl) + Bz($2)]mz(n) .

(b) Si p est premier 3 6K/k et ne se décompose pas dans K , on a 1'égalité

Bz(p) mz(n) =T > mz(n) + lpl_(z+l) mz(n) .
p
Autrement dit, la correspondance établie par le théoréme 1 entre réseaux de S
et idéaux de C transforme les opérateurs de Hecke en les matrices de Brandt. Il
est & noter qu'on n'a pas, semble-t-il, de résultat analogue pour des matrices mg :

on est forcé de faire intervenir les classes d'idéaux du corps k .

3. Expression analytique du relsvement.

On suppose k = Q . Les hypothéses reviennent alors a se donner un nombre Al po~
, si 4, =1 mod 4, A= 4Al si

Al =2o0ou3 mod 4 , et & se donner une matrice carrée F a4 lignes et 4 colonnes,
entidre, symétrique et paire, de déterminant A , et définissant une forme définie

positive. On a K =_QCJE) .

sitif et sans carrés, & poser A =4

On a encore besoin de tenir compte du fait que le nombre de classes de K n'est
pas supposé &tre égal & 1 , ce qui nous oblige & modifier la définition des matri-

ces de Brandt. Soit toujours GL 1'ordre maximal de C associé au réseau LO et
(Oa)a=l...h'
pour 1l!'équivalence donnée par les automorphismes intérieurs de C . Soit ﬂ% un

un systéme de représentants des classes d'ordres maximaux de C ,

idéal d'ordre 3 gauche OL

Q

présentants des classes d'idéaux de K . On peut trouver des sous—-ensembles

c ! I
Coy © {1 eee n'}, tels que (m‘a Ii)ie(?a,ot:l...h'

et & droite O, et (TL)yoq., ., un systéme de re-

soit un systéme de représentants

des classes d'idéaux de C ., Le cardinal ]Ca ne dépend pas du systéme choisi.

Pour 1! un idéal de C d'ordre & droite OB et I wun idéal de K , on pose :

P, 1) = 3, &,(T) egl,
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ol on somme sur le méme ensemble de M que précédemment (en remplagant ﬁ%l mb

par 9. ). On définit la matrice de Brandt réduite :

B)‘Z(I) = (”&b(l))a,;}:l...h‘ !

, cgl  nt 4 Ot .
avec ﬂaB(I) =— Zk:l IIkI m (ﬂ% ﬂb L, I).

(on pourrait aussi faire intervenir des caractéres du groupe des classes (Ik) .)

Ces matrices réduites vérifient les mémes propriétés de multiplicativité que les
opérateurs de Hecke (sur les formes de Hilbert sur X ). De plus, elles diagonali-

sent toutes dans une méme base.

On va utiliser la théorie adélique des formes automorphes (Cf. WEIL) pour défi-
nir des formes de Hilbert sur K . On note A 1les ad®les de K, I les idéles,

et B, le sous-groupe de GL2(§) :

~

. X
B =73 veia, =1},

On note d 1la différente de K[@ , et | 1le caractere canonique de A/K . On dé-

finit une matrice de fonctions sur BA , & valeurs dans C :

s (= 2)/2 . "
F(G 7)) = 2 B! (div(g dx)) |x| (2+2)/ exp(-2n(g, x, + &, x,) ¥(&) ,
EeK”
€x totalement >0
ol gl v 500 Xy 5 X, sont les images de & et x dans les deux complétés réels

de X . On montre alors que F se prolonge sur GLZ(A) en une matrice ©® de for-

mes automorphes paraboliques de poids &4 + 2 , de niveau 1 et sans caractere.

On sait définir, pour P wun idéal premier de K , un opérateur de Hecke !P$

agissant sur les formes de Hilbert (Cf. WEIL).

PROPOSITION, — On a 1'égalité

Ty ® = Bk(f.fr‘)) e.

On définit comme précédemment les réseaux L, = E%(LO) ﬁa , €t pour n e N, une
matrice colonne mz(n) 3 nt.(d + 1)2 lignes. Pour T €C, Im(T) >0, on pose :

o]

3(1) = Zﬁ:O mz(n) exp(2minT) .

Les coefficients de cette matrice sont des formes modulaires paraboliques pour
I‘O(A) , de poids & + 2 et de caractére (a/°) .

Soit A wune matrice carrée telle que a7t Bﬁ(ﬁ) A soit diagonale pour tout P .

On vérifie que A7l ea est diagonale :

-1 )
A" - dlag(@i)i=l...h‘(.€+l)2 .

On pose

o) = @3 (i1, e (ee1)2 -
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D'aprées les résultats obtenus, C& est fonction propre de tous les T , et ﬁi
est fonction propre de T_ si p se décompose dans K (i. e. (4/p) =1 ), et de
T , si p ne se décompose pas (i. e« (8/p) = =1 ). On sait que l'espace des for-
mes paraboliques pour Tb(A) de poids 4 + 2 et de caractere (a/°) admet une
base de fonctions propres pour tous les Tp o Ooit (fj) une telle base, et choi-
sissons fi un élément de base intervenant dans la décomposition de di relative-
ment & cette base (si o # 0 ). Posons enfin

0 -1
)

£ = Tilg2 0 70

feen B(n) =1, ) (B 0R)

THEOREME 3. - Soient Zi(s) , Ci(s) , gi(s) les séries de Dirichlet normalisées

associées & ®i » T3 et %i , pour s € C . Supposons que i est tel que éi #0

et ®i soit invariant par l'automorphisme de Galois de K/Q . Alors on a
z,(s) = ¢;(s) T;(s)

Pour terminer, remarguons qu'on peut se poser deux problémes.

1° Caractériser les i tels que &i =0 . On semble assez loin de résoudre cette
question.

2° L'espace engendré par les séries théta ﬂi et §i est-il stable par les opé-

rateurs de Hecke Tp si (A/p) = - 1 ? Pour démontrer le théoréme 3, on est sorti
de cet espace en introduisant la fonction fi . La seule chose que je sache faire
est que le choix de la fonction fi intervenant dans Gi ne modifie pas le théore=-

me. En effet, on a le résultat suivant.

PROPOSITION., - Si deux éléments s et fi interviennent dans la décomposition

de &, , alors ou bien f. = f! , ou bien f, =T

!
i

Cela découle d'un résultat de DELIGNE sur les représentations 4-adiques qui per—

met de montrer la proposition suivante.

PROPOSITION, - Si f et f' sont deux formes modulaires paraboliques de poids

k sur fb(A) de caractdre (A/¢) , propres pour tous les Tp , de valeurs propres

a(p) , at(p) et si a(p) =a'(p) pour (4/p) =1, alors f£=oF' ou f=7F",
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