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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 2001
(Théorie des nombres)
18e année, 1976/77, n® 20, 16 p. 21 mars 1977

EQUIREPARTITION DES SOLUTIONS DU PROBLEME DE WARING

par Marc LABORDE

l. Introduction.

lele = On se propose d'étudier ici une extension intéressante du probléme de
Waring : il s'agit de montrer que 1l'on peut représenter tout entier assez grand com-
me somme de s puissances k-itmes "presques proportionnelles" & des nombres fixés

a 1'avance.

Pour démontrer ce résultat, on utilisera, apreés une approche géométrique du pro-

bléme, une variante de la méthode du cercle de Hardy-Littlewood-Vinogradov.

Ce problime a déja été &tudié par E, M, WRIGHT ([4], [5]) par deux méthodes diffé-
rentes de celle proposée ici, et les résultats obtenus étaient différents de ceux

que nous obtiendrons,

1.2+ - Nous allons maintenant préciser les domnées du probléme et nous ramener a

des conditions équivalentes plus maniables.

Soit donc k un entier supérieur ou égal & 3, et s un entier tel que tout en-
tier n assez grand puisse s'écrire comme somme de s puissances k-iemes ; il

existe n eee 5 N entiers tels cue n = Inllk + ees + ]nslk . En se plagant

1 ’
dans 1l'espace vectoriel E? , muni de la norme Lk : 81 x = (xl s sos o xs) ’.

k kyl/k
W) = (5o eee s |2 |95
n, ng
ceci veut dire que le point de coordonnées g see appartient & la spheé-
n17k n17k
re S de rayon 1. Soit alors © un domaine quarrable (dont la fonction caractéris-

tique est Riemann-intégrable) de la sphdre S . Le probldme que 1'on se pose est de

déterminer le nombre asymptotique, quand n tend vers 1l'infini, de s-uplets

n n
1 S
(nl 9 oee ns) tels que (‘n.—l7l? 9 oo ;WE) € g Y

Si Dy 5 eee 5, 0 sont des réels positifs de soume égale &2 1, et si ¢ >0, le

domaine particulier

k
0= {(x cee xs) €8S Ixi - mil < ¢}

l ’

correspond, par définition, au cas des solutions presque-proportionnelles aux nom-

bres My g eee sy My

On se propcse de montrer que le nombre de représentations de n "appartenant" &
Q) est asymptotiquement proportionnel 2 la mesure de €1 . Plus précisément, soit
R(n) 1le nombre total de représentations de n sous la forme n = ]nl[k+...+ Inslk,

n, € Z et v la mesure uniforme normalisée (invariante par rotation et de masse
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totale dgale & 1) sur S 3 on veut montrer que, quel que soit le domaine quarrable

Q, ona, pour s assez grand,

n n
.1 s, 1 4 c _ o(Q
i..lii m‘y Card{(nl 9 oo Ils) € -?— H (;1-171'{' 9 ece ;]71';) Q} = \’( ) ’

ce qui signifie que les différentes représentations de n se répartissent régulie~

rement sur la surface de la sphdre S quand n tend vers 1l'infirni.

Par une démonstration analogue & celle du critére de Weyl d'équirépartition
modulo 1 , on montre que ceci est équivalent au fait que, pour toute fonction con-

tinue £ : S —>C , on ait

n n
1 1 s
lin 2 £( , eee s ) —_—J £(x) dv(x)
o R(n5 nieg,nilnilk nl;k nl;k S
ou, d'aprés le théordme de Stone-Weierstrass, au fait que, pour tout (Kl,...,RS)QE?,
Xl hs
N,” X eee x NN A A
J X 1 X x X S dv(x)
S 71 et s ¢

1im 1 S 1 S
-0 R(n; nieé,n=21niik n()\l""n-o')')\s)/k

En considérant uniquement les représentations positives, on est ramené & montrer

que, pour s assez grand, on a, pour tout (Kl y ose o XS) € Eﬁ ’
hl A
n X see X 1NN = r )\- )\.
lim ?%ZT Z_Z:k L s = JQ xll X ees X xss dp(x) ’
I, n=
n-—xo nie’l:.’,n ni n(}\l+ooo+)\s)/k

A)

ou
r(n) est le nombre de s-uplets (nl y eos ns) € gf tels que n = n? +eoot ng,
Q est 1l'ensemble des points de S & coordonnées positives ou nulles,
g est la mesure uniforme normalisée sur Q .

En appelant so(k) le plus petit entier s pour lequel ceci est vérifié, on mon-

trera que
so(k) existe,
- Ik
pour tout k =3 , so(k).s 2+ 1,

2
8o(k) <k log k , lorsque k tend vers 1'infini.

1.3+ — Pour cela, on applique la méthode du cercle, et on écrit

A A
n L X X 1 s
l o0 e s
nueN,n:Zn? I1(}\l+"'+)\s)/k
i~ i

A A
[négk] [nl/k] nl1 X eee X nSs
= n=c °*°° nséo (X teeeth )/

1 g
I exp(Zin(n? + eee + nz - n)x) dx
1
n

0
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Jl
=Jy gl(x) X eee x g (%) exp(—2innx) dx ,

[nl/k] A,
avec gi(x) = méo (;%7E) . exp(Einmk X)

On découpe alors l'intervalle [O ’ l] en arcs majeurs et arcs mineurs. Pour

cela, on pose

P = nl/k et § = 2kPk—1 .

Si g < Pl-(l/k) ,etsi 0<a<q, (a,q) =1, on définit 1'arc majeur

vy, vl €23 .

M(a ’ q) ={xe (o ’ 1) i X = qT

ey I

L'ensemble M des arcs mineurs est défini par

mz{xe[o,lj; X=a+y, Pl-(l/k)<q$1-

'(i' ’

1
0<a<gq, (a ’ Q) =1, IY| s‘a;} .

On sait alors que deux arcs majeurs ne se recoupent pas, et que tout point de

1'intervalle (0 ’ 1) se trouve soit sur un arc majeur, soit sur un arc mineur [1]e

2. Contribution des arcs majeurs.

On suppose donc que =x est un point de (0 ’ 1) tel que
X = §-+ Yy, a< Pl-(l/k) , O

On commence par utiliser un lemme de VAN DER CORPUT ([6], p. 226).

LEMME., - Soit f : (a, b) —> R une fonction de classe C2 telle que

}f'(x)l-s-% sur (a , b) et gue f£'(x) soit monotone.

Soit s : (a, b) —> R une fonction monotone.

Alors il existe une constante absolue A telle que

b
2 s(n) exp(2im f(n)) - Ja s(x) exp(2im £(x)) dxl.s A max(s(a) , s(p)) .
a<ngb

On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 1., - Si on pose

M. -1
Ji(y) = jz (g) . exp(Zinuk y) du et S(a, q) = :éo exp(2iﬂrk (a/q)) ,

g (x) =5 5(a, 2) 3;(y) +0(a)

Démonstration. - On a

(2] oy %] g

g, (x) = 2o @) T exp(aimi x) = £ B) F exp(aam® (24 7)) .
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Nw;wéwwmtm=jq+r,re{O,l,n.,q—ﬂ,

1 [(PT§)/q]

. A,
g (x) = % L (g explain(ia + 1) E+5))
-1 [(p-r)/q] . A,
= zéb exp(2inrk (%)) jzb (23—%—3) * exp(2in(jq + r)k V) .

On applique alors le lemme de Van der Corput & la derniére somme, avec
A

(gx+ )€y et s(x) = (EFH T,

f(x)

En effet, on a alors

l£1(x)] =k qlax + 2)7F [y] sk P |yl <3

et A, =\,
nax(s(a) , s(b)) = max(s(0) , s([(® - r)/q])) = (L(P -7)/g]+ ) " P “<1.

dtou

[(P-r)/q] jo + oM .
jéb (Hs—=) * exp(2in(jq + r)” )

]

jéP—r)/q

A,
(35—%-3) * exp(2in(qx + r)k y) dx + 0(1)

i

P A
1 J uy 1 .k
7 Yo (ﬁ) exp(2imu~ y) du + 0(1) .

On en déduit donc que

(1) = 2 58 explaim® (@) 5,(5) + 0(a) = L 5(a , 0) 9,(5) + 0(a)
g;(x) = = & exp(2im™ (2)) 5, (v a) =782, ) 540y q) .

I1 faut maintenant trouver une approximation du produit gl(x) X ese X gs(x) .

D'ol le lemme suivant.

LEMME, - Si a; et by (i=1,2, «.. , 8) sont des nombres complexes, on a

S S
I 8y - 1) by <(max|ay - b)) (max®"H(lay |, py0))

Démonstration. - En posant c; =a; = bi , il vient ﬂ'ai = r[(bi + ci) et, en
développant le dermier produit en une somme de 2° produits, on obtient tout
d'abord le produit M bi , puis des produits contenant chacun au moins un des ¢
et qui sont donc majorés par (maxlci[).(max(]bil R Ibi + ci|))s-l .

Pour pouvoir appliquer ce lemme, il nous faut maintenant des estimations de

Ji(y) et de S(a, q) &

Or le fait que 1l'on ait, pour tout k 23, S(a, q) < ql-(l/k) est un résul-

tat classique.

Pour Ji(y) , on a l'estimation suivante.
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PROPOSITION 2. - J,(y) <min(P , |y|—1/k) .

Démonstration. - On a évidemment Ji(y)~s P .

En sugposant y >0 , ce qui est possible puisque Ji(- y) = Ji?y5 , et en posant

= uyl/k , on obtient d'autre part y
1/k

P A, =\ Py A,

5,0 = Jg @) explam® ) = 07T erploam) av

On peut, de plus, supposer que Pyl/k 21, car sinon min(P , y_l/k

) =P N et

1'estimation est triviale. La dernidre intégrale s'éerit alors

jpyl/k A X rPyl/k A K

0 v © exp(2inv’) dv = Jl v © exp(2imv) dv + 0(1)
Py1/1c A et

J v . k=1 .k
= A A— N V)
=Jdy S (2kimv exP(21 ) av + 9(1)

Ay—kerl syl kw1 eytE Ak
=[z;—-———-exp(2invk)] = J v T exp(2invk) dv + 9(1)
2kin 1 oKin 1
1/k
A.=k+1l Py A=k A, =k+1
« (pyt/¥)1 F14 (A -k+1) Jl e gy <(ept )T
d'ou,
-\, A =k+1
1/k -1/k 1/k
5 < eyt E (et T L
-\,
-1/k 1/k\=k+1 1/k
<y (eyt/ (et
< y_l/k .
Soient maintenant, si s 22k + 1,
I
L=J__ Jl(y) X eee X Js(y) exp(-2imy) dy ,
-S % . a S
Alq) = ¢ ; eXP(-2lﬂn(';1')) s”(a , q)

a=l,(a,q)=l
et

®

6=6(n) = 2 4(q) .
q=1
On a alors, en suivant la méthode classique du cercle [ 1]

gy (x) x veo x g (x) =q 7 8%(a, q) 3,(y) x ... ><Js(y)+0(q"l nin®(2, |y "/9)) ,
puis
JM(a,q) gl(x) X eee X gs(x) exp(-2immx) dx

= eXP(—ﬁnn(%)) 0 5%, ) L+ o(g7t pEY)

et, en admettant provisoirement que L <X Ps-k , on en déduit la proposition suivan-

te.
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PROPOSITION 3. - Si s 22k + 1, on a

J

Etudions maintenant le comportement de gi(x) sur les arcs mineurs.

: s-k-1/2k
ares majeurs gl(x) X ees X gs(x) exp(-2imx) dx = IS + O(P ) .

3. Contribution des arcs mineurs.

LEMME FONDAMENTAL. - Soient A et Be Z, et P un polynfme de degré

Z 7 8i
ax ¢ 72 et si, pour tout X € [A, B+ ] et pour fout yv<p, ona IP(vy(X)LsQV,

alors
. - 9 9 Q
lAs%éB P(n) exp(2im(an + b)x)| < =] + HaxH2 + eee + ﬂ;;ﬂﬁ;T
(on a posé |lul| = inf ln = u} ).

nez

Démonstration. — On a, en posant Y = exp(2imax) (dtod Y # 1),

As%gB P(n) exp(2in(an + b)x) = exp(2imbx) As%éB P(n) Y™ .

I1 suffit donc de montrer le lemme pour b =0 .

On considere tout d'abord le cas des polynbmes de la forme P(n)=(n+1)(n+2) e o« (n+p)

On obtient alors

p
n_ 9 n+p
As%%B P(n) = P AS%QB h
Y
P PPl _ gD
S R

B+utl +v
y cp\)(B +1) Y - (p\)(A) ‘e

P
o (1) T ,

)X+ p=1)eee(X+v+1).

Il

+

avec (P\)(X) = TEE:W (x

On a alors

-+

o,(x) =0 X+ 1) ~q (0= 2 (-1 Q) pE+p-2),

puisque qb(X) = P(X) .
Retournons maintenant au cas d'un polynéme quelconque.

En prenant la dernidre expression comme définition de QV(X) , la formule donnant

2 P(n) Y reste valable, par linéarité, pour un polynéme quelconque.

Or on montre, par application répétée du théoréme de Rolle, qu'il existe
B e Jo , 1( te1l que

oGP Qe p-0) =2V v ey

Le lemme en résulte immédiatement, puisque
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|Y - 1] = |exp(2inax) - 1| = 2 |sin nax| 3 2 llax]| «

BEn suivant alors la méthode de Weyl [2], on obtient 1la proposition suivante.

PROPOSITION 4. - En posant w= 2" A, et P' =[P], ona
-1
1P
-1 k-1 k-1 -
lgi(x)|2 «<p? Tlyp? Ee T e, 1]-1%;”+ cee + —-13-;;;1-)
r=1 | x|

Démonstration. — L'application de la méthode de Weyl nous donne

2 g8 mhy By kK X
le; (x)]° = g;(x) g(x) = 520 10 () © (37 © exp(ein(n; - n))x)

m, A, m, A,

P2 2 (PP T Reloxp(2un(uf - w)x))

Osa,<u, P!
1
P' \P'r m_ A, m~ + 1 A

2y 1 2 i . k-1

<P+ 2 réb m§;0 GTT) ( v ) exp(21nr(km2 + e0e)x)| ,

en posant m =m,+r, les pointillés désignant une somme de termes dont le degré

en m, est <k-2.Plus généralement, on obtient
k-1
&, (x) |2
P'—I‘ —eoo~T.
k-1 k-1 1 k-1 A, m+ r, A,
«p? Thyp? kY \ 2 ® ' (—D ...
lsrl,...,rk_IsP n=0 3 3
m+ A, m+ T, + eee + T A
k-1,"1 1 k-1\"1 .
.0.( P ) coa( P ) eXp(aLTTrl X esee X rk—l (k! m - p)x)

ou p désigne un nombre indépendant de m .,

Comne m et chacun des facteurs (m + rj) y eee p (m+ Tyt oeee rk-l) restent
compris entre O et P , la valeur au point m de la dérivée d'ordre v d%ipolynb-
me de degré p = 21

¢ A, en m, ns.:Ooul((m ToET foeee g rk_l)/P) est
un O(P \)) . J

En appliquant alors le lemme précédent, on en déduit que

k-1 k-1 k-1 -
a3 | o]

—_ |
avec r = k! rl X ese X rk_1 .

On regroupe alors les termes qui domnent & r 1la méme valeur : ceux-ci sont en
nombre au plus égal 3 d(r) y nombre des diviseurs de r . Comme on a, pour tout
e>0, d(r) < rf « pr¥* s on en déduit la proposition.

xppr it Z(m+l)q

On divise alors la somme U =2 en sommes de la forme Uﬁ =

r=1 r=mq+1 ’
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1'idée étant que, si x = a/q + y avec lyl < 1/q , alors |jrx|| est & peu prés
déterminé par le résidu de r modulo q . On obtient ainsi [(1/q)k! P'k 1] sommes
de la forme Um , plus éventuellement une somme ayant moins de q termes.

En posant t=r -mq=-1 et B = x(mg + 1) , il vient

-1 -
. 1 P
U, = ZEO nin(P ,

La proposition suivante va nous donner une majoration de U _ .

PROPOSITION 5. - Soit o un réel tel que O f a@<1 . Alors on a

o (1-a)+1 p(1-a)+1
U K< Pqg + q logq+ 7 +oeee F ——
m ph

Démonstration. - Soit M 1'entier (ou 1'un des entiers) le plus proche de Bq

M

B =3

1
+'§ ) ‘Zl-S'E .

Comme on a, d'autre part,

|xt-%t|=t|x-%\< <%,

.ﬂ“ch

il vient

xt+ B = at ; i + egt) avec

En désignant par p(t) 1le résidu de
on obtient donc

‘e(t)(<% .

at + M modulo q , p(t) € 0,1, ..., q-1},

R e

De plus, quand t varie de O & q -1,

o(t) varie aussi de 0 & g - 1, puis-
que (a,q)=1.

Considérons tout d'abord les termes de la somme U~ pour lesquels on a

3q% < o(%) < q - 3¢%

Pour ces termes, on a

3<30® -2 plt) -3 <o) +6(8) <p(®) +3ca-2"+Fca-3
et donc
e(t) ; o(t) o Yo, 1( .
D'od

et + 8] = ‘}ﬁL;!_eM; _ min(ﬁl_;_e_(_ﬂ, PECE (),

mln(p(t) - (3/2)

q

, - olt) + 3/2)y

q
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_ a2t} =3 29 - 2p(%) - 3
- mln( 2(1 ’ q )
mm(p(t) q - p(t))
On en déduit que, pour tout v<u+1, v21, ona
‘ -s(20)®. T wall, ——)
3q%sp(t)q-3% <P + el 3q%pga-3¢" 2R
< (2q)¥Y 2 (-1-;+ L o) = (29)¥ 2 y -1-\;
3q%psa-3¢% P (a-9) 3¢%psa-3¢" °

[Aq logq s8i v=1,
<7 _
]2(2@";—%—1- (3% - )Y si vz2,

soit, pour v =2,
5 1 < q(\)-l)(l—cz)«!—l .
3%p(t)<g-3¢% ]zt + B||”

On en déduit immédiatement le résultat de la proposition, puisque chacun des ter-

’ - e 3 rd . \ a
mes négligés est < P, et que leur nombre est inférieur & 6q .

On peut maintenant en déduire une majoration de |gi(x)| sur les arcs mineurs.

PROPOSITION 6. — Si x est un point d'un arc mineur, c'est-a-dire si

x=2+y, |yl <
q 1

on a

ceci pour tout € >0 .

Démonstration. — Comme on a log q ¥ p¢ , pour tout € >0 , et

k-1
T g
q

m H
il vient

U «< P¥ (l—a) p-1 (p® + 3———-+ ces + (3i:g)u)

-1 P--(15:-1)/1{

En tenant compte de ce que g et de ce que q < Pk-1 y ONn Ob=

tient
7 < B~ P—(k-l)(l-ot)/k . Pl (p P(k—l)(l—a)-—l .o s (P(k—l)(l-oe)-l)p.) .

En choisissant alors o« tel que (k - 1)(1 - @) =1, il vient

U << Pk"(l/k) + P (P 1) Pk'(l/k) .

En utilisant la proposition 4, on en déduit que



k-1 k-1 k-1 k-1
|gi(x)|2 w P2 by p? ke p(k-1)/k o g2 =(1/k)+e

La proposition en résulte immédiatement.

PROPOSITION 7. = Si s 2k° 2+ 1, ona

Il (s/x)-1,

o gl(x) X eee X gs(x) exp(-2imx) dx = IS + o(n

Démonstration. — Si x est un point d'un arc mineur et si

s »k° K1,

k
1= i 1,
on a, d'aprés la proposition précédente,

8-80+€ . pS-k-O+E _ o(Ps-k) _ o(n(s/k)—l) .

le (x) x vou x g (2)] <P

Le résultat découle alors du fait que 1l'intégrale sur les arcs mineurs est,

20-10

elle

aussi, un c(n(s/k)‘l) et du calcul de 1'intégrale sur les arcs majeurs (proposi-

tion 3).

Pour achever la démonstration de 1'existence de so(k) , 11 reste donc

(s/x)-1 ’

- 2 calculer L = L(A coe ks) , €t & vérifier que L < n

1 H

-~ a montrer que ceci est bien la formule qu'on attendait.

4. Calcul explicite de L , et existence de so(k) .

LEMME, - On a

Oll-l o -1 r(dl) X oee X r(ds)

] J s -
oZtsl,t20 ¢ F Ko Xy Wy X e A SRS 1)

Démonstration. — C'est un résultat classique.

ey

A
0 ' pm
n a alors Ji(y) =vJO (%9 * exp(2imi© y) du ,

soit, en posant u=Pv et z = Pk ¥,

A k
Ji(y) =P Jo v © exp(2imv z) av .

k

D'ol, puisque n =P ,

4+
L = J_m T (¥) x ees x Js(y) exp(-2imy) dy

=P . exp(-2imz) (igl 0 exp(2imv z) dv) dz .

On considére alors la fonction

f+o g

o) =) (1

A
j i k .
o L4y dg ¥ exp(2imv~ z) dv) exp(-2inzc) dz ,
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et, plus précisément,
'c
8(c) = Jo oft) dt , ¢ 20 .
Comme, d'aprés la proposition 2, 1'intégrale donnant ¢(t) est absolument conver—

gente, on peut changer 1'ordre Atintégration entre 2z et t ; on obtient

+o g [1 A
3(c) = j_m (igl JO vt exp(21nv z) dv) 1 - e§££;21nzc) iz

+ B Jl Ki k 1 - exp(
s - . - exp(=2imzc)
= ilm I—A (igl o7 exp(2imv. z) dv) i dz

171 A
i L0 e o ([ i) a1 ) g e,

’
ou 1l'on a posé X = vf 4+ ese + vg .

On a donc

1 Il x A (A . . 5
. s sin 2z sin 2ﬁ(xpc)z ‘
@(c) = A-Om-‘ﬁ"j XooeoX VS (jo ( o - Z )dz) dvl X o0 X dVS

1r1 A Y ©
1 J J 1 8 J sin 2nXz sin 2n(X-c
==Js5p VT Xeeex Vg ( 0 ( = - Ig v )Z) dz) dvl XeooeX dvs ,

d'aprés le théordme de convergence dominée de Lebesgue, puisque la fonction & in=-
tégrer est dominée, sur (0 , 1)%, par 2K , o K est une constante telle que,

pour tout a , on ait

Comme on a

- 1 si >0,
2 J sin ox .
= dx = sgn a= <0 si =0,

on en déduit

a(c)

1 Jl jl Kl KS
35 (sgn X - sgn(X - ¢)) VT X eee x Vg AV, X ees X dvs

j A
S
= 0 O vl X eeoe X VS dvl X ese X dVS .

En faisant le changement de variable vy = ui/k cl/k , i1 vient

s(e) = k=° c((hl+...+hs)/k)+1 Jl(?‘jé/c . (A +1)/x)-1 (A +1)/k)-1

1 ...uS ‘dul...du.s o

0
,Znisl

Or les conditions 2 ui.s 1 et uy >0 impliquent u, <1, pour tout i . S5i

i
on suppose de plus que ¢ < 1 , 1'intégrale est alors égale & 1'intégrale sur

(o, 1)° , et on peut appliquer le lemme ; d'ou
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((}\1+...+)\s+s)/k)+l 1‘((>\l + 1)/K) x vee x r((xs + 1)/x)

-s
8(c) =k ¢ TCUX, + +ee + Ay * 8)/K) * 1)

En dérivant, il vient

(x1+...+xs+s)/k 1‘(()1l + 1)/K) x eee x 1"((>\s + 1)/x)
ﬁﬁ“‘l +oeee + A+ 8)/k)

o(t) =x° ¢ , i 0<t<1,
Comme L = PS"k cp(l) et que ¢ est continue au point 1, on en déduit la proposi-

tion suivante.

PROPOSITION 8. - En posant
T((n, + 1)/k) x oo x T((A_ + 1)/k)
(}\ A ) _ 1 S
YAty g omee 0 B0 F TT(A, * eee + A + 8)/K) ’

ona L= -Y(kl y ses s M) n(s/k)"l .

En rassemblant les résultats obtenus, on a donc montré que

)\.l A
n X eese X I

1 s
z (Xl+..l+k )r‘= Y(Al ’ e ,
n s

k
n:zni s i;O

A) &(n) n(s/k)-l + o(n(s/k)-l) .

En faiSant Al = eee = )\ = 0 ’ il Vient

S

r(n) = y(0 , «eo , 0) &(n) n(s/k)-l + o(n(s/k)—l) .

Or on sait qu'il existe une constante c, ne dépendant que de k , telle que, si

s 24k (ou, pour k=3, si s 28 ), on ait

&(n) 2c >0 .

On a donc
)\1 )\s
2
im 1 z nl X o0 X ns _ Y(l\l g oo >\S)
o (n) X T)\1+...+?\S)/k =0, ..., 0 °
n
n= i,nia)

I1 reste donc & montrer que ceci est bien égal & ce que 1l'on attendait, clest-a~
dire a
I 1 As
Q¥ ot % du(x) .
Or on a, pour p >0 ,

r

® -t p-l I“’ N
T(p) =Jy e tF dt =k Jje w du .

Dlou

n

8 Im ) kpl—l kps-l
0 L

k k
I‘(pl) ces I‘(ps) o exp(—(ul + eee + us)) u, ces U du, e.. dug

s J‘oo -rk J‘ kpl-l kps-l
k o e ( Q(r) ul L us d.Sr) dr ’

i
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=

N k k
ou Q(r) = {X = (xl 9 see Xs) 9 Xi 3(} ’ X + eee + XS =7

} et ou dS, est
la mesure induite sur Q(r) par la mesure du S

cee dus sur R .

~

=

En faisant le changement de variable u, = rgi dans 1l'intégrale interne, pour se

ramener & Q(1) = Q , il vient

w k(p,+eeetp_)-s Kk * kp,-1 kp -1
s 1 s -r s-1 1 s
F(pl) ceo F(ps) =k (IO r e r dr)(.,(Q g oo Eg as) .
Dtolu
f kpl—l kps-l r(pl) coe F(ps) s
Q gl oo gs dS = F(pl T eee T P )_k .
s
On en déduit donc que
A A J xhl x}\s as  y(x x )
j X l . s d (x) B Q 1 oo s _ Y l y °ce o s
Q *F1 v X OB - - oy0, ... ,0) °
[ o

On a donc démontré le théordme suivant.

THEOREHE le - Pour tout k >3, So(k) existe et So(k)~$ k2 2k_1 + 1 .

5. Majorations de so(k) .

La premidre majoration concernera essentiellement les petites valeurs de k .

Rappelons tout d'abord un théoréme de HUA [2].

LEME. - 51 e(x) = 2, exp(2imi® x) , on a, pour toit € >0 ,

1 K i
Jro lg(x)]? ax « p° 7EFE

COROLLAIRE, - Soit N(P , k , s) 1le nombre de solutions de 1'équation

ne + ...+h1;=hik+...+hék, 0<h <P, OSh!KP;
Soit, de plus, t = o1 ; alors on a, pour tout ¢ >0 ,
k
NP, k, t) « p° EFE,
Déunonstration. — On a en effet
It X k .k K
NP, kx, s) = 2 JO exp(Zin(hl + eee B = b = so0 =R )x) ax ,

puisque 1l'intégrale vaut 1 quand le coefficient de x vaut O, et vaut O sinon. On

en déduit que

1 1 k
NP, k, t) = jo (2(x)® @D ax = J; |e(x)|?® ax < p? ¢,

d'aprés le lemme de Hua.
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On a encore besoin de la proposition suivante.

#*
PROPOSITION S, — Pour tout se€ N , ona
jl
o lg (®) we gy (2)] ax < NP, k, 8) .

Démonstration. — On a tout d'abord, d'aprds 1'inégalité de Cauchy-Schwarz ,

1 1 1 |
(Jo lg,(x) .08 (x)] ax)°? s'(Jollgl(X)-‘-gs(x)lz dX)-(fo g, (%) eeg5(x)] ax) ©

On a alors

r

1 1
Jo lg,(z) «.. g (x)|° ax = Jo g,(x) oo g (x) EXT oo E(X) dx

h, h! A h_ h' A
= 3 ( 12 Lyl ( 32 3) 8 jo exp(21n(h§ teeot hg - hik ——eem hék)x) dx
Ogh,,h!p P P
X [ t
5 (hl hl)kl (hs hs)xs
= - 2 e oe 2
0<hy,hi<P P P
hk+o . o+hk=h‘K+- . .+h'k
L s 1 s
< 2 1=NP, k, s).
Ogh, ,hi<P (B, %, 8

k k

hk+o.-+hk=h +o'o+h‘
s 1 s

1
On peut maintenant démontrer la premiére majoration de so(k) .

Vd AN
THEOREME 2. - Pour tout k >3 , ona (k) S K.

Démonstration. — D'aprés la proposition précédente et le corollaire du lemme de

Hua , on a, pour tout ¢ >0,
I Zk-k+e
0 lgl(x) oo gk(x)' dx < P .
2

Or, d'aprés la proposition 6, on sait que, sur un arc pineur, on a, pour tout
e>0,

gy (x)] < PITEL

On en déduit que, si s >,2k + 1,

jm g, (2)e. 8 (x) exp(-2imx) dx & (;gﬁlgzk+

1
1(x)...gs(x)l) jo |g1(X).o-g2k(x)( dx

k k
< P(s—2 Y(1-o+€) p2 —lhe _ O(Ps—k) .

Comme 1'estimation sur les arcs majeurs et la minoration de &(n) sont valables

pour s >,2k+ 1, on en déduit que, si s >,2k+ 1,

1
Jo g,(x).n.e (x) exp(-2imx) ax = y(}; ,ee0y A) &(0) s/t o (s/K)-1y
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k
et donc que so(k) €2 +1.

Passons maintenant & la seconde majoration de so(k) s qui concerne le comporte-

ment asymptotique de so(k) quand k tend vers 1'infini.
THEORMNE 3. - On & sy(k) < k° log k .

Démonstration. - Soit s = 10 K2 log k . On sait alors [3] que la formule asympto-
tique r(n) = y(0 ,.es, 0) &(n) n(s/k)'1 + o(n(s/k)_l) est valable pour s .

On a alors

e, k,8)s Y (x()?.
OsnssP
En effet, le nombre de solutions de

k k .k 'k
h1 + oo + hs =h! + .00 + hS sy 0&£h

! <P, 0<Lh!

p<?

i

est égal au nombre de solutions de

k k |
fn h1 + eee + hS [ . K

) y 0Lh, &P, O0KLKh
T_n nt® 4 h‘%J’
1 s

1
qui est inférieur ou égal au nombre de solutions de

-

[n = hf + eee + hIS: k
< y 0LngsP,
l\n = hik + eee + h'k

S

-

L (r@)? .

clest-3~-dire a 2
OgngsP
On a donc, si s =10 k2 log k ,

k
N(p s k, 8) < igb (n(s/k)—l)2 < (Pk)2(s/k)-1 - P2s-k .

On en déduit alors, en reprenant la démonstration du théordme 2, que

so(k) <20 k° log k + 1 .
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