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G22-01

MESURES DE TRANSCENDANCE

DE NOMBRES LIES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES

par Éric REYSSAT

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
18e aimée, 1976/77, n° G22, 3 p. 23 mai 1977

Soit p une fonction elliptique de Weierstrass d’invariants g3 algébri-

On note (~ ~ ~) une base du réseau des périodes de p ~ et Tj~ ~ Ti~ les
quasi-périodes correspondantes de la fonction Ç associée à p. D’après les tra-

vaux de D. MASSER, on sait que l’espace vectoriel engendré sur Q par les nombres

1 , ~ ~ ~ii ~ ~ ~ 2in est de dimension 4 ou 6 suivant qu’il y a ou non mul-

tiplication complexe, et on sait même minorer une forme linéaire à coefficients al-

gébriques du type

lorsque c~ est non nui (Cf. Th. IV).

On présente ici des minorations de | | dans deux cas particuliers où 03B10 est

nul. De manière précise, on a le résultat suivant.

THÉORÈME 1. - Il existe deux constantes c et c’ ne dépendant que de p et

~ telles que, pour tout nombre algébrique a de degré d et hauteur H ,

(l) )o) - c~ ) > l) + H) H))

(2) 03B103C0| > exp(- H + d log(1 + d log H))2} .
On donnera le schéma de la démonstration en ne détaillant que la fin (contradic-

tion) qui diffère de beaucoup de démonstrations de transcendance. On reprend pour
cela une idée de D. MASSER. La même méthode permet de traiter également le cas où

l’on remplace cj par un point algébrique de p ~ c’est-à-dire un nombre complexe
u tel que p(u) soit algébrique. Nous ne donnons ici que l’analogue de l’inégali-
té (1), celui de (2) étant notablement moins bon que dans le cas u = 03C91 ; la dépen-
dance en d n’a pas été calculée : 1

, ,

THEOREME 2. - Soit u un point algébrique de un nombre algébrique de

degré d et hauteur H . Il existe une constante c" ne dépendant que de p ~ u

et d ~ telle que

Nous n’ esquissons que la démonstration du théorème 29 le principe des autres dé-

monstrations étant le même.

On~procède par l’absurde, en supposant le théorème 2 faux. Alors :

1° L y étant des paramètres entiers fonctions de d ~ H , ~ ~ u ,
on construit un polynôme non nul



à coefficients entiers rationnels y avec la propriété suivante :

Si f(z) = z - a ~ z , et si Dk désigne la dérivation d’ordre k, alors

où E~ est une quantité très petite, fonction des paramètres précédents. Dans le

cas u = w~ ~ on peut utiliser la périodicité de la fonction p pour montrer que

e ne dépend pratiquement pas de ce qui permet un résultat plus fin pour le

théorème 1.

2° En utilisant le fait que les fonctions p et f sont méromorphes d’ordre

~ 2 , un procédé d’interpolation dû à HERMITE permet de déduire de la construction

précédente que la fonction F = P(f , p) prend des valeurs très petites (inférieu-
res en module à fonction des paramètres) dans un disque D de rayon c~ L~
privé d’un voisinage convenable des pôles de p (ici, c 1 est une constante ne dé-

dendant que de p , u , d ).

3° On veut maintenant trouver une contradiction à partir de la majoration des va-

leurs de F. On cherche pour cela à en déduire que tous les coefficients p(j&#x26;. ,l2)
sont inférieurs à 1/2 en valeur absolue, donc sont nuls, ce qui contredira la cons-

truction de P . Sachant que le polynôme P prend des valeurs très petites aux

points (f(z) , p(z)) pour z dans D diaprés le pas 2° , la majoration cherchée

des nombres p(~ , s’obtiendra grâce au lemme suivant, qui permet de majorer

les coefficients d’un polynôme en fonction des valeurs qu’il prend en certains

points.

LEMME. - Soient Q(X) = 03A3L-1 al Xl E ... , ff des nombres complexes,
à et S deux nombres réels tels que

ou c~ est une constante absolue.

(Pour la démonstration, Cf. lemme 1.3.)

Pour pouvoir appliquer ce lemme, valable en une seule variable, on considère les

points r2) = o)/4 + + r? ~3 avec ~3 très petite où 03C9 est une pé-
riode de p dont la quasi-période ~ associée vérifie a) ( u) existe

d’après la relation de Legendre), et où r et r? sont des entiers rationnels vé-

rifiant |ri|  2Li (i = 1 , 2) . Alors, lorsque r est fixé, f(z(r , r2))
est une fonction affine de r et donc F(z(r y r2)) est un polynôme Qr

2 
en

r~ , de degré L - 1 . Par ailleurs, z(r y r~) appartient à D ~ ce qui permet

d’appliquer la majoration du 2° . Le lemme précédent donne alors une majoration des
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c o e ffic ie nt s qr2(l1) ( £ . = C, , ... , L - 1 ) du polynôme Qr2 . Mais ce s coeffi-

cients eux mêmes sont de la forme

D’après le développement de Taylor de p au voisinage de (jL/4 p les valeurs

+ r2 ~3) varient de façon non négligeable avec r , ce qui permet d’ appliquer
à nouveau le lemrne à On obtient ainsi une majoration de |p(l1 , l2)|
en fonction de L~ , L2 , Des valeurs bien choisies des paramètres don-
nent une borne inférieure à 1/2 ce qui est bien la contradiction cherchée.

Nous avons vu dans la première partie de la démonstration pourquoi le premier ré-
sultat du théorème 1 était meilleur que celui du théorème 2. Dans le cas ~’t~
on remplace dans la démonstration la fonction f(z) = z - par 

ou exp(2iz/a) . Chaque dérivation de cette fonction fait apparaître un nouveau fac-
teur a ’ ce qui n’arrivait pas avec f(z) . Cela explique que l’inégalité (2) est
moins bonne en f onc tion de H que l’inégalité ( 1 ) .

Pour terminer, remarquons que le cas où p admet une multiplication complexe per-
met d’obtenir d’autres résultats : i

- Les formes linéaires 03C92 et s t écrivent sous la forme 

Où À et ~ sont deux nombres algébriques non tous deux nuls ( seulement si

g2 g ~ 0 pour la deuxième). On obtient donc des minorations de ces formes à par-
tir de l’inégalité (1}.

on peut S’ écrire + 03B11 03C91 + 03B21 ~1) où 03B10 est non

nul. La minoration des f ormes linéaires de D. PASSER (~ 1 ~, Th. Tv~ donne alors une
minoration 03B103C0 plus fine en fonction de H que l’inégalité (2).
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