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(Pnéorie des Nombres)
18¢ ammée, 1976/77, n° G21, 8 p. 16 mai 1977

QUELQUES NOTIONS SUR L'IéQUIR}:]PARTITION
DANS LES GROUPES ABELIENS COMPACTS ET LOCALEMENT COMPACTS

par Marthe GRANDET-HUGOT

Ltéquirépartition dans les groupes compacts a été introduite dés 1943 par
B. ECKMANN [16] qui a énoncé les principaux résultats concernant cette théorie.
L'équirépartition dans les groupes localement compacts est d'introduction plus ré-
cente (1965), et son étude se ramdne & une étude d'équirépartition dans un groupe
compact. Enfin, 1'équirépartition dans quelques groupes compacts ou localement com=-
pacts (‘Zp , Zg y R, 2, Qp , GF[q 3 x] , etc.) classiques peut &tre étudide in-

dépendamment de la théorie générale ou en utilisant cette théorie, les résultats

obtenus étant similaires.

Dans cet exposé, nous nous limiterons & 1'étude de 1'équirépartition des suites
d'éléments d'un groupe abélien compact ou localement compact, bien que de nombreux
résultats puissent s'étendre 3 des groupes compacts quelconques ou & 1l'étude de sui-

tes de mesures (Cf. K. SIGHUND [48]

Pour les types d'équirépartition étudiés, nous obtiendrons des théorémes analo-
gues aux théordmes fondamentaux de 1'équirépartition modulo 1 : critére de Weyl,
théoréme fondamental de Van der Corput et, sous certaines conditions, théoréme de
Koksma.

En examinant le critére de Weyl pour 1'équirépartition modulo 1 , ou équirépar-
tition dans g/g , on remarque qu'il fait intervenir les caractéres continus de
Rz :

x —> e(hx) = exp(2mihx) pour he Z .

Les carsctéres interviendront également pour 1'étude de 1'équirépartition dans

les groupes compacts ou localement compacts.

C'est pourquoi nous allons commencer par de brefs rappels d'analyse harmoniqgue.

l. Rappels d'znalyse harmonique.

Soit G un groupe abélien localement compact (noté additivement) ; un caractire
de G est un homomorphisme de G dans le tore T & une dimension, le produit de

deux caractéres Xy % x, se définit par

X1 )(:2(x> = Xl(x) XZ(X) ’
ce qui permet de définir 1l'ensemble des caractéres de G d'une structure de groupe
abélien (noté, ici, multiplicativement) dont 1'élément neutre est le caractdre tri-
vial ¥, - Dans cet expnsé, nous ne nous intéressons qu'aux caractéres continus de

3 ’ . * rd *
G ; ils forment un groupe abélien G appelé groupe dual de G , G , muni de la
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topoiogie de la convergence uniforme sur tout compact, devient un groupe abélien

localement compact.

EE
De plus (théordme de dualité de Pontryagin [46]), on démontre que G et (G')

: 3#*

sont isomorphes algébriquement et topologiquement. Et si G est compact, alors G

L

+
est discret ; inversément, si G est discret, G est compact.
Soit H un sous-groupe fermé de G ; posons
L * .
B = {xe ¢ ; x(1) = {1}} ;

a*
alors, H" est un sous-groupe fermé de G , appelé orthogonal de H , et (H'L)'L
#*
est isomorphe & H , algébriquement et topologiquement. De plus, G /HL est iso-
*
morphe, algébriquement et topologiquement, & H ; de méme, H" est isomorphe a
#*
( G‘//H ) .

24 gggiréggrtition dans les groupes abéliens compacts.

Dans ce paragraphe, G est un groupe abélien compact & base dénombrable, nous dé-
signerons par A sa mesure de Haar, et par 1(G) 1'ensemble des mesures positives
régulisdres normalisées sur G . Rappelons que la mesure de Haar de G est caracté-
risée par 1'égalité

¢ x(x) ax =0 pour xEG*, X 7 X o

Enfin, c(G) est 1l'espace vectoriel des fonctions complexes continues sur G .

Pour u € M(G) , nous appellerons ensemble de p~continuité tout sous-ensemble

fermé de G dont la frontidre est de mesure p nulle.
- - " 7 .
Soit (xn)nsg une suite d'éléments de G ; nous posons
AW 3 1) = Card({fn € N ; n <V ; x, € 1}) .
On pose alors la définition suivante.

DEFINITION 2. 1 ([167, [24], [30]). - Soit (x.) ey

On dit que cette suite admet la mesure de répartition p € M(G) si, pour tout en-

une suite d'é1éments de G .

semble de p-continuité M , on a

(1) limN_m-lj-\i- A(N 5 M) = p(u) o

Si p est la mesure de Haar A , on dit que (x_)

n’ney est équirépartie dans G .

La premiére forme du critére de Weyl s'énonce alors sous la forme suivante.

une suite d'éléments de G . Cette suite admet la

THEOREME 2. 1. - Soit (xn)nEN

mesure de répartition u e M(G)” si, et seulement si, pour tout f € C(G) , on a

| ¥
(2) limyg o 2,

 £xy) = u(e) .

D'aprds le théordme de Peter-Wevl, toute fonction f € C(G) est limite uniforme

de caractéres continus, d'ol la deuxidme forme du critére de leyl :
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FORIE 1 .
THEOREMNE 2. 2 Une suite (Xn)nEN

d'éléments de G admet la mesure de réparti-
~ ' *
tion p € 1i(Q) si, et seulement si, pour tout xe€ G , x # Xo on.a

1 N
(3) Moy oF 20 x(x) = ) .

Dans le cas particulier de 1l'équirépartition, nous énoncons le corollaire sui-

vant

COROLLAIRE., - Une suite (xn)neN d'éléments de G est équirépartie dans G ,

si, et seulement si, pour tout x~é G , X7 Xy » 0D 8

—_— N —
. 1

(4) 11qum'ﬁ'Z 1 X(xn) =0 .

n=

Dans le cas de }g@é , on retrouve le critdre de Weyl classique. Pour 1'équirépar-
tition des suites, on obtient le théordme fondamental de Van der Corput (Cf.
J. CIGLER [8]). Notons que 1'on peut obtenir ce méme résultat avec des hypothéses

plus larges, mais en faisant appel a la distribution d'une suite de mesures.

une suite d'éléuents de G ; si, pour tout entier

’ N
m TME - Soit
THEOREME 2. 3. - Soit (%) .

naturel non nul h , la suite (x -x) est équirépartie dans G , alors la
nt+h n’neN —

suite (Xn)HQE est équirépartie dans G .

A l'aide de ces résultats, on peut étudier, en particulier, 1l'équirépartition
dans les groupes additifs 2z (Cf. S. BEER [1], J. CHAUVINEAU [6]), z, (cf.
H. G. MEILJER [35], [36], [39] ; H. G. HEIJER et J. SHIUE [39] ; J. S. SHIUE [47]).

3. Groupes monothétiques (Cf. [197], [30]).

Ces groupes, étudids d'abord par P. R. HALIOS et H. SAMEL30N, en 1942 [19],
Jjouent un réle important pour la théorie de 1'équirépartition dans les groupes

abéliens compacts.

DﬁFINITION 3e 1o = On dit qu'un groupe topologique G est monothétique, g'il

existe un élément a de G tel que la suite (na)nGN soit dense dans G . On dit

~

que a est un générateur de G .

Parmi les groupes monothétiques, nous pouvons citer E/g y 2, Zp s oos
On démontre facilement que tout groupe monothétique est abélien ; le théoréme sui-

vant permet de caractériser les groupes monothétiques compacts :

THEOREME 3. 1, - Soit G un groupe abélien compact, et soit a € G ; alors les

trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1° Soit Ta la transformation de G , définie par

Ta(x) =X +a pour x € G,

alors Ta est ergodigue pour la mesure de Haar N de G .



G21-04

*
2° Pour tout xe€ G , X # X, ,ona
x(a) # 1.

30 G est un groupe monothétique de générateur a .

A 1'aide du critéere de Weyl, on en déduit le corollaire suivant.

CORCLLAIRE, - Pour qgue la suite (na)neN soit équirépartie dans un groupe abé-

lien compact G , il faut et il suffit qﬁg G soit un groupe monothétique compact

de générateur a .

Par 2illeurs, on peut démontrer qu'un groupe monothétique est soit compact, soit
topologiquement isomorphe &2 Z , et qu'il est compact, si, et seulement si, son
dual est isomorphe & un sous-groupe de Td (Tore & une dimension, muni de la topo-
logie discréte).

4. Bouirépartition dans les groupes abéliens localement compacts.

Comne nous l'avons dit dans 1'introduction, 1'équirépartition dans les groupes lo-
calements compacts se raméne & 1'étude de 1'équirépartition dans les groupes com-

pacts, ce qui nous conduit & introduire la notion de compactifié.

DEFINITION 4., 1, - Soit G un groupe abélien localement compact non compact.

#
Soit G son dual, considérons un sous-groupe de G muni de la tonologie dis-

créte. Soit I et scit X son dual ; alors, par définition, X est un compac-
d ? ? ? ?

tifié de G .

#* -
En particulier, si Fd =G; , on obtient le compactifié de Bohr G de G , et

1'on démontre que tout compactifié de G est un groupe quotient de son compactifié

de Bohr.

Avant d'introduire la notion d'éguirépartition, nous énoncons le lemme suivant.

LEMME 4. 1. - Soit K wun compactifié de G ; alors il existe un homomorphisme

continu 6 de G dans K tel que 0(G) soit dense dans X ; nous dirons que K

et © sont associés.

DEFINITION 4, 2.(Cf. B. de MATHAN [34]). - Soit G wun groupe abélien localement

compact, soit X un compactifié de G , et soit © 1'homomorphisme associé ; nous

dirons qu'une suite (xn)neﬂ est (X, 8)—équirépartie, si la suite (e(xn))neN

est équirépartie dans K .

Le critdre de Weyl (2e forme) prend alors la forme suivante.

THEOREME 4. 1. - Soit K wun compactifié de G , et soit © 1l'homomorphisme as—

socié ; la suite (Xn)nEN 'd’éléments de G est (K, 6)-8quirépartie si, et seule—

ment si, pour tout Y€ K , X # %o » On a
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N
1 -
(5) : limy ﬁ-znzl x(xn) =0.

Le thdordme fondamental de Van der Corput se déduit immédiatement des considéra-

tions précédentes, et s'énonce ainsi.

THEORRME 4. 2. - Soit K un compactifié de G , et soit © 1'homomorphisme as-

socie, Si, pour tout entier naturel non nul h, la suite (xn+h - Xn)neN est

(K , 0)-équirépartie, alors la suite (xn)nEN est (X, 0)-équirépartie dans G .

Si G est un groupe abélien localement compact dans lequel il existe une base
du filtre des voisinages de 0, formée de sous-groupes compacts (par exemple, Qp ),
B. de MATHAN [34] a déuontré le théordme de Koksma pour la (K , 0)-équirépartition
si K* est dénombrable. Notons que si la premiére condition n'est pas vérifide, il
peut y avoir également un théoreme de Koksma si K* est dénombrable (par exemple

dans les anneaux d'addles [17], [18]).

5. Différents types d'équirépartition dans les groupes abéliens localement compacts.

Dans ce paragraphe, nous indiquons rapidement quelques types d'équirépartition
étudiés, en y ajoutant les principaux groupes auxquels ont été appliquées les di-

verses définitions.

Bquirépartition modulo X (Cf. [45], [47]). - Soit H un sous—groupe d'indice

compact de G ; autrement dit, le groupe quotient G/H est compact, les groupes
L

discrets (G/H) et 2t sont isomorphes et l'homomorphisme associé au compactifié

de G/H est 1'homomorphisme canonique W ¢ G —> G/H . Nous dirons alors qu'une

est équirépartie modulo H , si elle est (G/H , qh)-équirépartie.

suite (xn)nEE
L'équirépartition modulo 1 dans R, ou équirépartition modulo Z est de ce

type. Dans Z , 1'équirépartition mod m , étudiée par I. NIVEN et S. UCHIYAMA

([41], [42], [491, [50]), est de ce type. De méme, dans GF{a ; x] (Cf.

J. He HODGES [25], [26], [27] ; A. DIJKSMA [10], [11], [12]) ainsi ~ue dans le grou-

pe additif de 1'anneau des adéles d'un corps de nombres algébriques (Cf. M. GRANDET

[17]) ou un anneau d'entiers algébriques (Cf. H. NIEDERREITER et S. K. 10 [40]). Si-

gnalons encore qu'un corps local n'admettant pas de sous-groupe d'indice compact,

ce type d'équirépartition ne peut pas &tre étudié dans le groupe additif d'un tel

corps.

Equirdpartition périodique (L. A. RUBEL [45]). - Pour ce type d'équirépartition,

on dit qu'une suite (Xn)neN est équirépartie si elle équirépartie modulo H pour

tout sous-groupe d'indice 63hpact.

Soit H un sous-groupe d'indice compact de G ; les caractdres x € H* sont
dits périodiques, de période H ; dans le cas de 1l'équirépartition périodique, le
groupe K est le groupe engendré par l'ensemble de tous les caractdres périodi-

ques de G (ceuz-ci ne forment pas nécessairement un groupe) ; on dit alors que K
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est le compactifié périodique E; de G .
° I

Ce type d'équirépartition a été étudié dans R (Cf. J. CIGLER [7]), dans 32
(cf. s. UCHIYAMA [49], [50], [51]), dans GHq ; x] (Cf. &, DIJKSMA [10], [11],
[12], [13] 3 J. H. HODGES [25], [26], [27]), dans les arncaux d'addles (Cf.

M. GRANDET [17], [18]).

(T, ©)-équirépartition. - Ce type d'équirépartition a été introduit par

S. HARTSAN [207] ;3 on voit facilement qu'une suite G-équirépartie est (K , 6)-
équirépartie pour tout couple (K , 8) formé d'un compactifié et de 1'homomorphis-

me associé.,

Dans R , ol tout caractére est périodigue, cette équirépartition coincide avec
1'équirépartition périodique (Cf. RUBEL [45]), de méme dans 1'anneau des addles de

*
Q (cf. [18]) ou 1l'ensemble des caractéres périodiques engendre G .

D'autres types d'équirépartition, autres que ceux qui viennent d'é@tre indiqués,
peuvent &tre étudiés, en particulier dans les corps locaux (B. de MATHAN [34]),
dans les anneaux d'addles (F. BERTRANDIAS [3], M. GRANDET [18]), etc...
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