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INDÉPENDANCE STATISTIQUE, SOMME DES CHIFFRES, MESURE SPECTRALE

par Michel MENDES FRANCE

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
18e année, 1976/77, n° G9, 4 p. 13 décembre 1976

1. Indépendance statistique.
Soient f = et f~ = (f?(n)) deux suites complexes.

Elles sont dites indépendantes si les trois limites

existent, et

Plus généralement, les s suites f1 , f2 , ... , fs sont indépendantes si,

pour et tout ~2 ’ ° °( ’ ~~ ’ ~ ’ °°° ’ ~~~ de

nombres distincts deux à deux, les moyennes M03A0k=1 f, existent et
~ ~k

(M èt n comoutent 1).

Une famille infinie 3 de suites complexes f est dite indépendante si toute

sous-famille finie est indépendante.

2. La fonction somme des chiffres.

Soit q  2 un entier fixé. Tout entier n >, 0 peut s’exprimer en base q :

La suite ek = (e. (n)) ( k fixé) est une suite périodique de période 

La k = 0, 1 , 2 , ... ~ est une famille indépendante ainsi

qu’on peut le vérifier de façon élémentaire :

Plus généralement, soit 03A6 = ((a 3 k = 0 , 1 , 2 , ...} une famille d’applica-
tions 1 ~ ... , q-1)20142014~~C. L~ famille $~= k==0~1~2~~



est indépendante :

Il est tout à fait remarquable que la formule soit encore presque vraie pour s

infini, pourvu que ~. = 1 et ~L(o) = 1 pour k = 0 , 1 , 2 , .... On montre

qu’ en effet [10] ,

Le cas particulier où exp 2inx c Y mérite attention. Dans ce cas, posant

on voit que

où on convient que

~~>

Le produi t infini converge si, et seulement si, 03A3k=0 ~ck~2  C*> 
, où

Cette remarque cond.ui.t au résultat suivant [9] dont on trouvera une généralisa-
tion dans ~ 3 ~.

, .

THEOREME 1..- Soit 6 > 1 un nombre réel. La suite À.a

est équirépartie (mod 1) si, et seulement. n’est pas un nombre de Pisot.

3. Propriétés s ectrales de certaines suites arithmétie.

La caractérisation précédente peut être complétée comme suit.

Soit Ç = (03BE(n)) une suite infinie bornée appartenant à la classe S de Wiener

~~il~, chapitre 4, Generalized harmonic analysis), c’est-à-dire, admettant une
corrélation 03B3 :

existe pour tout On prolonge y à Z par l’égalité y(-m) = 

Un résultat classique établit l’existence d’une mesure positive bornée da (ap-
pelée mesure spectrale de Ç ) telle que

On sait que dQ , comme toute mesure, est somme de trois termes : une mesure ato-



mique une mesure absolument continue f dx ~ f e L~(0 ~ 1) , une mesure pu-
rement singulière La nature de do nous renseigne sur le comportement de la

suite Ç . Ainsi, si la composante diffuse f dx + do est nulle , alors Ç est

presque-périodique (au sens de J.-P. BERTRANDIAS [2~j). Si par contre la composante

atomique est nulle, , est pseudo-aléatoire 
00

On peut montrer que la suite Ç = ~ (p.~e. dont on a vu quelques propriétés au

paragraphe 2, appartient à la classe S de ([41]~ [7]y [8]). Il s’ensuit que
ç admet une mesure spectrale.

THEOREME 2. - La suite ç =03A0j=0 03C6j ej est ou bien Eresque-périodique, ou bien

pseudo-aléatoire à spectre purement singulier [6].

Dans le cas particulier ou (p.(x) = exp 2i03C0xcj , on obtient l’énoncé suivant qui
prolonge et précise les résultats établis dans 4] et [5]*

COROLLAIRE 1. - Soit ç la suite
2014~. ~ 20142014201420142014~

Si la série 03A3k=1 ~ck - qck-1~2 converge, Ç est presque-périodique. Si la sé-

rie diverge, 03BEc est pseudo-aléatoire à mesure spectrale purement singulière.

COROLLAIRE 2. - Soit 03B8 > 1 un nombre réel, et soit Q la suite

~03B8(n) = exp 6 

Si 6 est un nombre de Pisot, alors Ç, est presque-périodique. Si 9 n’est

pas un nombre de Pisot, alors ~03B8 est pseudo-aléatoire à mesure spectrale purement
singulière.
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