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INDEPENDANCE STATISTIQUE, SOMME DES CHIFFRES, lMESURE SPECTRALE

par Michel MENDES FRANCE

1. Indépendance statistique.

Soient f, = (fl(n)) et f, = (f2(n)) deux suites complexes.

2

Elles sont dites indépendantes si les trois limites

1 —
ME = lm 72 T (0)
1
“f2 = 11mX % Znsx f2(n)
. 1
Mf, £, = lin_ §'Zﬁ\x fl(n)f2(n)

existent, et

Mf, £, = Mfl.Mf
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Plus généralement, les s suites f, , ) fs sont indépendantes si,

1
pour tout tL< s et tout t-uple (i1 ’ i2 JRLEA it) €l , 2, oo, s}t de

nombres distincts deux & deux, les moyennes Mﬂk—l fi existent et
- k
t t
Ml e =TL  wme,
k=1 "1, k=1 771

(M et M comutent 1.

Une famille infinie & de suites complexes f est dite indépendante si toute

sous-famille finie est indépendante.

2¢ La fonction somme des chiffres.

Soit gq 22 un entier fixé. Tout entier n 20 peut s'exprimer en base q :

x
k
n=2_oeln)q ,
ou ek(n) € {0, 1, oo ygq=1}, etod
log n

ek(n)=0 pour k>,[-i-5é_—-(-1-]+l .
La suite e = (ek(n)) ( k fixé) est une suite périodique de période qk+1 .

La famille & = {ek s k=0,1, 2, «..} est une famille indépendante ainsi

qu'on peut le vérifier de facon élémentaire :

tie, = 55 ; e

k= 1‘%‘]';‘)2 si k#%;...

K€ =

Plus généralement, soit @ {qk s k=0, 1,2, ..} une famille d'applica-

tions @ : {0, 1, «eo , g=1} —>C . Lg famille $°6 = {cpk"ek s k=0,1,2,44}
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est indépendante :
s S

s q-1
all =T - L3
Wl o @ty = o Ml = o T Za0 @c(8) -
I1 est tout & fait remarquable que la formule soit encore presque vraie pour s
infini, pourvu que qul =1 et qk(o) =1 pour k=0,1, 2, eee o On montre
quten effet [ 10]

[¢2]

. 1 ' _ Z
1, SUP x'zn\x nk=0 ¢k°ek(n)l - k_O q‘ a=0 qk(
Le cas particulier ou qk(x) = exp 2imx Cp mérite attention. Dans ce cas, posant

gc(n) = exp 2im Zk:O X k(n)

on voit que

L5 nw sin mqe,
B e Sup'Ei nsx (;c(n)I - k=0 [q sin mo,| ’
ou on convient que
ST | _y g negz.
q sin ™ ~

N,

[= o]
Le produit infini converge si, et seulement si, zﬁ:@ HckH2 < ®, ol

IIx|| = min |x - n} .
H TE —% )
Cette remerque conduit au résultat suivant [9] dont on trouvera une généralisa=-

tion dans [3].

THﬁORﬁhE l. = Soit 6 > 1 wun nombre réel. La suite he

@

Xe(n) = Zk:O ek(n) Cy

est équirépartie (mod 1) si, et seulement si, € n'est pas un nombre de Pisot.

3¢ Propriétés spectrales de certaines suites arithmétiques.

La caractérisation précédente peut &tre complétée comme suit.

Soit [ = (g(n)) une suite infinie bornée appartenant & la classe S de Wiener
([11], chapitre 4, Generalized harmonic analysis), c'est-a-dire, admettant une

corrélation v :

v(m) = ¢(n) ¢ln + m)

o X nsx
existe pour tout me€ N . On prolonge y & Z par 1'égalité y(-m) = yzms .

Un résultat clessique établit 1'existence d'une mesure positive bornée do (ap-

pelée mesure spectrale de [ ) telle que

1
v(m) = jo exp 2immx do(x)

On sait que do , comme toutc mesure, est somme de trois termes : une mesure ato-
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mique do? , une mesure absolument continue f dx , f € L' (0 ’ 1) , une mesure pu-
rement singuliére dc® . La nature de do nous renseigne sur le comportement de la
suite { . Ainsi, si la composante diffuse f dx + do® est nulle, alors ( es?t
presque-périodique (au sens de J.-P. BERTRANDIAS [2]). Si par contre la composante

atomique ac? est nulle, { est pseudo-aléatoire [1].
o=}

On peut montrer que la suite (¢ = ﬂj:O P5°0; dont on a vu quelques propriétés au
paragraphe 2, appartient & la classe S dé WIENER ([47], [7], [8]). Il s'ensuit que
{ admet une mesure spectrale.
®
i=0 5°¢;
pseudo-aléatoire & spectre purement singulier [6].

est ou bien presque-périodique, ou bien

THEOREKE 2. - La suite ¢ =11

Dans le cas particulier ol ¢j(x) = exp 2irxc, , on obticnt 1'énoncd suivant qui
prolonge et précise les résultats Stablis dans [4] et [5].

COROLLAIRE it. - Soit gc la suite

(o]
gc(n) = exp 2im &, ¢ ek(n) .
xR

] z 3 2 rd . ] 3 Ve
Si la série Zk:l lley = ac,_,lI° converge, (. est presque-périodique. Si la sé-

rie diverge, Co est pseudo-aléatoire & mesure spectrale purement singulidre.

COROLLAIRE 2. - Soit 6 > 1 wun nombre réel, et soit Qe la suite

ge(n) = exp 2im zk:o o~ ek(n)

Si 8 est un nombre de Pisot, alors ge est presque-périodique. Si 6 n'est

pas un nombre de Pisot, alors ge est pseudo-aléatoire & mesure spectrale purement

singuliere.
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