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Séminaire DELANGE-PISOT-FOITOU G7-01
(Théorie des nombres)
18e amnée, 1976/77, n° G7, 3 p.

UN EXEFPLE D'UTILISATION DE LA NETHODE DE VINOGRADOV

par Philippe TOFFIN

Le but de 1'exposé est le résultat suivant qui est une amélioration d'un lemme de

HUA [1] & savoir :

I1 existe A, B, C , D strictement positifs tels que, pour tout polynbme

f(x) = a % + ees + & de degré n > 2 , pour tout entier N et tout entier P

T n 0
tel que O < 2n an|P~$ 1 , enfin pour tout réel A situvé dans Jo ’ 1) y On ait :

MH-P .L-(A/Dnzlog n) + B ’

Z%=N+l e(f(x)) LA exp(Cn3 log n) P“ T;—TT7TE:XY
n

ob e(u) = exp(2im) .

L'intérét d'un tel résultat est dans le fait qu'il ne fait pas intervenir d‘'appro-

ximation diophantienne de a, -

Nous voulons ici dégager les idées essentielles de la démonstration.

N+P
Soit dome 8 =2 . . e(f(x)) . Le seul cas non trivial est celui od l'on a
1 P
-——mg—é et P>2.
la_|
n

Une nremie¢re idée est de faire intervenir une somme double au lieu d'une somme

simple : Soit P, un eutier situé dans [1 7'§] , qui sera fixé ultérieurement.
On a :

N+P-P. P H+P-P

L3l e(slzx+y) =p

y=N x=1 °© L e(f(u)) + O(Pi) =P

2
1 Zﬁ=N+P1 s+ 0(p)) .

1
Dtou

N+P-P

* * P
(1) Isl<3=2 o LIS +or) o 8G) =21 e(ex+y) - £(y)) .
1

y=N

La fagon d'utiliser une somme double plutdt qu'une somme simple se concrétise en

appliquant 1'inégalité de Hlder & (1). Soit 4 wun entier >1 :

; , N+P~-P
, a2k =24 24-1 1 ¥ 2 24
(2) 8% < 2™ P T ST B

#*
On va alors parvenir & obtenir une majoration, non de |S (y)]2£ , mais de
N+P—Pl % 22
A ECIE

(

En posant Y, = f l)(y)/il ,ona flx+y)-=ly) = T,ox+ ¥, X° 4 eee + Y =,

. n g . 1 ~i ~
Soit Qy = {(al y see Qh) ER 3 Vi=1, oo ,n, |ai - Yil‘S'E P1 P p} ’

ou p >0 sera fixé ultérieurement.
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- . n
If(x + Y) - f(Y) - (al X + eee -+ Qn Xn)ls% P p ° D'Ou, pour (Oll g oo 9 dn) € ;R‘ H
* 2 24 2£ -Z,Z

. , 1 n
od Tl 5 eee @)= 2?:1 el x+ oo+ x) .

* rd
L'intéret de (3) est d'avoir majoré |S (y)]zz par une fonction dont 1'intégrale

sur Qy est assez petite

F V124 1 j 24 24 =20k
) (Y)l < ;E;rji; Qy IT "‘ dal cee dan + P1 P

et
1 1
J 2% _] J 24
Qy ]Tl dal ces dah =g e+0 dg || Ty(al cee an) dal coe dah
ou Ty est la fonction caractéristique de Qy modulo E? . D'ou

1
o |

N+P-P \ ‘1
1% 24 n(n+1)/2 _pn l J
ZY=N Is" (3" < P PPNy e
N+P-P

Lo (« Q)
Y:N y l ’ e 0 , n L]

T|2£ d 24 P-2p£+l

al see d.CYn + Pl

ou A est un majorant uniforme de

La méthode de VINOGRADOV parvient & deux choses :

~ majorer crnvenabjement A,

1
. 24
— majorer Ju e IT] dal ces dqn .

Majoration de A .

anl(y) =na y+a_,;

O NS At 2

Ty(al co e Cfn) = Ty_ (Q’l e Qn) =1 %!!Yn-l

Or Hnan(y - yO)H = lnan(y - yo)l , car 2n|an|P <l
Pour un Yo fixé, le nombre de y situds dans (v ’ N+P—Pl) tels que

T (ozl - ozn) =7 (@, «o. an) =1

y Yo 1
pour au moins un (a oo qn) est donc majoré par le nombre de y de (w , N+P-P )
tels que Inan y - yo) < Pz(n_l) PP . Ce nombre est << Pl(n 1) p~F Ianl—l . D'ou,

d'apres (2) :
5|2 « PI2£+(n(n+1)/2)-(n-l) pA=1+p(n-1) lan|_l Ig e Ig |T|2‘2 doy +ee do

p24 , p24(1~p) .
1
_ Or VIgOGRADOV puis récemuent KARACUBA, ont obtenu une majoration non triviale de
J 1% 4 a
O s 0 0 a oe a L]

Pour n22, P, 21, 2 2,01 n2 logn ou C, est une constante absolue, on a

1
1 1 P
l ——
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ou C est une constante absolue. D'olu

| 5] 2% 21, p2a(1-p)

exp(Cn3 log n) + P

<< Pz(n-l) P22—1+p(n—1) Ianl-l

I1 reste alors & choisir P1 et p pour que le second membre s'écrive sous la

forme attendue ; distinguons deux cas :

() 2n-h<§1£t7-. - Donc 2 < l/lanll/(n-k).s P/2 . On prend
n

P, = [l/lanll/(n—h)] et 2 = [Cl n? logn]+ 1.

Alors,
|S|22 << Pzﬁ—l+p(n-1) |an|(K_1)/(n-h) exp(Cn3 log n) + Pf£ + Pzz(l—p)

la |(x-1)/(n-x) < pl

]
Comme on a

152 << pPP(n=1)=h 03 10g ) + Piﬁ , p2li-0)

On prend p tel que 2% + pln - 1) = X = 24(1 - p) , soit p = M(24 +n-1) .

Le résultat final en découle.

() oh-) >-T§-T . - On prend P, = [Pl_p] .
n

lslzz — P22-1+p(n—1)-(n—1)(l—p) (1-p)2s

exp(Cn3 log n) + P
soit

ISI22 << P2£+2p(n—l)-n exp(Cn3 log n) + PZZ(l_p)

en prenant la méme valeur pour 2 que dans le cas (a) .

On prend alors p tel que 24 + 2p(n - 1) = n = 24(1 - p) , soit p = n/2(4+n-1).

Le résultat en découle.
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