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Séminaire DELANGE~-PISOT-POITOU G3-01
(Théorie des nombres)
18e année, 1976/77, n° G3, 4 p. 18 octobre 1976

SUR LA REPARTITION MODULO 1 DE QUELQUES SUITES ARITHMﬁTIQUES

par Georges RHIN

L. Rappels.
Définition. — Soit x un réel, [x] sa partie entidre, et {x} = x - [x] sa
partie fractionnaire. Une suite (xn)n>l de réels est équirépartie modulo 1

(Ee R. (1)) si quels que soient 0 < a < b <1
limyg | Dyla y ®, (x)) =0,
o N (a, b, (xn)) = FN(a , b, (x)) - (b - a)N , et FN(a , b, (xn)) est le

nombre d'entiers n (1 €< n < N)  tels que a < {xn} <b .

On appelle discrépance de la suite (x ) la fonction
: —— n’n>1
DN((xn)) = SUPG, et DN(a , b, (xn)) .

L'indgalité d'Erdds-Turan [4] donne une relation entre la discrépance et certai-

nes sommes trigonométriques : Pour tout m 31,
m N
. N 1
Wy ((r)) < Kag + 2y & 150 <) D)

ot K est une constante numérique et e(%) = exp(2mit) .

2. Répartition modulo 1 de guelques suites arithmétiques.

Nous donnons ici quelques exemples de suites (f(n))n>l , ou f est un polynbme
ou une fonction entitre. L'étude de ces suites se fait avec la méthode de I. M, VI~
NOGRADOV [7].

La suite (not)n>1 est E. R, (1) si, et seulement si, « ¢ Q . La suite
> =
(f(n))n>1 , oo f est un polyntme, est E. R. (1) si, et seulement si, £(x) - £(0)

a un coefficient irrationnel. Le premier résultat utilise 1'inégalité

N
|12 o)l $'§ﬁ3ﬂ si N>H,

ou |lof| = min({e} , 1 - {@}) , et pour le deuxieme résultat, on fait une récurrence

sur le degré du polyndme en utilisant la formule ([4], page 45)

N
1 2 N+H-1
lﬁ Zn=1 e(hf(n))l S ———-——NH

H-1 N-H
+ 22X ;2HHE 1 Zﬁ:l (m - h)|25;1 e(n(£(n) - £(n + 1))| .

Enfin si f est une fonction entidre réelle sur l'axe réel, non polynomiale, tel-
le que
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Log log MN(r) <5
Log log r T

lim sup
r—)+ x

oun H(r) = SUD| 4| < |£(z)| , alors ()\f(n))na1 est E. R. (1) pour tout réel A
non mul [4]. On a le méme résultat si f(x) = exp(c(log x)Y) avec ¢ >0 et
0<y<2 [l

Si dans les suites précédentes, on remplace la suite des entiers par la suite des
nombres premiers, on obtient les résultats suivants, qui se démontrent en utilisant
les majorations des sommes trigonométriques doubles de I. M. VINOGRADOV,

Lorsque f est un polyndme, la suite (f(pn))nZJ (on (pn)nBl désigne la suite
croissante des nombres premiers) est BE. R. (1) si, et seulement si, f(X) - £(0)
a un coefficient irrationnel. Ce résultat a été démontré quand f est de degré 1
par TURAN en supposant vraie l'hypothése de Riemann puis par I. M. VINOGRADOV, en
1937.

Pour les degrés supérieurs, voir I. M. VINOGRADOV [7] et G. RHIN [5]. Si f est
une fonction entidre la suite (f(pn))n>l est E. R. (1) & condition de remplacer

la constante %-par-% (6]

Nous donnons, dans le paragraphe suivant, une idée des démonstrations de ces ré-

sultats,

3¢ Schéma des démonstrstions.

I1 faut majorer une somme du type

5 =2 g e(£(p))

ou f est 1l'une des fonctions définies au paragraphe précédent. Prenons le cas sim-

ple ou f(x) = 0X
Soit 0 <e<0,01 , et posons T =N exp(-is) ohn ¥ =1logl .
Pour N assez grand, on peut écrire a sous la forme

a=2,2
q qT
avec a , q entiers, |6/ <1, (a, q)=1 et 1<q<T. Nous examinerons les

trois cas suivants

1 g,
20 r<qgexp(r®),

30 exp(r®) <gq< 7.

Premier cas. - On partage l'intervalle (1 ’ N] en intervalles du type
I=JN -4,N) o &=[Nexp(="?)] .51 pe1,
o(p - §)) 6N,

- &p
®=73" qT e

ou GNl/qT est fixe pour p dans I, et o(p - Nl)/qT est petit, alors
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-1

15gl = 120 elom)] << [T p o@D + 4% 07 exp(=?)

u
Soient u >0, x>1, 4 et q des entiers tels que (.(‘,, q)=2, g< (10g %),
alors le nombre m(x , & , q) de nombres premiers, inférieurs & x , et congrus a

4 modulo q , vérifie le théoréme de Siegel-Walfish

lﬂ(x y 4y q) - T(-P[(z)l < C(u) eXP('C Nlog x) ’
ou (x) = 2 1, ¢ estla fonction d'Buler, ¢ est une constante, et c(u)

ne dépend que de u . Alors
ﬂ(Nl) - ﬂ(Nl - 4)
wlq)

+ Ng exp(-c J/log N,) + A% vt exp(r®) ,

Lay)|

149, (L’Q)=l © q

Is{l < |2

et, d'aprés HUA [1],
ﬂ(Nl) - n(N1 - 1)
olq)

1

|SI| << ( ) q% + Nq exp(~c Jr) + 2° N exp(z®) ,

donc |8] << m(N) ¢%/¢(q) et, puisque olq) >> a2 , nous avons obtenu une majora-

tion non triviale de S dans ce cas.

Troisilme cas. - Soit P =1 0.25 T s U= ngN; (n, F) =1}, et Uj le
’
sous-ensemble de U dont tousPTes éléments ont j facteurs, et nous posons l€5ul.

Alors U = Ul$j$3 uj . Soit

S = Zueu e(au_) y

alors

8 = stN (Z&I(F’k) u(a)) e(ak) = zﬁlF,dsN u(d) ZamSN e(a dm) ’

ou u est la fonction de Mdbius.

. _ _ _ & 0,25
Soit 8y = zﬁeﬂj e(au) , alors 8 =5, + S, +8; et S=35 + o’ <’) .
Il reste donc & majorer & , S2 et S3 . Or ces sommes sont des sommes doubles
sur des domaines "pas trop aplatis" sauf dans le cas EQSN/d e(a dm) avec d pe-

tit, mais alors m parcourt tous les entiers jusqu'a N/d , et nous savons majorer

-C
ce type de somme. On trouve S << (W) q 0O gdans ce cas.

Dans le deuxidme cas, on utilise une méthode intermédiaire.
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