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~O 

Défini-tion. - Soit x un réel, [x] sa partie entière, et (x) = x - [x] sa

partie fractionnaire. Une suite (x ) 1 de réels est équirépartie modulo 1
n n,

(E. R. (l)) si quels que soient 0 S a  b  1

où b , (x~)) = b , (x)) - (b- a)N , et b , (x~)) est le

nombre d’entiers n (l ~ h .$ N)’ tels que a ~  b .

On appelle discrépance de la suite la fonction

L’inégalité d’Erdos-Turan [4] donne une relation entre la discrépance et 
certai-

nes sommes trigonométriques : Pour tout m >, 1 ,

où K est une constante numérique et e(t) = exp(203C0it) .

2. Répartition modulo 1 de quelques suites arithmétiques.

Nous donnons ici quelques exemples de suites (f(n)) 1 , où f est un polynôme
~ n,

ou une fonction entière. L’ étude de ces suites se fait avec la méthode de I. ?>I. VI-

NOGRADOV [7].

La suite (iOE) 1 est E. R. (l) si, et seulement Q . La suite
"" 

ng 
-

(f(n))n1 , où f est un polynôme, est E. R. (i) si, et seulement si, f(X) - f(0)

a un coefficient irrationnel. Le premier résultat utilise l’inégalité

où ~03B1~ = 1 - {03B1}) , et pour le deuxième résultat, on fait une récurrence

sur le degré du polyn6me en utilisant la formule (L4~, page 45) :

Enfin si f est une fonction entière réelle sur l’axe réel, non polynomiale, tel-

le que



où M(r) = (03BBf(n))n1 est E. R. (1) pour tout réel 03BB

non nul [4]. On a le même résultat si f(x) = exp(c(log x)Y) avec c > 0 et

0 ~ ~ [2].

Si dans les suites précédentes, on remplace la suite des entiers par la suite des

nombres premiers, on obtient les résultats suivants, qui se démontrent en utilisant

les majorations des sommes trigonométriques doubles de I. M. VINOGRADOV.

Lorsque f est un polynôme, la suite ( f ( p ~ ~ n n>1 (ou (p ~ ~ n n ,.1. désigne la suite

croissante des nombres premiers) est E. R. (l) si, et seulement si, f(Y~ ~ f(0~
a un coefficient irrationnel. Ce résultat a été démontré quand f est de degré 1

par en supposant vraie l’ hypothèse de Riemann puis par I. VINOGRADOV, en

1937.

Pour les degrés supérieurs, voir I. M. VINOGRADOV [7] et G. R’HIN ~ 5~. Si f est

une fonction entière la suite (f(pn))n1 est E. R. (1) à condition de remplacer

la constante 5 4 par 7 6 [6J. 
n n1

Nous donnons, dans le paragraphe suivant, une idée des démonstrations de ces ré-

sultats.

3. Schéma des, démonstrations.

Il faut majorer une somme du type

où f est l’une des fonctions définies au paragraphe précédent. Prenons le cas sim-

ple où 

Soit 0  E  0,01 , et posons T ~ N = log N .

Pour N assez grand, on peut écrire oc sous la forme

avec a, q entiers, (a, q) = 1 et Nous examinerons les

trois cas suivants

Premier cas. - On partage l’intervalle (1 , N) en intervalles du type
1 =)N~-A , N~ où A= Si p~l ,

où est fixe pour p dans I , et e(p - est petit, alors



Soient u>0 , x > 1 , ~ et q des entiers tels que (~,q)=2 , 
alors le nombre Tï(x , ~ , q) de nombres premiers, inférieurs à x , et congrus à

~ module q , vérifie le théorème de Siegel-Walfish

= Z P$~ 1 / ~P est la fonction d’Euler, c est une constante, et c(u)

ne dépend que de u . Alors

et, diaprés 

donc )SJ « n(N) et, puisque tp(q) » q~’~ , nous avons obtenu une majora-
tion non triviale de S dans ce cas.

Troisième cas. -Soit F=n ~ ~P , ~ = (n~N ; (n , F) =l) , et ~ le

sous-ensemble de U dont tous les éléments ont j facteurs, et nous posons 

Alors U = U....~ tL . Soit-~~J~) J

alors

où u est la fonction de Möbius.

Soit Sj = 03A3u~Uj eOEa> , alors £ = Si + S2 + S3 et S = Si + 0(N0,25).
à

Il reste donc à majorer S , S2 et S3 . Or ces sommes sont des sommes doubles
sur des domaines "pas trop aplatis Il sauf dans le cas e(OE dn) avec d pe-

tit, nais alors m parcourt tous les entiers jusqu’à tI/d , et nous savons majorer

ce type de somme. 0n trouve S « n(N) q 
~° dans ce cas.

Dans le deuxième cas, on utilise une méthode internédiaire.
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