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INTRODUCTION AUX EXPOSES STR L'F:QUIRE/PARTITION

par Marthe GRANDET-HUGOT

1. Rappel de certains résultats supposés connus.

Tout nombre réel «a peut se mettre sous la forme

o= [a] + {a} ,

ot [o] € Z est appelé partie entidre de « , et {a} € (o, 1( est 1a partie

fractionnaire de o .

une suite de nombres réels, O u <1,et

& -
DEFINITION 1. - Soit (u ) el
soient a et b deux nombres . de 1'intervalle (o, 1( y ON_pose

A(N ; a, b) =Card{n € X ; u € [a, b]} 3

on dit que la suite (un)nEN est équirépartie dans (o, 1l si
(1) lin __~A(Nj3a,b)=b-a

n—e N

pour tout couple (a , b) .

z
DEFINITION 2. - Soit (x.) .o

est équirépartie modulo 1 , si la suite ([xn})neN est équirépartie dans (0 , (.

une suite de nombres réels, on dit que cette suite

On obtient alors les deux critéres suivants d'équirépartition modulo 1 :

THEOREME 1 (premidre forme du critdre de Weyl (1916)). - Pour qu'une suite
(u )nEQT_
il suffit que, pour toute fonction f , intégrable au sens de Riemann sur (0 ’ 1) ’

de nombres réels de 1l'intervalle (0 , 10 soit équirépartie, il faut et

on ait
W

1
(2) ling &2 f(u) = Io £(x) ax .

THEORENE 2 (deuxidme forme du critére de Weyl (1616)). - Pour qu'une suite

(Xn)ﬂig ¥*
pour tout h € Z , on ait
N

llmN“a,ﬁ- =1 exp(2ﬂihxn) =0 .

de nombres réels soit équirépartie modulo 1 , il faut et il suffit que,

Ce critére permet de montrer que la suite (noz)neN est équirépartie modulo 1

si, et seulement si, « est irrationnel. Le théordme suivant, dit Théorime fonda-

mental de Van der Corput (1931), permet de montrer un résultat analogue pour les

suites (P(n))nEN s O n est un polynbme, la suite (P<n))n€N est équirépartie
modulo 1 si, et seulement si, P a au moins un coefficient irratiomel autre que

le terme constant.



Gi-02

THEOREME 3. = Doit (Xn)nEN une suite de nombres réels ; gi, pour tout entier

positif h , la suite (xn+h -

Xn)nEN est équirépartie modulo 1 , alors la suite

est équirépartie modulo 1

(Xn)mﬂi

D'autres exemples de suites équiréparties modulo 1 reuvent &tre obtenues & par-

tir du théoréme de Fejer.

THEOREME 4. — Soit g une fonction réelle définie sur (1, + < et posstdant

les propriétés suivantes :

10 g est continfiment différentiable ;

2° g est croissante, et limtam g(t) =+ =
'(t) =

(@)
-

30 g' est décroissante, et lim, . &
4o lim,__ tg'(t) =+ = .

o

Alors, la suite (g(n))neN est équirépartie modulo 1 .

Par exemple, la suite (ana)neN , o0 0<a<1,est équirépartie modulo 1 .

Parmi les théorsmes métriques, nous signalerons simplement le théoréme de Koksma

et ses deux corollaires importants.

THEOREME 5. — Soit (fn)neN une suite de fonctions réelles dérivables sur un in-

tervalle («, 8) . Posons

txj

m,n(t) = fm(t) - fn(t) , m#n.,

Supposons que, pour tout couple (n , n) d'entiers, la dérivée FQ n est monoto-
9
ne sur (o, p) et ne s'y annule pas.

Soit

1 ZF Zé—l
by = y2 n=2 ‘n=l max(;?«'
m

1 L)
T TR o

g 11

On suppose, de plus, gqu'il existe une suite (Nv)veN d'entiers naturels tels que

lim

v N

et que la série 2 AN converge.
v

Alors, la suite (fn(t))nEN est équirépartie modulo 1 pour presque tout

te (0, p) (au sens de la mesure de Lebesgue).

En particulier, si les fonctions fn sont dérivables, et vérifient
I pt _ £t
|£1(¢) - £1(8)] 2K >0

pour tout couple d'entiers (m , n) , od K est une constante, la suite (f(n))nEN

est équirépartie pour presque tout +t .

Ce résultat conduit aux deux corollaires suivents du théordme de Koksma, appli=-

qués & le fonction exponentielle :
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Soit A un nombre réecl, la suite (Ktn)n est équirépartie modulo 1 pour

S
presque tout t supérieur a 1.
. ey z s by . n z . z .
Soit @ un nombre réel supérieur a 1, la suite (ta )neN est équirépartie

modulo 1 pour presque tout T .,

Toutefois on n'a pas déterminé de couple (A, @) tel que la suite (kan)neN

soit équirépartie modulo 1 .

2. Liste indicative de sujets pouvant &tre étudiés.

(a) Bquirépartition modulo 1 @

- Nombres normaux.

- Fonctions pseudo-aléatoires.

- Méthode de Vinogradov.

-~ Fonctions de répartition, lien avec les probabilités.
~ Théorie ergodique et équirépartition.

- Equirépartition continue ( C—équirépartition).

(b) Bquirépartition dans les groupes compacts :

- Définitions, critére de Weyl, théoréme fondamental, ...

- Application & quelques groupes particuliers : Zp y 2

e o0

g ?

(c) Equirépartition dans les groupes localement compacts :

- Définitions, théorémes généraux.

-~ Application & quelques groupes particuliers ¢ R, Z , Qp , anneaux d'adéles,

anneaux d'entiers algébriques, corps de séries formelles, ...
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