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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 29-01
(Théorie des nombres)
18e année, 1976/77, n® 29, 7 p. 13 juin 1977

TRAVAUX RéCENTS DE G. V. 6UDNOVSKIJ

par Eric REYSSAT

Le but de cet exposé est de présenter une méthode, due & G. V. CUDNOVSKIJ, permet-

tant de raffiner les techniques classiques de transcendance.

Cette méthode est employée pour améliorer le résultat suivant, découlant des tra-
vaux de E. G. STRAUS (Cf. [4]).

THEOREIE 1. - Soient f une fonction entidre d'ordre fini < p , transcendante,

et K un corps de nombres algébriques. Alors 1l'ensemble SK des points de K en

lesquels toutes les dérivées de f sont des entiers rationnels est fini et de car-

dinal < p[K:Q] .

Ce résultat a été généralisé par T. SCHNEIDER au cas d'une fonction méromorphe
[3].

Par ailleurs, le problime se posait de savoir si la majoration p[K:Q] était la
meilleure possible ou non. Il est clair qu'on ne peut obtenir une borne plus petite
que p comme le montre l'exemple suivant :

S

f(z) = exp(P(z -a)) y, 00 « est un nombre algébrique, et P est un polyndme &
coefficients entiers rationnels et dont les racines X, sont des entiers ration-
nels distincts ; 1l'ordre de f est le degré de P , et tous les points o + xy

sont dans %Q(a) .

La méthode de CUDNOVSKIJ lui a permis de montrer que ce meilleur résultat possi-

ble est effectivement le bon :

THEORENE 2 (EUDNOVSKIJ). - Soit f une fonction méromorphe dans C , d'ordre

£ p , et transcendante. L'ensemble S~ des points algébriques en lesquels toutes

Q

les dérivées de f sont des entiers Tationnels est fini et de cardinal majoré par

P o

La preuve du théoréme 2 donnée ici est essentiellement celle de G. V. CUDNOVSKIJ,

4 l'exception de la dernidre partie (contradiction).

L'idée essentielle de la méthode est de remplacer la classique fonction auxiliai-
re par un systeme de fonctions vérifiant des relations de conjugaison, ce qui per-
met de remplacer les majorations triviales des conjugués de certains nombres algé-

briques par des majorations analytiques plus fines.
La démonstration, par 1'absurde, comporte trois parties :

- Construction du systéme de fonctions auxiliaires.

- lise en évidence d'un systime d'inégalités liant les ordres des zéros des fonc-
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tions,.

- Contradiction du systéme précédent.

1. Construction des fonctiggg guxiliaires.

Dans toute la suite, on suppose que les hypothéses du théoréme 2 sont vérifides,
et que 86 contient n points Wi g ese y W, BVEC n > D . On note K une ex-

tension finie galoisienne de @ contenant les wi , d son degré, G son groupe

de Galonis.

La construction des fonctions auxiliaires utilise la remarque suivante :

LEMME 1.1. = Soient Rl ’ hz deux nombres algébriques, w un point de Sa', et

P un polynbme dans Z X , Y] . Pour i =1, 2, on note

~

Fi(z) = P(z + hi , f(z)) .

On suppose qu'il existe un plongement g : ‘Qﬂw y hl , XZ)C;—-a'g- tel que

(w + hl)(g)

w o+ A2 .

Alors, pour tout entier naturel k ,

(09 () &) = 20wy

Déuonstration. - Il suffit de voir que les coefficients de P et les dérivées de

f au point w sont invariants par g .

Pour utiliser ce lemue, on cherche alors & construire une famille (ka)aEA de

nombres algébriques vérifiant la propriété suivante :

Si aea, ie (1, n) et ge ¢ , 11 existe alors un élément a' de A tel

que
(e) o _ a8 ()
(1) (wi + ha) = ha, + w; ouencore A, = A 4wt - Wy
I1 semble donc naturel que les ka forment un ensemble stable par les éléments
de G , et par addition des termes du type W§g - W . On choisit alors la famille

(A = 5 deG a(i , g) wgg))

a = “i=1 zhd .

a=(a(i,g))e

La relation (1) est clairement vérifide. Plus précisément, si on note (eip) la
~ S

base canonique de g?d y alors

D), 0 _,
a 1

= A o,
i g(a)+iig
ol fig =ej. =5 0 0b g(a) est défini par ses composantes g(a)(i,h):a(i,hgrl).

En particulier, on a les régles de calcul évidentes suivantes
-1
t —_ t . —_ . —_
gla + a') = g(a) + egla') ; g (gla)) =2 ; gle;y) = ®i,hg *
Enfin, si on mote |la|| = max; la(i , &)| , alors le(a)!| = lla]| , et Hfigﬂ.s 2.
9

Le lemme suivant permet d'estimer la taille de certains nombres algébriques.
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LENME 1.2, - Soient w un point de SQ , A un nombre algébrique, et

~

L L, A
l 2 1
Q(X ) Z l_o ZZ -O Q(le 9 ’?'2) X Y

un polynfme dans Z X , Y] de hauteur H . On note F)\(z) =Q(z + r, £(2))

2

Alors, si k >0,

o 7)) e Zw, 2T,
! (x)
20 gden(w + \) est un dénominateur de F'/(w)

30 il existe une constante ¢, ne dépendant que de f , w, et A telle que

|F (k ](w | <k log(k + 1) + cl(L1 + L, + k) + log H .

Démonstration. - Les deux premidres assertions sont évidentes. La troisiéme résul-

te de la formule de Cauchy appliquée & fz pour £ L, .

On fixe maintenant un entier N suffisament grand devant n , d , 1/(n - p) ,
max, H(Wi) , et on note L wun paramétre suffisament grand devant N pour 1égiti-
mer la suite de la démonstration. Les constantes Ch y see 3 Cp dans la suite ne

dépendent que de N et non de L . On note enfin

= [L (log L)'1/4] L, = [(10g L)3/4] .

LEMME 1.3, = I1 existe une constante c2 et un polyndéme non nul

L y) £
1 2 1 %
P(X, ¥) = %fo ZJe,2=o p(dy , 4y) X7 Y

4 coefficients entiers rationnels, tels que, si l'on pose Fa(z) = P(z + Aa ’ £(z))

nd
pour a € Z , alors

) (r.) = 0 pour dk =
a 1

nax|p(2, , 4,)| < exp(e, L JIog L)

Démonstration., — Il s'agit d'un systéme linéaire en les p(J&l ’ 22) . Le nombre

dtéquations est nL(2N + 1)nd et le nombre d'inconnues est (L1+1)(L2+1) > 1L ,/log L.
L
Les coefficients ont un dénominateur commun < c31 et une maison <L ! ci

47
d'apres le lemme 1.2 appliqué aux polyndmes X 1y 2 . Le lemme de Siegel donne le

résultat.

Notation, - On notera wu, 1'ordre du zéro w, de F_, qui est donc 2 L
9
pour |lall ¥ . Remarquons que u, _ est fini puisque, P étant non nul et f
’
transcendante, la fonction Fa est non identiquement nulle, et méromorphe.

Les fonctions Fa vérifient la propriété de conjugaison suivante :
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LEGE 1.4e - Pour a2, ged et ie (1, n),

(g ) A\.( ) _(ui,g(a)+fi )
ui,a=ui,g(a)+fig et {Fa ’ (wi)} = Fg(a)+fig G

Démonstration. — I1 suffit d'appliquer le lemme 1.1 qui montre que, pour k>0,

W) .

1

F(k)(wi)(g) _ B

a g(a)+fig

2. Propriétés des fonctions auxiliaires et systéme d'inégalités.
PP P et SV e g s S

Les fonctions Fa ayant beaucoup de zéros ont nécessairement des dérivées peti-

tes aux points wo oy ce qui est précisé dans le lemme suivant.

LEMME 2.1, - Si el <% et ie (1, n), alors

(u ) n

i,a _1
(Wi)l €y loguy =3 (10g u; Y2, . u, _ + o(ui

|
log|¥ i, a’ Ti=1 Tj,a

a 2 log ui,a) ¢

Démonstration. - On pose f = g/h , ou g et h sont entidres d'ordre < P »

La fonction G_=h 2 F est alors entidre, et a au point W un zéro d'ordre

a
u, o S0i =2 39X . .| 3 alo
j,a oit Cg > 1 + maxJ IwJI y alors

(v ) =L (u, ) -L
i,a 2 i,a 2 :
lr, 2 )] = I Gl e, T Gl seg Ty IGaICS,
/
d'aprés le formule de Cauchy. On note R = ui/z ; le lemme de Schwarz montre que
’
~ =l - fl
10giual05.< 10b|Ga 05R (1og R) 3=1 uj,a .

Enfin, puisque g et h sont d'ordre < p , la majoration des coefficients de

P montre que

) »

1og|Ga|05R = o(u]._,a log ui,a

d'ou le résultat.
Les propriétés algébriques des fonctions Fa nous permettent de déduire du lem-

me précédent le systeme d'inégalités cherché.

LEME 2.2, - Pour i, je (1, n) et g€ G, on note t(i,j,g) = fjg - fig .
Soit € =%

a (n-p) >0 ; alors

n
(5)  (ap+ w4 > 250 Zgeq ¥y a0t(1, 5 0)

pour i =1, o0 ,n et laflg®-2.

(u

Démonstration. - Le nombre Fa e (Wi) étant algébrique, il vérifie, d'aprés le




29-05

lenme 1.4,

(uy
o 1og (Fa

’a)(Wi))(g)l

U,
i,a 'y
- d log den(Fa ? (Wi)) < Lge

)

o

ui,g(a)+fi

(
wo)l .

7
g(a)+fig i

= de(} log

En appliquant le lemme 2.1 & chaque terme de cette somme, et en utilisant le lem-

me l.4, on obtient

G
- d log den(Fa d (wi))

n
+ o(ui . log uy ) e

1
= dui a log ui,a --E (log u, , ,a

)YD)
’ 1,a) j=1 "geC “j,g(a%-fig
Or,
(u,

i,a N
d log den(Fa (wi».- o(ui’a log ui,a)

dtaprés le lemme 1.2. Par suite, si L est assez grand,

n
d L ox2, 2 . .
(dp + e)ulya j=1 "g€G uJ,g(a)+fig

Or, d'aprts le lemme 1.4 employé avec J et g-l ,
= = Uu. ..o~
uj,a+g‘l(f. )+f ug,a+t(1,3,g ) ?
ig jg—l

j,g(a)+fig

donc
> =2
ecc 3,e(a)et, T Tee6 Yh,art(i, d,8)

ce qui prouve le lemme,

3, Contradiction.

Posons Y = dp + ¢ , avec les notations du lemme 2.2. Le systeme () stéerit

(S)Yui, >2. .2

a i1 %eec %, a0t(s, 5,8) POUT lal ¥ -2 et i=1, eeu , n,

avec les quatre conditions suivantes

1 ¥ >mnd ,
2° t(isj’g) = 't(jsi,g) ’
3 Ht(iyjyg)”$4 ’
d

49 uw, 30 pour i=1, eee ,n et a€ 2z .
i,a ~

o]

En itérant ce systéme 1 fois, on obtient

(SM) Hu ». I

2 u
> . . . . . A
iga T severdy EBpaeeesgy JM’a+t(l’Jl’gl>+"'+t(“M-1’JM’gM)

pollr Ha” >/N - 4‘1’1 + 2 et i=1 9 ®oe n .
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Pour j € (1 , n) et be Z?d , notons c(,i,3, a,Db) le nombre de ter-
mes uj b apparaissant formellement dans cette derniére somme.
?

LEMME 341. - C( , i, j,a,b)=C,3j,1i, b, a).

Démonstration, — En effet, C(M , i, j, a , b) est le cardinal de l'ensemble

. . . . . =1 M
Em,i, j,a, b)= {(31 s eee s Jyop s By v cee s gM) e (1, it d

tels que t(i , g gl) Foeee ¥ t(jM_l y J gM) =b-al}.

Or, l'application (jl, cee jM-l’ 8y soey gﬁ)r——a-(jM_l, seey jl, G oo gl)

est une bijection de E(M, i, j,a,b) sur E(M, jyi,b,a) dlaprés la condition

20 du systéme (S), ce qui prouve le lemme.

nd

COROLLAIRE, - Si j e (1, n), b€z et N8, alors

21 . 2
Y>/(C(M,1:J,Ovb))'

Démonstration. - En effet, en appliquant deux fois le systéme (SM) , on obtient

7 ¥ o ;YM c(m,1,3,0,1b) U >c(m,1,3,0,b)c(M,j,1,b,0) vy

,b 0°

Le résultat découle alors du lemme précédent.

LEEME 3.2. - Le systime (S) est impossible si N est assez grand.

Démonstration. - Il suffit de montrer que si M est assez grand et N = 8M ,

alors le systéme (SM) est impossible. Or, le nombre de termes du membre de droite
de (SM) est (nd)P'l , et le nombre d'indices distincts (j, b) est majoré par
n(8M + 1)nd d'aprés la condition 3° du systime (S). I1 existe donc un indice

(3 ,p)e (1, n)x g?d tel que

M
. : d)’
C(M,l,a,o,b)z-—-—(—ri—)—-—ng.
n(eM + 1)

Le corollaire précédent montre alors que
21
(%‘1 <n(an + 1)™
ce qui est absurde pour M assez grand d'aprds la condition 1° du systéme (8).

Cette derniére contradiction prouve que 1l'hypothése n > p est absurde, ce qui

achéve la démonstration du théorime 2.
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