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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 10-01
(Théorie des nowbres )
18e année, 1976/77, n° 10, 6 p. 3 janvier 1977

SUR LE GROUPE DES CLASSES DES EXTENSIONS ABELIENNES REELLES

par Roland GILLARD

1. Enoncé des résultats (1).

lele - Soient K wun corps de nombres abélien réel, et 4 wun nombre premier impair.
On suppose que le degré (fini) de K est premier & 4 . On désigne par E le grou-
pe des unités de K, et par C 1le sous-groupe des unités cyclotomiques : on sait
la 4~
partie de 1l'ordre du groupe C(K) des classes d!'idéaux de K o Le but de ce tra-

A

(cf. [6], Satz 20) que la 4~partie de 1l'ordre du groupe E/C est égale

vail est de préciser ce résultat. Pour tout groupe fini X , on note [X] son

ordre,

3oit G 1le groupe de Galois de K[Q . L'algtbre ZgEG} se décompose en somme

directe :
Z[6)=Fey z,[0],

ol ¢ parcourt l'ensemble des caractéres de G définis et irréductibles sur 'gﬁ ’
et € 1'idempotent correspondant :
1 -1
eé=fé_jZoEG 3 (6™F) o,
Ceci permet de décomposer les 4-sous-groupes de Sylow de E/C et C(K) , notés
respectivement (E/C)z et C,(K) :
(E/C)Z =@e¢(E/C)£ CZ(K) =@e§ Cz(K) .

Dans [3], G. GRAS formule la conjecture suivante.

CONJECTURE 1. - Les groupes eé(E/C)z et ey CZ(K) ont méme ordre,

Remarquons que si & est le caractdre trivial, les deux groupes ci-dessus sont
nuls. Nous écartons donc ce cas dans la suite. Soient X' 1le corps obtenu par ad-
Jonction & K des racines 4-idmes de 1'unité, et G! son groupe de Galois sur

Q « Pour notre discussion, nous formulons des hypoth®ses restrictives :

(a) aucun idéal au-dessus de £ n'est décomposé dans l'extension entre
K' et son sous-corps réel maximal,
(. R.) (b) le 4-sous-groupe de Sylow CZ(K|) du groupe des classes de K!

est gﬁ[G']-monogéne.

Ces hypoth&ses nous sont indispensables pour appliquer le théordme 3 ci-dessous.

Le résultat principal est le suivant :

(l) En préparant cet exposé, j'ai appris que Ralph GREENBERG avait déja obtenu
ces résultats, par une méthode analogue.
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THFORBE 1. - Si K et 4 vérifient (H. R.), pour chaque & la conjecture 1

est vraie.

1+2+ - Pour chaque idéal £ de K au-dessus de 4 , désignons par K, le complé~
té de K correspondant, par OE 1'anneau des entiers de Ke , par Up le §roupe
des unités ée Ko congrues & 1 modulo £0p o Désignons par U (resp. par K,
resp. par O ) le produit des Uy (resp. des Kp , resp. des Op ) muni de la to-
pologie produit. Considérons 1'intersection de U et de 1l'image diagonale de E
(resp. de C ) dans K ;s notons E (resp. T ) sa fermeture dans U . Désignons
par £, une clbture algébrique de Q, , et par | | 1a valeur absolue de f& vé-
rifiant |4] = 1/4 « Si Y est un caractire de G , défini et irréductible sur

QZ , et si V¥ intervient dans la décomposition de ¢ , on notera Y]é o« A un tel

Y est attaché une fonction L K-adique (cf. par exemple [5]).

Le groupe C intervient dans la démonstration du théordme 1 par 1'énoncé sui-
vant (indépendant de (H. R.)) :

THEOREME 2. - Le groupe eQ(U/E) est fini et son ordre est égal & :

ILL(I ’ @)I—l = 'ﬂ‘fié Lz(l ) Y)|_l .

1.3, - La démonstration du théoréme 1 utilise les Z, extensions cyclotomiques de
K et K' (cf. [4]) : si Q_  désigne 1'unique 2, extension de Q, on mote K,
et X! les extensions composées de Q_  avec K et K' . On désigne par M _
(resp. L ) la J4-extension abélienne non ramifiée pour les idéaux premiers & 4
(resp. non ramifiée) maximale de K_ . On définit de méme M , L , M!

', Lt (& par-
tir de K et X! ).

Pour ¢ donné (fixé dans toute la suite) et YI@ , soient f 1le conducteur de
¥, et g 1le plus petit commun multiple de f et &£ . On appelle Y le généra-
teur du groupe de Galois I de K'm/K' qui agit sur les racines d'ordre une puis—
sance de 4 par élévation & la puissance 1 + q . Les groupes de Galois Gal(L;/K;),
Gal (L_/K_) ete. sont des Z&[F]—modules topologiques compacts. En faisant corres-
pondre & vy , la série formelle 1 + T , on peut les munir de structures de
Z’e[['l‘]]—modules de type fini (cf.[4]).

Désignons par A 1'anneau obtenu par adjonction & Z, de l'image de ¥ . Soit

~L
w le caractére de G' obtenu par l'action sur les racines de 1'unité d'ordre 4 .

On note ¥ 1le caractére uM_l , et % la somme de ses conjugués sur 9& . Soit
£(T , ¥) 1la série formelle associée par IWASAWA (cf. [5], §6) au caractdre de

Dirichlet primitif défini par Y . Soit enfin e% 1'idempotent de gﬁ[G‘] associé

by

3 3 ., La conjugaison dans Gal (L;[gw) permet de définir une action de G!' sur
Gal (L!'/K!) . On peut énoncer (cf.[1]) le résultat suivant.

CONJECTURE 2. - Il existe un gﬁ[[T]]‘ homomorphisme injectif & conoyau fini de
ez Gal (L;/K;) dans le quotient A[[T]}/(£(T , ¥)).
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Les hypothdéses (H. R.) interviennent dans le théoréme suivant (cf.[1]).

THEORMME 3. - Si K et 4 vérifient (H. R.), alors la conjecture 2 est vraie.

Le théordme 3 permet d'utiliser le théordme 4 (indépendant de (H. R.)) :

THEOREME 4. - Si K , 4 et & vérifient la conjecture 2, ils vérifient la con-

jecture l.

Aingi, le théortme 1 résulte immédiatement des théoremes 3 et 4.

Le théordme 4 est démontré au §3. Sa démonstration utilise le théoréme 2 dont la
démonstration fait 1'objet du §2. Les notations introduites ci-dessus restent vala-

bles dans la suite.

2. Démonstration du théoréme 2.

2els ~ Fixons un plongement ¢ de K dans QZ o Définissons, pour « dans K,

un élément TY(a) dans € :

(1) 1y(a) = Ty ¥7H(0) g(8()) .

Comme K , identifié & son image par le plongement diagonal, est dense dans K ,
on peut prolonger & cet anneau l'action de G et les applications ¢ et ’I.‘Y o On

conserve les mémes notations pour les prolongements.

En prenant le logarithme sur chaque composante, on définit une application fLog
de U dans K . Cette application commute avec l'action de ¢ sur KX . De plus,
si un élément o de E se plonge diagonalement dans U , @(fog @) n'est autre

que le logarithme de ¢(a) dans Qz « On a alors :

(2) T, (s0g @) = 2y, ¥7H(6) log [9(8(a))] .

Si a est un élément de K , et u un élément de G , on déduit de (1) :
(3) TY(u(a)) = ¥(u) TY(a) .

Cette formule s'étend sans difficulté au cas o u est un élément de Zx[G]‘ en

prolongeant Y par linéarité sur cette algébre. Pour o dans K , posons :
= [N

Si Im Y désigne 1l'image de Y dans QZ , e N 1la norme de .Qz(lm ¥) a Q,

& partir de (3) on obtient :
(5) vue zle]l, T.(u(a) = [w(¥()] 1 (a) .

sz

Cette formule permet de montrer qu'il existe une, et une seule fonction, Té dé-

finie sur 1l'ensemble des sousfg%[G]Lmodules de e, K qui en sont des réseaux, fonc-—

$
tion vérifiant les deux propriétés suivantes :
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(6) Vaee, R, «#0, 1t(z,[6].0) =T, (a) ,

(7) pour tout A , B avec A 2B, T%(A) = [4/B] T%(B)

2¢2¢ = Nous allons énoncer trois formules pour T! qui suffisent & démontren le

théoréme 2, La premidre donne 1l'expression de T&(eé Eog'a) :
) -1
' = _|r | (¥ __\151&, .
(8) Té(eé Log C) = “m Lz(l , ¥) .;ﬂﬂ@-—fl (1 )

Le fait que eé fog C soit un réseau de eQ K résulte de la conjecture de

Leopoldt vérifiée puisque K est abélien. La formule (8) résulte de (6), de 1la dé-
finition des unités cyclotomiques (cf. [6]), de (2) et de la formule de [5], § 5 ,
pour Lz(l ’ Y) . Dans les calculs s'introduisent des facteurs parasites qui se ré-

‘duisent & ceux de (8) grfice a 1'hypothese #J[G] .

La formule suivante raméne le calcul de Té(eQ Log U) & celui de Té(eé 8). on.
désigne par p 1l'ordre du groupe de torsion de e. U :

- =1
(9) T%(eé Log U) = p,—l.T:}(eQ 9. F%l@ (1 - ¥(g )F .

Sa démonstration résulte d'un calcul d'indice facile : par (7), il suffit d'expri-

mer les_indices du module
Mo, £F = M £r o
°5 2|y e log( P (1 + e)) , pour r assez grand ,

dans e§ log U et eé

1'aide de sommes de Gauss :
A _l
' o = >
(10) Té(e@ ) II[HQT(Y )|

On utilise [7] pour obtenir une base explicite de © sur un ordre de JG] ex-

® . Notre dernidre formule donne la valeur de Té(eé 9 a

b

primée 3 1'aide d'une somme T._ de sommes de Gauss. Lorsqu'on passe de O 3

K

d~0@z 1'ordre est remplacé (en vertu de 1l'hypothdse #/[G] ) par 2 [¢].. 11
~ ! <

suffit alors de calculer 1l'image des sommes de Gauss par les applications TY .
2.3+ = Dlapres (7), on a
(11) [e(U/C)] = ule, %og U/e, fogT] = ury(e, fog U)/1i(e . fog T) .

Le théoreme 2 résulte alors des égalités précédentes et de 1'égalité classique
7(¥) T(Y—l) =f ,

3. Démonstration du théortme 4.

On suppose qu'il existe un Zﬁ[[T]]-homomorphisme 4 noyau et conoyau finis :

ez Cal(Ll/K!) —> A[[T])/(£(T , ¥)) .

On déduit, comme dans [4], théor®me 16, mais en tenant compte de 1'idempotent et

by

du choix différent de vy , qu'il existe aussi un gﬂ[[T]]~homomorphisme & noyau et
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conoyau finis :

eg Cal (n1/xt) —s Al[P]V/(£(54 -1, V) -

Tei &' désigne le caractére de G' défini & l'aide de ¢ et du passage au quo-
tient G' —>» G , et €5t 1'idempotent correspondant. On rappelle que la conjugai-
son dans Gal (M'/Q) et Cal (M_/Q) permet de munir Gal (ML/KL) et
Gal (M;/Kw) de structures respectivement de G'-module et de G-module, ces struc-

tures étant compatibles entre elles.

On sait, d'apres [47], théordme 18, que Gal (M!/K!) n'a pas de sousfg%[[T]]-
module fini non trivial. De plus, ey, Gel (M!/K!) s'identifie & e, CGal (M /K »
I1 en résulte qu'on peut écrire une suite exacte de gﬁ[[T]ﬂ—modules avec un co-

noyau D fini ¢

(12) 0 —s e Gal (1/K,) ——-)A[[T]]/(f(—i—%—% -1, %) —>D—50.

I1 est clair que M contient K_ ; de plus, Gal (M/K) s'obtient en divisant

Gal (M /X ar le groupe des commutateurs qui est, en notations additives,
o P

(1-v) cal (M /K_) =T Gal (M _/K_) .

L'action de G commutant avec celle de Gal (Ka/K) , on a un résultat analogue
pour . e, Gal (M /K ) et ey Gal (M/K_) « Le caractdre ¢ 4tant non trivial, ce
dernicr groupe e'identifie & e, Gal (M/X) o Le noyau de la multiplication par T
dans le modulc du milieu de (12) est mul (cf. [4], §2.2.) En notant par oD le
noyau de la multiplication par T dans D, on peut écrire la suite exacte :

0 —> D —>e, Gal (M/K) —> 4/(f(q , ¥)) —> D/T.D—>0 .

Les modules finis TD et D/T.D ayant le méme ordre, on voit que le groupe
e, Gal (/K) (fini, a'aprés [4], ®.2.) est d'ordre [W(2(q, ¥)) |~ , § dési-
gnant, comme en 2.1, la norme de Q, (Im ¥) & Q, . Mais, d'aprés [5], &, on a ¢

S A
Lz(s,‘i’)=2f((1+q) -1,%), Vsez, .

En utilisant le théordme 2, on déduit ( £ é&tant impair) :
= M 0|7t =

D'aprés la théorie du corps de classes, on a un isomorphisme :
e, Gal (1/L) ~ e (U/E) .

Ces groupes sont finis (cf. toujours [4], §2.2.). En comparant avec ce qui précé-
de, on déduit que les groupes e, Gal (L/K) et eé(E/C) ont méme ordre. Pour ache-
ver la démonstration du théoreme 4, il suffit d'observer que E et C étant
respectivement isomorphes & E ®‘§% et C ®‘§£ ’ eQ(E/E) est isomorphe &
EQ(E/C)'Q .
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