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(Théorie des nombres)
18e annéde, 1976/77, n® 5, 12 p. 8 novembre 1976

TRAVAUX DE COATES ET WILES
SUR LA CONJECTURE DE BIRCH ET SWINNERTON-DYER

par Yves BALASKO

l. Introduction.

Soit E wune courbe elliptique définie sur un corps de nombre F . Il résulte du
théoréme de Mordell-Weil que le groupe E(F) des points de E & coordonnées dans
F est de type fini ; soit g le rang de E(F) modulo torsion. BIRCH et
SWINNERTON~DYER ont alors conjoncturé que si la fonction Q(E/F R s) est prolongea-
ble analytiquement & tout le plan complexe (ceci est une conjecture différente),
alors Q(E/F , 8) aun zéro en s =1 d'ordre p o Le cas 8p 21 fournit une
forme plus faible de la conjecture g(E/F ’ s) aun zéroen s =1 si la courbe

elliptique E admet un point d'ordre infini.

2. Le théoréme de Coates et Wiles.

Soit K un corps quadratique imaginaire de nombre de classe 1. COATES et WILES

ont démontré le théoréme suivant.

7 \
THEOREME. - Soit E une courbe elliptique définie sur Q (resp. K ) & multipli-

cation complexe par 1l'anneau des entiers O de K . Si E admet un point d'ordre

infini, alors ;(E/g , S) (resp. g(E/K ’ s) ) stannule en s =1 ,

3

Ce résultat s'applique aux courbes y2 = 4x” - Dx qui admettent la multiplica-
tion complexe par l'anneau Z[i] des entiers de Gauss, courbes qui servirent a

BIRCH et SWINNERTON-DYER pour éteblir leur conjecture.

Notons ¢ 1le caractére de Hecke ou "Grssencharacter!" de la courbe elliptique
E : c'est un homomorphisme défini sur le groupe If des idéaux de K premiers
avec le conducteur f de la courbe elliptique E , & valeur dans X .

On note L(y , s) 1la fonction L associde & ¢ [6]. DEURING [3] a démontré :

1° 8i E est définie sur Q , alors Q(E/g , 8) est égal au produit d'un nombre

fini de facteurs eulériens et de L(y , s) , qui est en outre égal a L(J , s) ;
2° Si E est définie sur K , alors g(E/K , 8) = L(w ’ s) LG@ ’ s) .

Par conséquent, pour démontrer la forme faiblc de la conjecture de Birch et
Swinnerton~-Dyer, il suffit de démontrer que L(W', s) s'annule en s =1 si B

admet un point d'ordre infini.
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3. Notations et définitions.

On choisit un modéle de la courbe elliptique E sous la forme
2
y° = 4 - 8y X = 83 »
ol g, et g3 appartiennent & O , ce qui est possible puisque le nombre de clas-
se de XK étant égal a 1, l'invariant g est invariant par conjugaison complexe :

il est réel ; comme c'est un entier algébrique, c'est donc un entier ; la suite est

évidente.

On note L 1le réseau des périodes de la courbe elliptique E définie sur C ,
i. e. E 2‘_Q/L « L'anneau des endomorphismes de E s'identifie 3 @={A€( ; AL L},
donc L est un O-module de rang 1 sans torsion : comme O est principal puisque

K est de nombre de classe 1, on a donc L = 0.6, ou Qe .

On note S 1'ensemble formé de 2, 3 et des nombres premiers q tels que E n'a

pas bonne réduction en au moins un idéal premier de K au-dessus de q .

Soit p wun nombre premier qui se décompose dans K , i. e. p = p.$., et qui
n'appartient pas & S5 . On note m 1le générateur de 1'idéal principal p tel que
la réduction modulo p de 1l'endomorphisme défini par m coincide avec 1'endomor-
phisme de Frobenius de la courbe elliptique E modulo p .

Pour tout n 20 , on définit ETTn+1 = noyau de 1l'endomorphisme ™l de B i

soit F = K(Enn+1) , et soit G = Gal(Fn/K) . L'étude de ces corps, ainsi que des
questions liées, est facilitée par 1'introduction de groupes formels. On sait que
le noyau de la réduction modulo p de la courbe E définit un groupe formel &

(voir par exemple [7]) défini sur l'anneau ©O_ .

p
Pour la loi formelle de £ , il est facile de vérifier que [m]t = Tt mod degré 2,
et [nlt =t mod pOp « I1 résulte alors de la théorie de Lubin-Tate qu'il existe
un groupe formel unique & , isomorphe & £ , tel que l'endomorphisme [m] de &

est domné par la formule [n)(w) = mw + WP’

. Notons Ehn+l le noyau de 1l'!'endomor-
phisme [ﬂn+1] de & ; il est clair que @n = Kp(En“*l) = Kp(gnn+1) ; d'aprés la
théorie de Lubin-Tate, ¢, est une extension totalement ramifiée de Kp de degré

pn (p - 1) . Un générateur w de &+l est une uniformisante locale de @n et
@n/Kp n

I1 résulte de tout ceci que P~ est aussi une extension totalement ramifiée de

: on note Py 1'unique idéal premier de Fn au~-dessus de p , on a aussi

K
8 = (Fn)pn

Soit 4 1le groupe des racines (p - 1)-idmes de 1'unité dans ©_ . On vérifie
(?‘est facile, mais un peu calculatoire, voir [ 2], lemme 6) que [¢lew = {w pour
tout €A et we &,

Enfin, soit Go = Gal(Fb/K) . Soit u, un générateur de E}_r , S0it o € GO ’
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o o} . (ot ns C s .
alors ug € E_ On pose wujy = % (o) Uy ¢ on définit ainsi un homomorphisme ¥ de

GO dans Z° , qui ne dépend pas du choix de Uy e On dit que x est le caractere

canonique.
Soit A un zpﬁ%;-module ; on définit, pour tout entier k , le sous-module

A k comme le sous-ensemble sur lequel GO agit comme xk : on a la décomposition

en somme directe

a;,p—l A(k)
~g=1

On notera que le caractére x donne aussi 1l'action de G, sur Sn par la for-
mile uw = [x(0)]() = x(0).(u) .

A=

4. Fonctions L et unités elliptiques.

Un ingrédient essentiel de la démonstration du théoréme de Coates et Wiles est

fourni par les unités elliptiques de Gilles Robert. Je rappelle leur définition.
Soit £ wun réseau du plan complexe, on pose

oz, 2) =z Mo o (1-2) exp((3/0) + 5 (2/0)%)

o(z , ) = A(R) exp(-= 6s2(f)z2)c(z , 8)12 ,
ot A(E) = fonction discriminant de £ ,

-2 =28
lw] 755

’ = i Z i
S2(f) 11ms-0,s>0 wel, w0 w

Soit L 1le réseau de notre courbe elliptique : on a L = 0973 soit p(z) 1a

fonction de Weierstrass associde 3 E , Soit Y wun idéal entier de K :

b
8(z , ¥) = 5(z 2 LZI;_I ’
o(z , ¥ 1)

ol N¥l = norme absolue de ¥ , et ol = réseau ol

On note $ 1'ensemble des triplets (A , U, J) ou J est un ensemble fini,
A= {ﬂj s jed) et M= {nj ;5 Jj€J},ou les ﬂj sont des idéaux entiers de K
premiers avec p et les éléments de S , et les nj des entiers rationnels tels
que la relation szJ nj (Nﬁlj - 1) =0 soit vérifide. On définit pour un tel tri-

plet (A, %, J) 1la fonction
&z, A, ,J) = geJ@)(z,mj)nj.

Soit maintenant § = (f) un idéal de X . On note I. 1le groupe des idéaux pre—
miers avec () . Soit RT ={(A0) 3 A=1 mod® 1} (l). On définit le corps de
classe du rayon modulo } comme 1'extension KT de K telle que, par la loi de

réciprocité d'Artin, on ait 1'isomorphisme

IY/RT — Gal(KT/K) .

(l) i, e. si A= a/B , avec o et B dans O et premiers & Y, alors o=f mod f.
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Notons f{  le conducteur de F = K(E n4y) sur K. Soit ® = 1le corps de clas-
se de K du rayon § . Alors ROBERT [4] a montré que si p_ ~ est un point de f -
division primitif de L , alors @(pn , A, T, J) est une unité de R » et llen-
semble de ces valeurs forme un sous-groupe Cn du groupe des unités de Rn : clest
le groupe des unités elliptiques de Rh « Il est stable par l'action de Gal(ﬂh/K) ’

et ne dépend pas du choix de p_ .

COATES et WILES définissent les unités elliptiques Cn de Fn comme le groupe
Nﬁh/Fn(Cn) . On démontre que chaque élément de Cn est =1 mod Py

Notons Un les unités de @n qui sont =1 mod P et U£ le sous-groupe de

Un des éléments de norme 1 sur K . Soit E = les unités de Fn qui sont =1
c . ~ 1 z . -

mod Po e On a donc Cn En . Soit CO 1'adhérence de CO pour la topologie P,
adique. On prend la décomposition de Ué/ﬁb en tant que gp[GO]-module.

On dit que p est un bon nombre premier si :

1° p n'appartient pas & S j

2° p se décompose dans K (et on note p = p:ﬁ ) 3
ne contient pas de racine p-idme de 1'unité non triviale (on dit que p

30§,

n'est pas "anormal').

Avec cette définition, on a le résultat suivant :

THEOREME A, - Soit p un bon nombre premier. Alors pour chaque entier k tel

qu¢e 1<k<p-1,o0na Tk L(§ k , k) € K . En outre Tk L(y k , k) =0 mod p

si, et seulement si, (Ué/ﬁb)(k) #0 .

Nous n'allons pas démontrer ce résultat ici. Cependant, on peut expliquer le lien
un peu mystérieux entre les unités elliptiques et la fonction L au moyen du pro-

chain lemne,

Introduisons auparavant quelques notations supplémentaires. | = (f) dénote 1le

conducteur de E . On pose p = O/f . Soit E_. 1le groupe des points de f-division.

f
On montre ([2], lemmes 3 et 4) qu'on a le diagramme

R -
. H = KSEEZ\\ Fy
K =HnT,

= K(En)

ou H= K(Ef) est en fait le corps de classe de K du rayon modulo f . Si b
est un idéal entier de K premier avec TO , on note o, le symbole d'Artin de b
pour llextension RO/K . Soit B un ensemble d'idéaux entiers de K premiers a

TO et tels que
{cb s b€ B} = Gal(RO/Fb) .

Soit ¥ un idéal entier de K premier avec les éléments de S et p : on défi-
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nit
Mz , %) = Tlep @0z + y(0) o, 9) .

LEii{E, - La fonction A(z , 4) est une fonction ratiomnelle de p(z) et p'(z)

a coefficients dans X . De plus,

d . k
z 3 log Az ’ d) = =1 ck(m) Z
vérifie
o (@ = 12(- D e (u - @) LG F, 0, k=1, 2, ...

Précisons encore plusieurs faits importants concernant les unités elliptiques.

Soient G_ = Gal(F_/K) = Gal(g /K ) et T = Gal(Fw/FO) = Gal(@m/éo) . On a

=T x Gy, ob Gy = Gal(FO/K) = Gal(@o/Kp) .

Les groupes Uﬁ et Eg sont alors munis d'une fagon naturelle d'une structure
de G_-module, Soit Yy wun générateur topologique fixé une fois pour toutes de T .
COATES et WILES montrent qu'il existe un G_~module compact Y_ et un isomorphisme

de G_-modules tel que
5)/(Y - ik> (u? /_ )(k) pour k #0 mod (p - 1) .

Comme I' est un sous-groupe de G_ , on en déduit un isomorphisme de I-modules,
et on peut considérer les k-composantes pour l'action de GO : (Uﬁ/ﬁ%)(k) est iso-
morphe & Y( )/( P 1)Y£F) + Pour un T-module compact, on a Y "= 0 si, et seule-
ment si, fE‘: (y - l)Yﬁf), alors (Ué/ﬁb)(k) #0 si, et seulement si,

(Uﬁ/ﬁﬁ) k # 0 pour tout entier n =0 .

5. Lois de réciprocité explicites.

I1 existe maintenant une démonstration du théoréme de Coates et Wiles ne nécessi-
tant pas l'utilisation des lois de réciprocité. Néanmoins, outre leur intérét pro-
pre, il est probable qu'elles seront utiles pour des résultats ultérieurs sur la
fonction ¢ . On note par * 1'addition formelle de & et par ~ la soustraction
formelle. I1 est d'abord clair que si M est 1'idéal maximal de 1l'anneau des en-

tiers de Kp , alors &) est un Op-module divisible.
Soit n 20 fixé. Le symbole de norme résiduelle généralisé est un couplage

Cy )y 8(py) x 8, =6 a1 s

défini comme suit

1° Soit P e @§ , soit © )

Vi ' . . X
p 1'image de B par l'application §-—> Gal(@n,ab/én

(réciprocité d'Artin)
2° Soit @€ p , on lui associe y e M tel que ™1 (y) = a .
On pose (o, B)n =0y Y~V

I1 faut vérifier que cette définition est bien 3 valeur dans & a41 et ne dépend
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pas du choix de Yy

n+l
]

Soit y' tel que [ y' = a . Il existe y" € &n, tel que Y'Y =y *y",

d'ou
ag(y') ~y' =ogly *y") ~ (y *y") .
Or
OB(Y * 'Y") = GB(Y) * Y“
car y" € @n est invariant par Oﬁ .
Donc, on a oa(y') ~y! = GB(Y) ~Y
Calculons [nn+1](ca(y) ~¥y) : on
[ (o50) ~¥) = [ (o, (1) ~ [ 30)

or nn+l](y) - o ==$’[nn+l](03(y)) = GB(Q) =ao, car o€ p invariant par g

W

il

donc
[TTml](GB(Y) ~y)=a~a=0 .

Le symbole ( , )n vérifie les propriétés suivantes :

1° Le symbole ( , )n est bilindaire,

20 (a, b)n = 0 &=> B norme de @n(y) ol [nn+1](y) =a,

30 (a, a)n =0 pour tout «€ p_ ,

40 (, )n définit un couplage non dégénéré
n+l

B(p ) /I 18(p)) = €/8,  —— B

gi, et seulement si, %y e contient aucune racine p-idme de 1l'unité non triviale.

(a) le symbole est linéaire 4 gauche : soient vy et +y' tels que
q

On a [nn+l](

Yy ¥y') = o * o', donc
(@ %ot , b)), =og(y *y1) ~(y *y')
= og(y) * o (y) ~ (v *y1) = (o, B)y * (o', B),
(b) le symbole est linéaire & droite :

(o, 88'),

GBB'(Y) ~y = OB[GB'(Y)] ~ ¥

Il

oglogi(¥)] ~agly) * GB(Y) ~y

I

(GB,(Y) ~y) % (UB(Y) ~y)

car GB,(Y) ~% € v _n4, est invariant par g s done

T
(a, BB')n= (O‘ 9 B)n* (ay B!)n .
(¢) («, B), =0 «=p norme de g (v) :

En effet, (a, B)n =0& GB(Y) ~y=0 @cs(y) =+vy , donc vy est invariant
par GB , donc GB laisse invariant @n(y) , donc par la théorie du corps de clas-
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X
se local, P est une norme de @n(y) .

(a) («, a)n =0 pour tout «#0, o€ p :
Soit r 1le plus grand entier <n tel que o est divisible par [m ], c'est-
a-dire tel qu'il existe 6€ p_, 8 #0 tel que [7°)6 = « . Soit y € M tel que

[ﬂn~r+l](y) = & ; on pose p = [T () .

D'abord p n'appartient pas & p, ; sinon, on aurait [ﬁr+l](p) = [ﬂn+l](y) =a,

d'ol une contradiction avec la définition de r .
Considérons maintenant le diagramme

G(@n(Y)/§n> — g.nn—r-l-l

l

a(e, (p)/3) = &

La premidre fldche verticale est définie par 1'opération de restriction, la pre-
midre fléche horizontale est O +—> 0y ~ vy ; la deuxitme O +—>0p ~p . I1 est im-
médiat que [nr+l](p) =a, et que [m](p) = [nn_r+l](y) =08, i, €. TP + P =6
ou b€ p . Cette dernidre équation étant irréductible, il est immédiat que le
groupe de Galois G(%#p)/@n) est cyclique d'ordre p , et s'identifie par 1'appli-
cation horizontale a v e En effet, dans le cas contraire, 1'application ne serait
pas surjective, donc nécessairement on aurait op ~ p = 0, d'oh op=p, donc

p € Qn , ce qui est impossible.

On en déduit que la composée G(én(y)/én) —> v_ est surjective. Hontrons que
ceci implique que la premidre fléche horizontale est un isomorphisme. Supposons que
1ls fléche ne soit pas surjective. Comme gn“”r*l est cyclique, 1l'image de
G(@n(y)/én) est un sous-groupe cyclique de Sﬂn_,+l , donc son ordre divise néces-

. n=-r . . b . .
sairement p , donc il est contenu dans 8ﬁn_r , et son image, aprés composition
par [~ : & a-r41 —> &, est donc nulle. Ceci contredit la surjectivité de
la composée des fléches de gauche, et G(@n(y)/Qn) "9’gnn—r+1 est nécessairement

surjective. Comme ces groupes ont le mé&me nombre d'éléments, c'est un isomorphisme.

I1 résulte de 1l'isomorphisme que [én(y):én] = pn-r+1 .

Soient ¥, , ..., YP, les éléments de & 5, tels que [nn—r+l](Yi) soient
distincts dans & . . Alors y - ¥, vérifie 1'équation [nn_r+l](X + Yi) -8=0,
car [ﬂn—r+l](y) =& « C'est une équation de degré pn~r+l 3 coefficients dans

¢ s ctest 1'équation minimale de vy - Yi sur Qn . Notons N 1la norme de Qn(y)
sur g . On déduit de 1'équation précédente que N(y - ?i) =6 - [nn-r+l](Yi) ,
donc T

P r
Mﬂi:l ('Y - Yl)) = ﬂuegﬂ (6 - u) = [ﬂ ](O) =,
ce qui termine la démonstration.

Nous renvoyons au papier de COATES et WILES pour la démonstration du dernier
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point qui ne présente pas de difficulté particuliére. Le fait que ¢, ne doive pas

contenir de racine p-iéme d%n%iunité non triviale provient du fait que les groupes
+1 :

8(pn)/[ﬁn jg(pn) et éi/@x doivent avoir le méme ordre si le couplage est

non dégénéré (ce sont des groupes abéliens finis). Or, on montre (lemme 14 de [2])

n+1l n
que 1l'ordre de S(pn)/[nn+1]g(pn) est (pP )(p-l)p o,
D41 241
Un calcul classique montre que l'ordre de Qi/ég est (pp )(p-l)p“+1 prn ’
ou prn est 1'ordre du groupe des racines p-itmes de 1l'unité dans e - I1 est im-
médiat que r = O si, et seulement si, Ty = 0 . '

Notons @£ = {éléments de @z de norme 1 sur XK_}, A: & —> G, 1l'applica-
tion logarithme du groupe formel. Soit % = {y e e Trn(yk(a)) € Zp ,

V o esg(pn)} you Tr : & —=>K estla trace.

P

Soit u ~un générateur de & .4 -

LEMIE. - I1 existe un homomorphisme

. ' n+l

wn : Qn ——9-$£/p fx;n

tel que (o, B), = [Trn(x(a) ¢n(e))](un) , Vae S(pn) et ¥ pe @ . Enoutre,
vn induit un isomorphisme

. S R n+1

Esquissons comment COATES et WILES démontrent le résultat suivant : On suppose,
pour cette preuve, que @O ne contiemne pas une racine p-itme non triviale de

1'unité, mais 1'énoncé est vrai en général.

. 1
THEOREME B. - Soit a#0 , o€ &(p) « Soit a tel que [ *(e) = @« Alors,

pour n assez grand, @m(qn)/ém est non triviale et ramifiée.

Seul le cas ou «_  appartient & &  présente quelques difficultés. Comme o,

est de degré au plus pn+1 sur @n y Ona « € @2n+1 . Il suffit de démontrer que

Q2n+l(°£)/§2n+l est non triviale et ramifide pour n assez grand. Soit

B, = [m+2(&)] « Puisque [ﬂ2n+2](0h) = B, , il suffit de démontrer, d'apres la

théorie du corps de classe local (SERRE [5], Corps locaux) qu'il existe une unité
€ de &
2n+l 2n+1

En fait, COATES et WILES construisent au moyen des applications ¢n des éléments

. s .
qui n'est pas une norme : il suffit que (Bn , €2n+1)2n+1 #0 .

e, qui vérifient les relations

Trn(wn(en)) = Cte # 0 pour tout n ,

avec, en outre,

(by s Eopyr)oner = [N Trpp (v (o )10
donec
(B, » eon1) aner = [M(@) Trglig(eg))Iuy)
Le terme entre crochetsest constant, donc, pour n assez grand, nn+l ne le di-

vise pas, donc il ne peut pas tuer (un) pour n assez grand. Par conséquent,
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6. Démonstratign du théoreéme.

Soit P un point d'ordre infini de E(K) . Soit p un bon nombre premier :

1° p¢5;
2° p se décompose dans K j;

3° p n'est pas anormal.

Pour tout n 20 , on choisit Q € E(X) tel que Pl Q, = P ; on note

B = Fn(Qn) . Un argument basé sur la bonne réduction de E en dehors de S [2]

montre que Hn/Fn est non ramifiée en dehors de P -

Notons El(Kp) le noyau de la réduction modulo p de E(K.) . Coome E a bonne
réduction modulo p , El(K ) est d'indice fini dans E(K ) : on peut alors choi-
sir pe O premier, avec T tel que E(X ) < El(K ) « En outre, comme P est
d'ordre infini, on a BP # O dans El(Kp) . Comme Fn(Qn) = Fn(BQn) , car (B,m)=1,
on peut donc supposer que P est un élément non nul de El(Kp) . On note 6 1'4ima-
ge de P dans ﬁ(p) , et o € S(p) est 1'image de & ©par l'isomorphisme entre
A . n+1 . _

E et &.S0it o« € K tel que [ ~Ja =a. Il est clair que @n(an) = @n(Qn)

(et aussi g (a ) . 8,(Q,) ).

I1 résulte de la section précédente que Gal(@n(an)/@n) est isomorphe 2 gn“*l .
En particulier( %n/Fn est une p-extension abélienne. En outre, on vérifie que
1
Gal(s (o )/8 ) " = Gal(e (« )/ ) .

Soit N une extension abélienne de 1%1 galoisienne sur K . Gal(Fn/K) = Gn opé-~
re sur X = Gal(N/Fn) : 81 o € Gn et x € X, on définit xc =P X p_'l , Ou
p € Gal(N/K) admet ¢ pour restriction a Fn . Comme GO = Gal(FO/K) g'identifie

a4 un sous-groupe de Gn > GO opere sur X , ce qui permet de prendre la décomposi-

tion de X en sous-espaces invariants pour 1l'action du caractére .
p

. . ~ o -1
Par 1l'isomorphisme h : Gal(@n(oh)/én) —> §a41 » On 8 h(x" ) = o'xo! o~
ou o' € Gal(@(ah)/én) tel que o' correspond & © ,

c -1 -1
n(x') =o'z0'" " o ~oc' o' a_,
n n

9y = ~ v - ~ ot
h(x') = o'z} c’%_ch&% q&,
n(x’) = ot.h(x) = x(9).h(x) = h(x(c).x) ,
donc xo = x(c).x .
Pour tout n =20 , on note :

Mn : p-extension abélienne maximale de F ~mnon ramifiée en dehors de P, ;

Ln ¢ p-entension abélienne non ramifiée maximale de Fn .

On démontre (c'est un autre papier de COATES et WILES [1]) par la théorie du
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corps de classe global qu'on a un isomorphisme de Gn-module par 1'application
d*Artin

v/E —— cal(M /L F) .
0 mod p , il suffit de montrer que (U /5 )(l)
est #0 , ou encore qu'il existe n 20 tel que (U! /— )(1) #0 .

1]

Pour montrer que ol Ly, 1)

Comme C_ < E , il suffit de trouver n tel que (Ur‘l/ﬁn)(l) #0 , donc, vu
1’1somorphlsme precedent que Gal(H /L F ) 1) #0 .

. . (1)
Comme H <M , il suffit de trouver n tel que Gal(Hn L, Fm/Ln F_) # 0

H H F L H F
n n e n'n e

Fn Fo non ramifiée Ln Fo

L'extension L FQ/F‘ est non ramifiée car L /F est non ramifiée, donc
(1)
Gal(L H FG/L F ) est non trivial si H Fm/F est non triviale et ramifiée,
ou encore si Gal(H /F )(1) = Gal(H /F ) # O , donc si 1'extension Hn/Fn est non

triviale et ramifiée, ce qui a lieu pour n assez grand.

I1 suffit donc de montrer qu'il existe une infinité de bons nombres premiers pour

en déduire que L(y , 1) =0 .

Montrons d'abord que si p # 2 et si ¢, contient une racine p-idme de 1l'unité

non triviale ¢ , alors T+ T = 1 , Nécessairement Kp(;) = QO puisque

[éO:Kp] =p=-1.

D'aprds la théorie du corps de classe local, & et Kp(;) sont égaux si les
groupes de normes de ces deux corps dans KX sont égaux. Il est facile de voir que

Q/K(é)_{n}x{u;usl mod p}
K(;)/K(K(C)) {p} x{u; u=1 moa p},
donc ces groupes sont égaux si p/m =1 mod P .

1 mod p (puisque m € P )e

]

Comme p=Tm.T,ona n=1 mod p, donc T+ T

Come pnzZ=(p), onendéduit m+ =1 mod p .
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1+p

Cette congruence implique 1'égalité T+ T =1 si le point 1 - p n'est pas
dans le cercle de rayon .p , donc, dés que (p - 1 >,/§)<=:>(p2 -3p+1>0),

vérifiée pour tout nombre premier impair.

On en déduit que si 2 se ramifie ou se décompose dans K , il n'existe pas de nomw

bre premier anormal.
En effet, dans les deux cas, on vérifie que m + T est pair.

I1 n'y a donc pas de nombre premier anormal # 2 pour les corps K de discrimi-
nant -4 , -7 et -8 . 8i K est un des 6 autres corps de nombre de classe 1,
ona m= (a+ b/~D)/2, donc p =TT = (a2 + Db2)/4 .Comme m+m=a=1, on
en déduit 4p =1 + Db2 .

Soit q vun nombre premier # 2 qui ne divise pas D . Il résulte de la relation
4p = 1 + Db2 qu'il existe au moins une classe résiduelle n modulo q telle que
tous les nombres premiers dans cette classe ne sont pas anormaux : en effet, 1l'ap-
plication b+ 1 + Db2 n'est pas surjective, d'ou la conclusion. Il existe au
moins une classe m de Z/Dg telle que tous les nombres premiers de cette classe
se décomposent dans K . Comme z/qDZ = Z/Dg‘x Z/Qg.v on regarde la classe (m , n)
de g/qng : elle contient une i;finité de nombres premiers d'aprés le théoréme de
Dirichlet sur les progressions arithmétiques. Les nombres premiers de (m , n)

n'appartenant pas & S , sont des bons nombres premiers.
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