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REMARQUES SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES

par Hédi DABOUSSI

*
1. Une fonction f : N ——>C est multiplicative si f(mn) = f(m).f(n) des

que (m, n)=1.

3%
Une fonction g ¢ Ef —> C est presque périodique Bh (en abrégé pp BA ) si,

pour tout € >0 , il existe un polynéme trigonométrique Pe tel que

_— 1
11m1&+a>§'zn$x

A
le(n) - P ()] "< e
3i on peut choisir PE périodique, alors g est limite périodique B .
Le spectre de Fourier-Bohr de f est

o(f) = {xe E/E tel que 1lim

1 .
X §'|z£$x £(n) exp(-2ming)| >0} .

On notera MN(f) 1la limite, si elle existe, de —=2 _ f(n) .
X ngx

La lettre p désigne un nombre premier.

J

n pJHn " gignifie "pY divise n et pJ+1 ne divise pas n ".

s N\
THEOREME 1. - Pour gu'une fonction multiplicative f soit pp Bh (A > 1) avec

un spectre o(f) non vide, il faut et il suffit qu'il existe un caractére de

Dirichlet x tel gue les sommes ou séries suivantes soient finies ou convergentes :

s x(p) £(p) — 1 s 1x@) £) - 1)° s le@lt 5oy leED]t
PI‘
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p p |£(p)|<2 P » | e(p)|>2 P p T2

En fait £ est 4p BK :
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THEOREHME 2. - Soit A >1 et f une fonction multiplicative.

(a) Supposons que

— 1 A
11mﬁw3c-2n6x [f(n)|" <+ =,

M(f) existe et est non nulle, alors les sommes ou séries suivantes convergent
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zlf(p)ls-? ’ ZIf(p)|>2

et pour tout p 1la quantité 1 + Zk>1 (f(pk)/pk) est non nulle.
7

(b) Réciproguement, si ces sommes ou séries sont finies ou convergentes, f est

limite périodique Bk et en particulier M(f) existe et est non nulle, si, et seu-

lement si, pour tout p premier 1 + Zk>1 (f(pk)/pk) est non nulle.
(

Remarques. — Le théoréme 1 généralise un théoréme de DELANGE et 1'auteur [1] .
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La condition suffisante de ce théoreme,a été obtenue indépendamment par DELANGE
[4].

Le théoréme 2 généralise le théoréme bien connu de DELANGE [3] (cas ot |f(n)lg1)
et un théordme A'ELLIOTT[6] (cas oi A = 2 ). La démonstration d!'ELLIOIT a été sim-
plifide par DELANGE et 1'auteur [2]. Sa méthode ne fournit pas le cas A > 1,

AN#E 2,

Les conditions du théoréme 2 ne sont plus nécessaires si A =1,

2. Donnons quelques indications sur les démonstrations. Les preuves complétes

paraftrons ailleurs,

2.l. Un outil important est 1'inégalité de TURAN-KUBILIUS [9], mise sous la forme
ci-dessous par ELLIOTT [5].

1 ) 2 1 2
ijsx ;3- = néx £(n) - = Znsx t()|“sc < Xng l£(n)]“ .
p?|ln

Nous utilisons également un théoreme d'ERDOS [7], caractérisant les fonctions mul-

tiplicatives ayant une distribution limite, non concentrée & 1'origine.

Cela nous permet d'obtenir une condition nécessaire pour qu'une fonction multipli-
cative positive soit pp g (A >1) .

Dans le cas général d'une fonction multiplicative f pp Bh , on pose :

Yr%%E%T si f(n) #0

p(n) = lf(n)i et g(n) = <
0 si f(n) =0 ;

-~

p et g sont alors multiplicatives, p est pp BK , €t on déduit d'un théoreéme

de DELANGE et l'auteur [1], que g est nécessairement pp B, et que o(g) # ¢

si o(f) #¢ .
(n a alors les conditions annoncées.

La partie suffisante est essentiellement basée sur un théoréme d!ERDOS-RENYI [8].

2+2., Nous montrons que si f multiplicative vérifie les hypothdéses du théo-
réme, et si 1 < o< A, il existe une constante D(a) telle que, pour tout entier

k 2 1 et tout ensemble fini de nombres premiers E , on a :

k Ty o
£( 1 1 - Ref
HIEE [l + ZI‘:]_ L%)—L_} |:]_ - -]_:-)-] exp a(-——_p—__(_p_)_) \< D(U)
En choisissant convenablement E et k , on en déduit que

Z M<+w’ Z M<+m,ZZM<+®.
|£(p)|<2 P [£(p)[> P pr2 p

Pour montrer que la série 2 ((£f(p) - 1)/p) converge, on utilise la méthode clas-
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sique de DELANGE [3].
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