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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 3-01
(Théorie des nombres)
18¢ année, 1976/77, n° 3, 7 p. 18 octobre 1976

PLUS GRAND FACTEUR PREMIER D'ENTIERS EN PROGRESSION ARITHMéTIQUE

par Michel LANGEVIN

I. Historique et résultats.

1le = En 1969, GRIMM fait la conjecture suivante [3] :

(G) : Etant donnés k entiers consécutifs non premiers n+ 1 , N+ 2 , eee ,

n+ k , il existe une injection f de cet ensemble & valeurs dans celui des nom-

bres premiers telle que f(n + i) divise n+ i pour i =1, 2, ees , k &

Autrement dit, si Dy Ny y ees sy Ty forment une suite croissante d'entiers tel-
le que le nombre de facteurs premiers du produit N, N, «ee N, soit inférieur a &,
alors il existe un nombre premier dans l'intervalle (nl ’ nz) (appliquer le lemme

des mariages).

La conjecture (G) a d'intéressantes conséquences ; ainsi, ERDUS et SELFRIDGE en

ont déduit 1'existence d'un nombre premier dans tout intervalle (n2 , (n+ 1)2) .

(¢) peut &tre étendue aux entiers consécutifs d'une progression arithmétique sous

la forme

(6G) : Etant donnés k entiers non premiers n + a y N+ 28, eeo 4y n+ka

(avec n>0, (n , a) =1 ), 11 existe une injection f de cet ensemble & va-

leurs dans celui des nombres premiers telle que f(n + ia) divise n + ia pour
i=l,2,...,k.

De m8me, d'intéressantes conséquences, par exemple vers la conjecture de Landau

sur l'existence d'un nombre premier congru & n modulo a dans l'intervalle
(@a)® , ((m+ 1)a)®) .

Un procédé pratique de vérification numérique de (GG) pour k inférieur & une

valeur donnée est fourni par le théordme suivant :

[ \
THEOREME 1. - La conclusion de (GG) est vraie lorsqu'aucun des entiers (n + ia)

(1=1 s 2 5 eee 5 k) ne divise le plus potit commun multiple (p. Pe Ce m.) de
1,2,..5,-](—1.

En particulier, (GG) est établie sous 1'hypothdse
n+a>pePecCome (1,2, eee yk=1)=exp(¥(x-1)),

oh Y désigne 1'habituelle fonction de CEBICEV, équivalente & k d'aprés le théo-

réme fondamental des nombres premiers,
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2, - Soit P(n, k, a) le plus grand facteur premier de (n + a)(n + 2a) ...
(n + ka) ; on suppose dans tout ce qui suit n >0, (n,a) =1, k=2 ;
P(n, k, 1) sera abrégé en P(n , k) . De (GG), on déduit aisément 1'indgalité

conjecturale :
P(n y K, a) a,inf(n + a, pk) ’
ou Py désigne le k-iéme nombre premier. En particulier,
P(n, k) >inf(n + 1 , ) .
Cette dernidre inégalité n'est pas encore établie, mais 1'étude de la fonction
P(n, k) a été entreprise depuis bient8t un sidcle.

En 1892, SYLVESTER prouve 1'inégalité, pour n 2k , P(n, k) >k (i. e.
P(n, k) 2inf((n + 1) , (k + 1))) , résultat retrouvé et étendu aux progressions
arithmétiquesvde raison 2 par SCHUR, en 1929, Cinq ans plus tard, sans introduire
d'idée nouvelle, ERDUS donne une démonstration plus rapide et plus efficace

(P(n, k) >1,1 k avec n >k) comme le remarque MOSER en 1963. Cette démons—
tration est également & la base de 1'assez récente amélioration de HANSON (1973) :
Pn, k) >1,5k avec n>k et (n, k) #(2,2), (1,2, (5,5) (cf.[13],
(1], [4D).

Le meilleur résultat qu'on puisse espédrer avec la condition n 2k est claire-

ment . .
lim  inf o P(n, k)/k =2 .

@

Ce sera une conséquence du théordme suivant.

Pl \
THEOREME 2. - 8i (n, k) # (7, 2), (7, 3),
P(n, k) Sinf(n+ 1, 13k/6) .
La démonstration du théoréme 2 est compldtement élémentaire, au méme titre que
celles des résultats antérieurs, de SYLVESTER & HANSON. De plus, cette démonstra-

tion est assez bréve, mais, au prix d'un sensible allongement des calculs, on peut

prouver, toujours élémentairement, le théordme suivant.

THEORENE 2'. - Si k %4 et (n, k) # (23, 5) ,
P(n, k) 2inf(n + 1, 19k/7) .

Plus précisément, en ce qui concerne les petites valeurs de k , on peut prouver
élémentairement que les inégalités suivantes sont vraies pour n assez grand (les

exceptions sont aussi faciles 2 expliciter) :
P(n,2) 27, P(n,3)>211, Pn,4) 213, P(n, 5 217,
P(n,6) 319, Pn,s8)223, Pn,9) =229, ..

En adoptant la forme d'énoncé des auteurs antérieurs, on déduit du théordme 2, en

n'utilisant que les (petits) moyens nécessaires a sa démonstration, le corollaire
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suivant.

COROLLAIRE 1. - Si n2k et (n, k) #(2,2), (1,2, (,5),

P(n, k) >1,6 k.

Si 1'on utilise le théordme fondamental des nombres premiers, on peut remplacer
le coefficient 1,6 par un quelconque réel inférieur 3 2 (en modifiant convenable-
ment 1l'ensemble des exceptions, bien sfir) ; par exemple, on peut montrer le nouveau

corollaire.

COROLLAIRE 2, - Si =n 2>k > 659504 ,

P(n , k) > 1,995169 k .

3e = Dans le travail de SYLVESTER est implicitement prouvée 1l'existence, pour
tout réel ¢ >0 , d'un réel b et d'un entier K tels que les inégalités
K <bk <n assurent P(n, k) >ck (Cf. [8]). D'autre part, du théordme fondamen-
tal des nombres premiers (prouvé vers la méme époque), on déduit aisément que les
inégalités ck < n < bk impliquent P(n , k) 2 ck pour k assez grand (observer
que m(n + k) >n((1 + b_l)n) >m(n) pour n , donc pour k , assez grand). Or,
toujours vers la méme époque, STYRMER montrait que P(n, 2) tend vers 1'infini
avec n ; il en résulte donc que l'ensemble des couples (n , k) avec n >ck et
P(n , k) <ck est fini. Autrement dit, le rapprochement des trois précédents résul-
tats permet d'établir que 1'inégalité P(n , k) > inf(n + 1 , ck) est vraie 3 un

nombre fini d'exceptions prés, et ce, pour tout réel c .

Lorsque c¢ est petit, des formes trés affaiblies des deux derniers résultats suf-
fisent pour expliciter 1l'ensemble des exceptions ; ce travail a été mené & bien,
lorsque ¢ = 2 , par FAULKNER (Cf, [2]), mais le théordme 1 montre que, pour une
telle valeur de c¢ , il n'était pas méme nécessaire d'y avoir recours. En fait,

avec les moyens utilisés par FAULKNER, on peut montrer le théordme ci-aprds.
’ A
THEORRME 3. - 8i (n, k) # (23, 5) et k>4,
P(n , k) g inf(n , 3k) .
De plus, la démonstration du théoréme 3 montre comment déterminer, pour tout réel
¢ , l'ensemble des exceptions (i. e. les couples (n , k) avec
P(n , k) > inf((n + 1) , ck) ),

ce n'est qu'affaire de moyens numériques (le cas c = 3 correspond & un probléme
résoluble par les tables numériques existantes) ; en effet, pour les grandes va-

leurs de k , le coefficient 3 peut facilement 8tre amélioré :

THROREME 3'. - i k > 107 (resp. 10°),

P(n , k) > inf(n , 6k) (resp. inf(n , 7k) ).
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THEOREME 3", - P(n , k) > inf(n , k log log k) .

4. - On est encore assez loin de 1'inégalité conjecturée P(n,k) 2>inf(n+l,pk),

cependant, on peut montrer que ce résultat est vrai pour k assez grand. Quand

n+ 1 P s cela est une conséquence de 1'indgalité Ppiq1 = pm.$ m (pour tout en-
tier m ) qu'on peut déduire des travaux numériques de ROSSER et SCHOENFELD., Quand
pk.s n < k3/2 , 1'inégalité P(n , k) >n+ 1 est réalisée pour k assez grand

d'aprés le théordme de Hoheisel-Ingham- ... -Huxley (p = o(pi 3) s actuel-

m+l ~ Pm
m+l ~ Pn = O(Pi) avec h >7/12) . Quand k3/2 £n< 3k y le résultat

est acquis grfice & un résultat d0 a JUTILA et SHOREY, établissant que

lement, p

P(n , k) » k log k log log k (log log log k)-l ;

enfin, quand n 2;3k s le résultat est vrai pour toute valeur de k d'aprés le

théoréme 1.

D'autres résultats, relatifs 2 (G) ou & la fonction P(n ’ k) , ont été récemment
obtenus gréce & la méthode de Baker par RAMACHANDRA, SHOREY, TIJDEMAN ; nous ren-

voyons pour toutes précisions aux exposés [11] et [7] du groupe d!étude. -

5« = On étudie maintenant comment généraliser les précédents résultats aux en-
tiers consécutifs d'une progression arithmétique. Une telle généralisation pour le
théoréme fondamental des nombres premiers existe, comme il est bien connu, mais il
ne peut 8tre recherché un analogue pour les travaux numériques de ROSSER et
SCHOENFELD valable uniformément en la raison a . De méme, on voit, gréce & la mé-
thode de Baker que lim P(n(n + a)) = » quand a est fixé ou, du moins, petit
devant n (1imnoo inf P(n(n + a))/log logn 21/6 si ag n® avec t <1 ,
cf. [9]) . Enfin, on montre dans [10], dont cet exposé donne les principaux résul-
tats, que le théoréme de Sylvester du § 3 se généralise entidrement et uniformément

en a .

Ceux des résultats des paragraphes précédents dont la démonstration n'exige pas
1'emploi de tables numériques peuvent donc &tre généralisés. Par exemple, le théo-
réme de Sylvester, établissant que P(n , k) >k (quand n 2k ) dont la démonstra-
tion est d'autant plus rapide qu'on dispose d'une bonne majoration de m(x) ou de

¥(x) (cf. [8]), mais qui peut &tre prouvé sans cela, peut 8tre étendu ainsi :

7 N '
THEOREME 4. - Soient k entiers n+a, n+2a, ..., n+ka (n>0,

(n , a) = 1) supérieurs & k s 11 existe un nombre premier supérieur & k divi-

sant 1'un d'entre eux.

Ce théoréme est en fait la conséquence de 1'inégalité suivante, oh IA(k) dési-
gne la borne inférieure de m(P(n, k , a))log k/k quand n+a >k, (n, a)=1,

8.>,A0

ld \
THEOREME 5, - limy inf IA(k) > log(h + 1) .



3-05

Signalons d'autre part que tous les résultats récents obtenus sur ces sujets gré-
ce i la méthode de Baker (non décrits ici, Cf. § 4) peuvent 8tre Stendus aux pro-
gressions arithmétiques pourvu que la raison soit fizxe (ou du moins reste petite

devant n ).

IT. Quelques démonstrations.

Toutes les démonstrations des théorémes précédents figurent dans [10]. On se bor-
nera donc ici aux preuves des théorémes 1 et 4 ainsi que d'un résultat faisant in-

tervenir la théorie de Baker.

Soient k entiers n+a, n+2a, .., n+ka avec n>0, (n,a)=1.
Pour tout facteur premier p du produit (n + a)...(n + ka)v, soit I(p) 1'ensem-
ble des entiers i (1.$ i S'k) pour lesquels vp(n + ia) est maximal ( vp dési-
gne la valuation p-adique).

Ou, pour tout entier i =1, 2, ... , k, existe un nombre premier p véri-
fiant I(p) = {i} , et 1'injection f , dont on cherche a prouver l'existence, est
toute trouvée, ou, pour un entier i , 1'on a I(p) # {i} pour tout facteur pre-

mier de n + ia et donc, en désignant par j (#i) wun é1ément de I(p) ,
vp(n + ia) = inf(vp(n + ia) , vp(n + ja)) slvp((i - jla) = Vp(i -3)

ce qui est majoré par la valuation p-adique du p. ps co me de 1 , 2 , ¢sus 4, k = 1.

Le théoréme 1 est maintenant clair.

De plus, si 1l'on choisit, pour tout facteur premier du produit (n+ a)ese(n + ka),
un élément i(p) appartenant & I(p) , et si 1'on note J 1'ensemble des entiers

i (1 £i<k) qui ne sont pas de la forme i(p) , on obtient :

vp(ﬂiEJ (n + ia)) < vp(ﬂi#i(p) (n + ia))

< vp(ﬂiﬁ(p) (1 - 1(p)) s v (&= 1)1) ,

d'ou
(1) niGJ (n + ia)|(x - 1)1 .

On prouve maintenant le théoréme 4 ; il est clair qu'il suffit de 1@ montrer dans
le cas ou k est premier ; grfce au théoréme 1, il suffirait également de le prou-
ver dés que k est assez grand ; toutefois, cette dernidre possibilité n'est indis-
pensable que lorsqulon cherche & raffiner le théoréme 4, et on ne 1l'utilisera pas
ici. D'autre part, & 1l'aide des résultats antérieurs, on voit aussi qu'on peut sup~
poser a >2 (en fait, on peut traiter les cas a =1 et a =2 gimultanément).
On fait la démonstration par 1l'absurde ; soit donc (n , k , a) un triplet véri-
fiant n+a >k, k= P, s By désignant le m-idme nombre premier, a 23 ,

P(n , k, a) £k . En appliquant 1'indgalité (1), en minorant a par 3, n+ a

par 1 + Py o et en observant que J a au moins Py, - D éléments, il vient

(t+p )4+ p)eee(l+3(py -m-1) +p) & (p, - 1)¢5
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on vérifie alors directement que cette inégalité implique m 2.32 ; de plus, s'en

déduit la relation

(4p, - 3m - D1 < ((p, - DD

On forme le logarithme des deux membres, et on applique les inégalités de

Stirling ainsi que le lemme suivant :

LEMME, - Soient O < t < s deux réels, on a

(s - t)logls = t) + t > (s - t)log s + t2/23
de sorte qu'on obtienne
(8 10g 2)p_ < 3m log(4p)) ,

inégalité impossible pour m 2-32 puisqu'on peut alors encadrer p ainsi (Cf.

[12])

mlogm <p < n(log m + log log m) .

THEOREAE 6. - Pour tout couple d'entiers (k , a) ,

lim inf P(n, k, a)/log log n 2k/8 .

. . _ 5 .
Démonstration. En observant que 1 .§k Zpl(n + ia) log p peut &tre majoré par

k logk + 6(P(n, k , a)) (aveec 6(x) = <z log p ) (distinguer le cas p <k du

cas p >k ), on voit, comme dans [6], qu'on peut trouver deux entiers i' , i" vé-
rifiant 1 Li' <irgLit+2Kk+ 1, et
< P k k) .
pl(n+i'a)(n+i"a) 1Og Pl 2(1Og k + e( (n ? ’ a))/ )
On pose alors n + i'a = x , de sorte que n + ia =x + a' avec a' =a ou 2a;

on applique la méthode de [ 5] en introduisant un entier sans facteur cubique u

3

tel que 4x(x + a') = uy3 et, en se ramenant & la courbe x° - = C par

(u(ox + a’))2 - (uy)3 = (ua‘)2 , ce qui permet d'appliquer les résultats de BAKER-
STARK, on obtient le résultat cherché. Quand a =1 ou 2, on peut montrer, par une
généralisation facile de [6], que le membre de droite de 1'inégalité du théoréme 6

peut &tre amélioré en k .
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