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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 1-01
(Théorie des nombres)
18e année, 1976/77, n® 1, 10 p. 4 octobre 1976

TRANSCENDANCE ET LOIS DE GROUPES ALGEBRIQUES

par Daniel BERTRAND

Plusieurs énoncés classiques de la théorie des nombres transcendants (tels que
les théorémes de Hermite-Lindemamnn et de Gel'fond-3chneider, ou les résultats de
SCHNEIDER sur les valeurs des fonctions elliptiques de Weierstrass d'invariants al-

gébriques) peuvent 8tre déduits du critére général de transcendance suivant.

THﬁOREME (SCHNEIDER-LANG). - Soient fl et f2 deux fonctions méromorphes sur

C , algébriquement indépendantes, et K une extension algébrique de Q plongée

dans C » On suppose que :

(Al) I1 existe 4 - 2 fonctions méromorphes sur C : f3 yeeey £, telles que
1'algébre K[ f

LR fzj soit stable par 1'opérateur de dérivation D = d/dz ;

(AZ) Les fonctions fl et f2 sont quotients de fonctions entiéres d'ordre

fini ;

(A3) K est une extension finie de Q .

Alors, l'ensemble des nombres complexes, ol L., , «ge 4 f£ prennent simultané-

1

ment des valeurs dans K , est fini.

Pour en déduire les résultats de transcendance mentionnés ci-dessus, on fait
alors appel aux théoréemes d'addition algébrique qui vérifient la fonction exponen-

tielle ou les fonctions elliptiques.

La traduction p-adique du critére précédent ne pose pas de difficulté., Mais,
dans les domaines p-adiques, les fonctions exponentielle et elliptiques ne sont dé-
finies qu'au voisinage de 1'origine, et si, selon une conjecture de BOMBIERI et de
WALDSCHMIDT, 1'hypoth&se (AB) est sans doute superflue dans l'énoncé du théordme de
Schneider-Lang, 1l'hypothése (AZ) semble en revanche fondamentale (voir & ce sujet

la remarque 2, § 3.2, ci-dessous).

Pour résoudre cette difficulté, il convient de faire jouer un réle plus central
aux théorémes d'addition algébrique que vérifient encore les foncfions exponentiel-
le et elliptiques dans les domaines p-adiques. Dans le cas eprnentiel, cela avait
déja été remarqué par HAHLER (voir [7] pour l'analogue p-adique du théordme de
Hermite-Lindemann, et [ 8] pour celui du théordme de Gel'fond-Schneider). Le cas des
fonctions elliptiques a été traité en toute généralité dans [2], comme conséquence
d'un critére de transcendance valable pour des fonctions vérifiant 2 la fois un
systéme d'équations différentielles algébriques et une suite d'équations fonction-

nelles. Nous en obtenons ici une généralisation (voir également [2], remarque 4(b)).

Cette généralisation (I, § 1.2, théoréme) porte sur 18 fypé d‘équatisns Fonatione
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nelles que l'on peut considérer. Sa démonstration, qui fait intervenir une suite de
"fonctions auxiliaires", est donnée dans la deuxilme partie de ce travail. A titre
d'illustration, nous indiquons, dans une troisilme partie, comment elle permet en

particulier de retrouver certains des résultats de [2], en étudiant directement la

fonction logarithme associée & certains groupes formels. Mais les énoncés obtenus

dépendent bien entendu du choix d'un paramétre sur le groupe formel, et ne semblent

pas susceptibles de généralisation.

1. Ux nouveau critére de transcendance.

l.1. Ordre arithmétique.

Fixons tout d'abord quelques notations. Soient p un nombre premier, £ le com-
plété de la cldture algébrique du corps des nombres p-adiques ordinaires, et I ]
la valeur absolue de £, normalisée par |p| = p! . Nous notons Q la cléture al-
gébrique de Q dans £, et, pour tout élément « de Q , nous appelons taille
s(a) de o 1le logarithme du maximum de son dénominateur et de ses différentes va-
leurs absolues archimédiennes. Si P désigne un polynbme 2 plusieurs variables a
coefficients entiers algébriques, nous appelons taille s(P) de P 1le maximum de

son degré total deg P et des tailles de ses coefficients.

Soient ® wun disque non circonférencié de £, centré en O (avec les notations
hebituelles, ® =D(0 , r") , o r désigne un nombre réel >0 ), et % = %(®Q)
le corps des fonctions méromorphes sur ® (i. e. des quotients de fonctions analy-
tiques strictes sur ® ), Nous notons D 1'opérateur de dérivation d/dz en X% .
Nous considérons par ailleurs une suite T = {Tn ; n€ N} de contractions analyti-
ques sur ® , cl'est-3-dire d'applications analytiques T, ¢ @ —= ® vérifiant :

ITn(z)I\S |z pour z € ® . On associe & cette suite T la suite {Tn ; ne€ N}

d'opérateurs sur ¥ définis par :

ineN, VfekR: T f=foT .
-~ n n

Définition, - On dit qu'un élément f de X% est dlordre arithmétique fini (re-

lativement & la suite T ) s'il existe un corps de nombres K = Kf d'anneau d'en-

tiers O, et deux nombres réels c = Ce et p = Pr tels que, pour tout entier
n=>1l, onait

T (£) =2 (£)/ () ,

ou P et Q désignent des éléments de O[x] de taille <ecn® (On peut, sans
perte de généralité - voir [2], remarque 1 - les supposer premiers entre eux). On
appelle alors ordre arithmétique de f 1la limite inférieure des nombres réels p

vérifiant cette propriété.

Exemples. - Soit T .. = {Tn(z) =nz 3 n € N} la suite des multiplications par

by

les entiers positifs. Relativement 2 la fonction f(z) = z est d'ordre

T
add ?
arithmétique O ; la fonction exponentielle p-adique est d'ordre arithmétique 1, et
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la fonction elliptique p-adique de Weierstrass associéc a une courbe elliptique
définie sur un corps de nombre est d'ordre arithmétique 2 (voir [2], I). Des exem-
ples de fonctions d'ordre arithmnétique fini relativement & d'autres suites seront

donnés dans la troisiéme partie,
1.2+ Enoncé du critere,

L'énoncé qui suit est relatif & la donnée d'un disque ® et d'une suite T de

contractions.

TERORMME. - Soient £, et f,

ment indépendantes, et u un élément de ® . On suppose que :

deux fonctions méromorphes sur ® , algébrique-

¢

(Bl) I1 existe 4 - 2 fonctions méromorphes sur 0O : f3 g oo fz telles que
1'algdbre g[fl y see s fz] soit stable par D ;

(BZ) Les fonctions fl et f2v sont d'ordre arithmétique fini (relativement &
T)

(B3) Si n et m sont des entiers > 1 distincts, alors Tn(u) # Tm(u) :

(B4) La suite DTn(u) ne s'annule que pour un nombre fini de valeurs de n .

ne peuvent prendre simultanément de valeurs

Alors, les fonctions fl y see fL

algébriques au point u .

Le théoréme principal de [ 2] concernait le cas ou T est la suite Todd * Si u
est un élément non nul de ® , la condition (BB) (ainsi que (B4)) est alors automa-
tiquement satisfaite. Nous discutons maintenant les hypothéses du nouveau critére

de transcendance.
Hypothése (Bl) : Faisons 1l'hypothése plus générale suivante :

(Bi) La dérivation D opére sur le corps zﬂfi y ves fz)
Il cxiste alors 4 + 1 éléments P, , ... , P, et R de §[Xl ) eee ij

tels que

Vi=1,...,4: Df = Pi(f1 , eee s fz)/R(fl y eee fz) ,

et la dérivation D opére sur 1l'algdbre Elfl yo ooy R-l(i)] « Le théoréme est donc

encore valable, si 1l'on suppose en outre que u n'est pas zéro de R(fl g seey fz) .

Hypothése (33) ¢ 1'hypothése (B3) est en un sens fondamentale. Ainsi, le theore-
me serait incorrect si la suite {Tn(u) ; nE E} n'avait qu'un nombre fini de va-
leurs distinctes (quelques contre-exemples seront développés au § 3.2). lais on

peut 1l'affaiblir sous la forme suivante :

(Bé) Pour tout entier n > 1, soit v(n) 1le cardinal de 1'ensemble {Th(u) :

l1<£h<n} . Alors

lim sup (1og n)/v(n) =0

(voir § 2.2, deuxilme pas).
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Une derniére remarque : Aucune condition de croissance n'est imposée aux fonc-

tions £, , «.. fz au voisinage de la frontidre de ® . La raison en est que les

applications T sont supposées contractantes.

2. Démonstration du critére de transcendance.

2ele Quelques lemmes.

Au cours de la démonstration du critére, nous serons amenés & étudier des expres=
sions du type o* F(Tn(u)) =T K F(u) , ou F est une fonction polynémiale en
fl et f2 « Comme aucune hypothése n'est faite sur Tn fj pour j =3, eve 4 4,
nous considérerons plutdt DX Tn F(u) (le lien entre ces expressions est rappelé
au lemme 3). L'estimation classique que fournit le lemme 1 peut &tre améliordée -et

c'est crucial- quand u est zéro d'ordre k de T, F (1emme 2).

Le lemme 2 généralise un énoncé de MASSER ("lemme de Baker—Coates"), obtenu dans
le cas ou les applications T représentent des endomorphismes d'une courbe ellip-
tique admettant une multiplication complexe. Sa démonstration (ainsi que celle du
lemme 1) repose sur des calculs purement algébriques, ou la forme des applications
T n'intervient pas. Les démonstrations données dans [ 2] sont donc encore valables,

et nous ne les reproduirons pas ici.

Nous reprenons les notations de la premidre partie, et, pour i =1, 2, et n
entier > 1 , nous fixons une représentation irréductibie Pn,i/Qn,i de la frac-
tion rationnelle apparaissant dans 1'expression de Tn fi (§ 1.1). Nous désignons
par K 1le compositum des coips Kf ’ Kf et du corps engendré par les coeffi=-
cients des équations différentielles satisfaites par 10 eeey fz (hypothese
(Bl)). Nous notons O son anneau d'entiers, et p un entier majorant strictement

1'ordre arithmétique des fonctions £, et £, .

Soient h >0 et L >0 deux entiers, P un élément de O[X
total <L, de taille <h, et F 1la fonction P(f

1 X2] de degré
L f2) . Alors on a le résul-
tat suivant.

LEMME 1 (voir [2]], lemme 1 et formule (5)). - Il existe un entier Y, ne dépen-

dant que de fl y eee o fz y €t vérifiant la propriété suivante : Pour tout couple
d'entiers n=2>1, k¥>0, on a
k -k L+k I+k
T = see

A

ou Rk,n,F est un élément de O[Xl s eee XL] tel que

deg Rk,n,F's Yl (k + L)np ’

S(Rk,n,F) Sh+y, k Logl (k + L)n] + 2 (x + L)n" .

LEMIME 2 (voir [2], lemme 2). — Il existe un entier Y, he dépendant que de

fl g soe fz s €t vérifiant la propriété suivante : Soient u un point de ® non
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pble de fl g oo fz , et n>21, k>0 deux entiers tels que u soit zéro

1
d'ordre k de Tn F sans é&tre pbdle de Tn fl , Tn f2 « Alors
k

P () = Sy p(8 () e, 2, )0G (5 () @ ()T

ol Sk,n,F est un élément de O[Xl y ees s ij tel que

p
deg Sk’n’Fis Y, (x + In") ,

P P
S(Sk,n,F)'S h+ vy, k Log(k + In") + Y (k + In") .

Remarque l. - Si Tn(u) n'est pas pble de f, , f, , l'hypothtse d'irréductibili-
té faite sur Pn,i/Qn,i entraine que Qn,i(fi(u)) est non nul, et les expressions

ci-dessus sont bien définies.

Le lemme suivant est banal.

LEMIE 3. - Soient k >0 et n > 1 deux entiers, et u un élément de ® fel

que DTn(u) soit non nul. Alors, la fonction Tn ' a un zéro d'ordre k au point

u si, et seulement si, la fonction F a un zéro d'ordre k au point Tn(u) y €1
1l'on a, dans ces conditions,

i T F(u) = (DTn(u))k T ¥ P(u) .

2.2« Démonstration duv. critére.
NI ¥ i

Supposons qu'en un point u de ® vérifiant les conditions (B3) et (B4) , les
fonctions £, , .. , T, prennent simultanément des valeurs algébriques, que,
quitte & augmenter X , on peut supposer appartenir & X . Les fonctions fl""’fz
sont quotients de fonctions analytiques sur le disque non circonférencié ® . D'apres
1thypothése (BB)’ et puisque les applications T sont contractantes, il existe
donc un entier n, tel qu'elles n'admettent aucun des points de la suite {Tn(u) H
n~ no} pour pdle. En vertu du lemme 1 et de la remarque 1, les fonctions fl et
f2 premment en ces points des valeurs dans K . Nous allons en déduire une contra-

diction.

Nous reprenons les notations du § 2.1, et nous posons : A=2p+ 2, O =3p+ 2.

Nous désignons par m un entier arbitrairement grand, et par c, , «es , Cq des

1
nombres réels >0 ne dépendant que de f, , ..., £, 9P, ©®,u et ny . En

vertu de 1l'hypotheése (B4) , on peut enfin supposer sans perte de généralité que

DTn(u) est non nul pour n >n, .

Premier pas (Construction d'un nombre algébrique non nul). — Il existe un élément
non nul P de O[X e+l

X2] , de degré <KL = o , de taille <c, m , tel que,

1
F, ese 9 TmF ad"‘

l 9

si F désigne la fonction P(f f2) , les fonctions T

l ’

. c c
mettent chacune le point u pour zéro d'ordre >m .

n0+l

Démonstration. — Il suffit, en vertu du lemme 1, de construire une fonction F

telle que
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; o
Un=mny+1,..,0; k=0,e0e,m : Rk,n,F(fl(u) y eee fz(u)) =0,
c'est-a-dire de résoudre un systime homogine de (m - n.O)mo équations linéaires,
dont les inconnues sont les (L + 1)2 coefficients de P , et dont les coeffi-

cients sont des éléments de K de taille majorée par 02(mc Log n + (mc + L)mp ) .

Le lemme de Siegel permet d'en obtenir une solution & coefficients dans O , non
tous nuls, et de taille majorée par

mc+p y mo+1/m2h m3p+l

C3 3 .

sont algébriquement indépendantes, les fonctions Tﬁ F ne

= C

Puisque fl et f2
gsont pas identiquement nulles, et 1'on peut définir le plus grand entier I tel
que

Vn=n0+l,...,M;k=0,...,MU: DanF(u)=O.

Dans ces conditions, il existe deux entiers N <M + 1 et K< (M + 1)7 tel que

u soit zéro dlordre K de TN F . Posons

g=D" T, Flu) #0 .

Deuxidme pas (Estimations de |&| ). - D'apr®s le lemme 2 et la remarque 1, €

est un é1ément de K vérifiant
s(g) < c, (mBP'*'1 +K Log K + InP )

Comme E est non nul, la formule du produit sur K (voir [8], proposition 1) en-
traine
lg] > exp(- cs P P2 Log M) .

Des considérations analytiques permettent par ailleurs de majorer |§| « En effet,
on déduit du lemme 3 et des relations précédentes que la fonction F admet sur le
disque circonférencé Du‘= p(o , |ul+) au moins (M - nO)Mc zéros (comptés avec
leurs ordres de multiplicité) . Soient alors & un nombre réel compris strictement
entre Iul et le rayon de ® , et A4 1le disque p(0 ’ 6+) o I1 existe un polynéme
©® ne dépendant que de fl ’ f2 et 6 , qui ne s'annule pas aux points de la suite
{Tn(u) s n~ n, } et tel que 6f, et of, soient analytiques sur A . La fonc-
tion G = 92L F est analytigque sur 4 , admet sur @u au moins (M - no)Mc zéros,
et vérifie

D* 6(r(w) = [8(ry(w) 1% 0¥ #(ry(w) ,
soit, d'aprés le lemme 3,

D 6(ry(w) = [Dry() T [o(ry () TP" & .

On déduit du lemme de Schwarz et des inégalités de Cauchy (voir [8], proposition
3) : : 5
K M M K
|0 Gy < (Jul/6) R oL+,

Le raisonnement de [1], § 6 , entratne d'autre part



1-07

le(my(u))| > expl- sup(s(s, (1 (w))) , s(£,(ry()))] > exp(= e, ¥P) ;

Notant que la relation !TN(Z)‘<$ lz] implique (par exemple au moyen des inéga-
1ités de Cauchy) que IDTN(u)|.§ 1 , on obtient en définitive :

gl exp(~ oy P2 )

.

La comparaison des inégalités précédentes fournit la contradiction recherchée
(sous 1'hypothese (Bé), il convient de remplacer le terme (If - nO)MG par nd v(M),

ce qui permet de conclure).

3« Applications.

Les applications les plus importantes du critére de transcendance concernent
1'étude de 1l'exponentielle p-adique sur certains groupes algébriques [2]. Nous con-
sidérons ici les groupes formels qui leurs sont associés. Contrairement (semble—t-
il) au cas complexe, on peut, grfice au nouveau critere, étudier directement les pro-

priétés de transcendance de leurs fonctions logarithmes.

3.1. Rappel sur les groupes formels.

Soient A 1'anneau des entiers de & , M son idéal maximal, et & une loi de
groupe formel (commutative) & un paramdtre, 3 coefficients dans A . Définissons

par récurrence la suite Tg = {Tn ; n =1} des “puissances n-idmes" de § par

T, (%) = X3 (x) =8(x, 7,(x)) .

T
n+1l

Les séries T sont des éléments de A[[Xx]] vérifiant
Tn(X) = nX + 0(x%) .

Elles définissent des contractions analytiques (notées encore Tn‘) de M dans

lui-méme,

A § est associée une fonction logarithme logg : c'est l'unique isomorphisme de
& dans le groupe additif tel que (d/dX)logs(O) =1 4 Comme $ est définie sur
A, la série d/ax 1og$(X) est un élément de A[[X]] (voir [4], pe. 96). Par con-

séquent, logg définit une fonction analytique sur M, et l'on a
VneN, Vzel;. logg(Tn(z)) =n logg(z) .

Autrement dit, la fonction logs est, relativement & Tg , d'ordre arithmétique
0.

Par ailleurs, l'espace des formes différentielles S-invariantes sur M est de

dimension 1. Si ws(x) dX désigne 1l'un de ses générateurs, on a donc :

¥5(X) = ¥5(0) (d/ax)1085(x) .

Afin de satisfaire 1'hypothdse (Bl) du critére de transcendance, nous ne pourrons
ici considérer que les groupes formels $ tels que wg(X) et X soient algébri-

quement dépendants. Deux cas se présentent (un résultat de HONDA [5] semble en fait
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indiquer qu'il n'y en a pas d'autres).

1° Groupe multiplicatif : La loi du produit sur le groupe "standard" 1 + M per-

met de munir M de la loi de groupe formel :
mlt(X , ¥) =X+ Y + XY .
La suite T .. = [Tn ;s n >1} est définie par

T(z) = (1 +2)=-1,

n
de sorte que la fonction gmu1t<z) =1+ z est d'ordre arithmétique 1 relativement
by RPN . . . . -l
a Tt * On peut ici choisir : *mult(z) = gmult(z)

2° Courbe elliptique : Soit E wune courbe elliptique définie sur un corps de nom-

bres K par une équation de Weierstrass minimale au sens de [9], § 6 :
L — - +a, x+a x+a
y 1T ey = 2 4 6 °
Soit El le noyau de la réduction de E modulo Mn¥ ., L'application

P —> z(P) = - x(P)/y(P)

est un isomorphisme du groupe "standard" El(ﬂ) sur M , Elle permet de munir M

d'une structure de groupe formel "ell"., La suite T est définie par

ell
T (a(p)) = a(aP) .

Si =& et 1 sont définies sur M par

g(z(P)) =x(P) ; n(z(p)) = y(») ,

la loi de groupe sur les points de E montre que la fonction est d'ordre
4 ell

gell

arithmétique 2. Enfin, on peut choisir (voir [9], § 3) :
Ve11(2) = [(a/a2)e(2) 1/ (21(2) + a; £(z) + aj) .

3.2. Résultats de transcendance.

On reprend les notations du critére de transcendance. Aprés quelques remarques
sur les hypoth®ses (BB) et (B4), valables pour tout groupe formel & défini sur 4 ,

nous considérons les hypothéses (Bl) et (B2) dans les cas multiplicatif et ellipti-

que.,
On tire de 1'équation fonctionnelle de log3 la relation

nD logs = (DTn)(Tn D logg) .

Comne (d/dX)logg(X) est une série de A[[X]] dont le terme constant est égal &
1, on déduit

tue®:fal = jor ()l ,
et la condition (34) est automatiquement satisfaite.

De fagon plus fondamentale, la définition de Tes montre que (B ) est satisfaite

si, et seulement si, le point u de I n'appartient pas & l'ensemble A(S) des
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points de torsion de $ . Ces points (dont 1l'ordre est nécessairement une puissance

de p ) forment 1l'ensemble des zéros de logs .

=1 Lo ps
o i 3 i . 3 — —_
1° Cas multiplicatif : Les fonctions fl = 8ult et f2 = 1ogmult vérifient les

hypothéses (Bl) et (B2) du critére. En conséquence, si u est un point algébrique
de W , 1Oghult(u) est nul ou transcendant. Désignant par Log x = 1°gmu1t(x - 1)
la fonction logarithme p-adique ordinaire, on peut alors énoncer le théoréme de

Mahler [7] sous la forme suivante :

COROLLAIRE 1. - La fonction Log s'annule aux racines (d'ordre uue puissance de

p ) de 1'unité, et prend en tout autre point algébrique de 1 + M une valeur trans-

cendante.
gt e ——

2° Cas elliptique : Posons ¢ = §¢2 + n¢l , Ol

P = 2T + a, € + aq 3Py = 3§2 + 2a2 £ + ay = 2y N e

Alors (voir [9], § 3), D§/¢1 = Dn/¢2 , et on déduit de la relation DE/E=DT/TH1/z
que DT = ﬂz qé/m .

Ainsi, les fonctions fl =€ et f2 = logell vérifient les hypothéses (Bi) et
(BZ) du critére, avec fB(Z) =1Nz) , f4(z) =z et R(fl ) eee f4) = gp, » Le
développement de Laurent 1/z6 + oo de la fonction ¢ montre qu'elle ne s'annule
pas sur ¥ , et les seuls zéros de Py sont des points d'ordre 2 (qu‘on n'aura
donc & considérer que si p = 2 ). Enfin, pour tout élément non nul u de M , u
et g(u) sont simultanément algébriques ou transcendants. Par conséquent, si u
est un point algébrique de M , 1°ge11(u) est nul ou transcendant. Désignant par

LogE la fonction définie sur El(ﬂ) par

Logg(P) = log_y,(2(P)) ,

on peut alors énoncer le corollaire 1 de [2] sous la forme suivante :

COROLLAIRE 2, - La fonction Log, s'annule aux points de torsion (d'ordre une
—_—— E

puissance de p ) de E , et prend en tout autre point de Eng) une valeur trans—

cendante.

Concluons par quelques remarques sur ces corollaires.

Remarque 2. - Les fonctions logarithmes des deux groupes formels § étudides ci-
dessus fournissent des exemples simples de fonctions analytiques sur M , vérifiant
une équation différentielle algébrique, et qui prennent des valeurs algébrigues en
une infinité de points algébriques de M , Néanmoins, on notera, dans 1l'esprit du
théortme de Schneider-Lang, qu'il existe une constante c¢ = c(5) >0 telle que,
pour tout corps de nombres K , les fonctions 3z et '1ogs(z) ne prennent simulta-
nément des valeurs dans K qu'en au plus c[K;Q] points de M . Ceci résulte (le
cas d'une courbe elliptique ayant mauvaise réduction en p mis & part) du théordme

d'irréductibilité démontré dans [4], page 137, joint aux corollaires 1 et 2 (Pour
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le groupe multiplicatif, ou pour une courbe elliptique ayant bonne réduction de

hauteur 2, cet énoncé n'est d'ailleurs pas améliorable).

Dans le méme ordre d'idée, on notera que, pour tout disque ® strictement inclus
dans M (et sur lequel logs est donc bornée), les fonctions z et logg(z) ne

premment simultanément des valeurs algébriques qu'en un nombre fini de points de 0 o

Remarque 3. - Ainsi que nous le précisions dans 1l'introduction, les propriétés de
transcendance des fonctions logg dépendent du choix d'un parametre du groupe for=—

mel % . Ainsi, la méthode exposée ici ne permet pas d'étudier la fonction (voir

(3], §8) :

P/ n
t /P ’

qui représente le logarithme d'une loi de groupe formel isomorphe (sur Zp ) & 1la

#(t) = z:n=l

loi "mult", Des énoncéds de transcendance peuvent néanmoins &tre obtenus. Par exem-
ple, la version p-adique du théoréme de Roth entraine que, si p > 2 , le nombre

4(p) est transcendant. Signalons enfin que la dérivée de la fonction & vérifie

une équation fonctionnelle & laquelle s'applique une autre méthode de transcendance,

due & MAHLER, et récemment généralisée par KUBOTA, LOXTON et VAN DER POORTEN (voir

[61).
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