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APPROXIMATION DES NOMBRES PAR CERTAINES SUITES DE RAT IONNELS
par Maurice MIGNOTTE
Les raisonnements de base de cette théorie sont présentés sur des exemples tres
simples. On montre aussi que les résultats dépendent des propriétés arithmétiques

vérifides par les approximations.

1, Méthode élémentaire.

Considérons un nombre € de la forme

e
€ = ziZO 2 ’
ou (nk) est une suite d'entiers strictement croissante. Soit p/q un rationnel,
on cherche & minorer sa distance & g . Il est naturel de remplacer E par une ap-

proximation
k -n.
::Z. 2 1.
8 =7i=0 ’ -
on a alors o< € - ak'g 2/qk+l (on pose q = 2 * ), et on écrit tout simplement

lg - (0/a)] 2 1o - (/)| - 2/q,, -

Il ne reste plus qu'a choisir convenablement l'entier k . On est amené & suppo-

(1) & # p/q .

Sous cette hypothése la relation (1) implique

1 2
- P e,
le - (p/a)] = e

’

ce qui conduit & la condition
(11) 4ag < g »

et alors,

(1) e - (/)| 2

La condition (i) est réalisée lorsque q est impair. I1 est clair que la condi-

tion (ii) ne pourra 8tre vérifide pour q arbitraire que si on a

lim sup(nk+1 - nk) =4+ o,

Ainsi cette méthode ne s'applique qu'aux nombres dont le développement dyadique

est lacunaire.
Prenons des exemples

1° n = K2 . - La condition (ii) s'écrit alors



16=-02
2k >1+ log q (ou log x = Log x/Log 2) .

On choisit

k =2+ [%-1og q] (o [ ] aésigne la partie entidre) ,

et 1'indgalité (1) implique

e = (0/)] > (4q 22108 DF)-1

D'ou 1l'existence d'une constante cy telle que 1'on ait

le - (p/0)| > q-ClLog !

, pour q impair.

20 n = 2k . - On procéde comme ci-dessus. La condition (ii) conduit & choisir
k =1+ [log log 4q] «

D'ou 1l'existence d'une constante positive c, telle que 1'on ait cette fois

2
le - (p/q)| > c, q_3 , pour q impair.

30 n, = k! .- Ici la m8me méthode fournit 1l'estimation

-c,Log log q
Ig - (P/Q)I > q > y pour q impair ,

ou 03 est une constante,

On voit sur ces exemples que les résultats obtenus sont meilleurs lorsque le déve-

loppement de £ est "assez" lacunaire mais sans 1'étre "trop".

Probléme (M. WALDSCHEIDP) : Les mesures d'irrationalité obtenues ci-dessus sont-

elles optimales ?

2. lMéthode de Roth.

Soit maintenant un nombre € donné comme limite d'une suite de nombres Oy 9lnyeese
appartenant & un corps de degré fini sur Q. De méme que plus haut, pour minorer

la distance de E & un rationnel p/q , on écrit

le - (o/)| 2l - (/)] - 15 -0ql .

Mais une difficulté se présente, la méthode de Roth nécessite de considérer plu-
sieurs approximations rationnelles d'un nombre algébrique fixé, ici o Pour ap-
pliquer cette méthode on a donc besoin de supposer que la suite des approximations

rationnelles considérées n'est pas trop lacunaire.

Par cette méthode, BAKER [1] a obtenu le résultat suivant.

THEOREME. - Soit & wun nombre qui vérifie les conditions suivantes. Il existe

une constante p, p>2, et une suite de nombres O 5 Oy g ees distincts appar—

7

tenant a un corps X de degré fini sur Q , telles que l'on ait

]§ - dji < (H(aj))—p sy J =1, 2, oo,



16-03

. \
1lim sup(Log H(aj+l)/Log H(aj/) <

(gi H(a) aésigne la hauteur de a ) .

Alors lc nombre € n'est pas un U-nombre (voir [2] pour la définition).

De méme gue RIDOUT a amélioréd le théoreéme de Roth dans le cas ol on considére des
approximations qui vérifient certaines conditions arithmétiques, il est possible
d'améliorer le théordme précédent dans le cas ou les o vérifient des conditions
arithmétiques. Plutét qu'un énoncé général, nous donnerons un exemple simple de ré=-
sultat obtenu par cette méthode.

n

PROPOSITION. - Le nombre § = 2, 272 n'est pas un U- nombre.
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