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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 15-01
(Théorie des nombres)
18e année, 1976/77, n° 15, 16 p. 7 février 1977

UNE GﬁNEhALISATION DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE

par Gérard RAUZY

l. Introduction.

*

Désignons par R 1'ensemble {1 , 2, 3, 4} , et soit ™ 1'application de

R dans B qui a la suite v = Vg Vy Vo e+ V, es. associe la suite formée de
"blocs"

TT (V) B B B2 LN ] Bn oo ’

ou Bi désigne

le bloc 142 si v, =1,
le bloc 1422 si v, = 2,
le bloc 143342 si v, = 3,

le bloc 14342 ai v, = 4

¥*
Mnsi, si v=1234 ..., n(v)= 1421422 143342 14342, ...

*
La transformation m , évidemment contractante pour la métrique naturelle sur

BN , aduet un unique point fixe u , dont le début s'dorit

N 4 2, 1 4 3.
N/ N
1 4;.0

Nous nous proposons ici "d'interpréter" la suite u = (u ) de la maniére sui-
prop rp

vante : Soit X wun espace, T wune application de X danz n;ﬁ’ (Xi)iER une par-
tition de X en quatre sous-ensembles, a un élément de X ; désignons par v 1la
fonction de X dans R qui & 1'élément x de X associe 1'élément v(x) =i de
R si x appartient au sous-ensemble Xi 3 nous cherchons alors & déterminer des

données (X, T, a, v) de manidre que

inelN, un=\)(Tna).

2. Une interprétation canonigue.

by

2ls - Dans 1l'espace R& muni de la métrique naturelle (associde 2 la topologie
produit de la topologie discrdte sur R ), soit T 1le "shift" qui & la suite
y €t soit X 1la cl8ture de 1ltorbite

vV = (v ) associe la suite Tv = (v

neN n+1)n€N
de u par T , clest-3~dire 1'ensemble

X:Uney—{Tnu}.

L'image de X par T est évidemment contenue dans X , ce qui permet de définir

par restriction une application de X dans X que nous continuerons d'appeler T .
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A titre d'exercice, le lecteur pourra montrer que cette application est surjective,
et que w étant donné dans X , 1'équation Tv = w a une solution, et une seule,

v dans X , sauf pour trois valeurs de w ou il y a deux solutions exactement.

Désignons pour i € R par Xi 1'ensemble des éléments de X dont le premier
terme est i . (Xi)iER est une partition de X , et v ayant la signification

donnée dans 1'introduction, on a évidemment
Fnevw, u = v(T™ ) .

22+ = "L'interprétation" précédente est bien entendu valable quelle que soit la
suite u choisie au départ. Pour tenir compte du caractére particulier de la suite
u considérée, remarquons tout d'abord que, si un élément v de X est dans Xl ’

quatre éventualités sont possibles qui s'excluent mutuellement :

v peut, en effet, commencer
par 1421...
ou par 14221...
ou par 1433421...
ou par 143421... .

Nous désignons par Y1059 Y35 9y les quatre ensembles correspondants :
(yi)ieR forme donc une partition de l'ensemble Xl a laguelle nous attachons une
nouvelle fonction u de Xl dans R , définie par

w(x) =1 si xe€ vy e

Par ailleurs, si v est un élément quelconque de X , il existe un entier n >0

(inférieur ou égal & 6) tel que ™ v e Xl .

Nous désignons alors par T(v) 1la quantité inf{n >0, T ve Xl} , ce qui

permet de définir la transformation S de X1 dans Xl (transformation induite

par T sur Xl ) en posant, pour tout élément v de Xl R
s(v) = TT(V)(V) .
On peut alors traduire la définition de u par "l'interprétation" suivante :
fneXN, u, = w(s™ ) .

C'est de cette situation formelle que nous allons partir pour donner de u une
interprétation au moyen d'un quadruplet (x » T , 2, v) qui ne soit pas aussi

manifestement "ad hoc" que dans 1l'interprétation précédente.

3. Quelgues propriétés de la suite u .

31l. -~ Nous donnons ici quelques propriétés de répartition de la suite u , qui
vont se traduire dans 1l'interprétation précédente en termes de propriétés du "flot"

(X, T) « I1 est commode d'introduire 1'ensemble M(R) des mots sur 1l'alphabet R

(ctest—3-dire le monoide associatif libre engendré par R ) . La longueur est la

fonction L de #(R) dans N qui & un mot V associe l'entier L(V) défini par
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récurrence :

(i) L(¢) =0 ’

(i1) L(xV) = L(vx) = L(V) + 1 pour toute lettre x de R .

On désignera par F 1'ensemble des éléments V de MN(R) qui "figurent" dans
u , c'est-3~-dire tels qu'il existe un couple d'entiers (m , n) , 0 < n<n, véri-
fiant

V = eee U

um um+l n
(Remarque : par définition m#ne le mot vide n'appartient pas 3 F ) .

I1 est alors aisé de montrer le lemme suivant.

LEMME 31. - Un élément v de EE sppartient &8 X , si, et seulement si, tout

mot V figurant dans v appartient &3 F .

32. = Sur M(R) on définit, par récurrence, une transformation m en posant :

(1) n(g)

d (g est le mot vide) ;

]

(ii) n(1) = 142,
ﬂ(2) = 1422 ,
n(3) = 143342 ,
n(4) = 14342 ;

(1ii) Si V = Wx (respectivement xW ) o x appartient & R , alors
w(V) = n(W) m(x) (respectivement m(x) m(W) ).

Ainsi, n2(1) = 142143421422 , et plus généralement m (1) est le "début" de la
suite u . On vérifiera que les trois points exceptionnels dont il est fait mention

dans le paragraphe 21 débutent respectivement par
2 n(2) n2(2) coe nn(2) ’
3421 m(3421) n2(3421) ... 7(3421) et 421 m(421) n2(421) ... P(421) .

On montrera également le lemme suivant :

LEMME 32, — Si V appartient & F , il existe une suite finie Ty oy eee y Xy

d'éléments de R et une suite finie N, 5 ees y N d'éléments de N tels que :

(i) V = ﬁnl(

) g
Xl) m (X2) eee TI (Xs) ’
(ii) Y ne N, card{k ; n =n} < 10
(on note no(x) =x ).
Le nombre 10 correspond par exemple, & V = 4334214334 .
33. - Soit i un élément de R, V=% «o. X (xk €R pour k=1, eee , S)

un élément non vide de M(R) . Nous nous intéressons & 1'évaluation de la quantité

ri(V) = card{k ; x =i}
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(ctest-a~dire le nombre de fois ou la lettre i figure dans le mot V )e

Evidemment, L(V) = XieR ri(V) .

Dt'autre part, (V) = n(xl) 0o n(xs) o Désignant par r(V) , le vecteur colonne
r, ()
r,(V)
r5(V)
r, (V)

~

on en déduit alors 1'égalité matricielle r(m(v) = 4 »(V) , o

1111
A= /1 211 .
(O 021

\

W 122

by

Compte teru du lemme 32, nous sommes donc amenés & nous intéresser aux expres—
sions du type r(m(x)) = A"r(x) , ou x € R . Des calculs directs permettent alors

de montrer le résultat suivant.
THEOREME 33.

(i) Le polynéme caractéristique de A est un polynSme réciprogue

a6t(A - xI) = x¥ - T2 + 13x° - Tx + 1,

qui admet pour racines les nombres 1/6 , 1/8' , 6' , 6 vérifiant 1'inégalité

0<1/6<1/pt* <1<6' <8 ;

(ii) L'unique vecteur propre £ de A , correspondant & la valeur propre 6 ,

vérifie les inégalités

ii€R, g >0

(ce qui permet de normaliser, en supposant ZiER g = 1 ) 3

(iii) si T est un vecteur non nul & coordonnées supérieures ou égales 2 0,

il existe des nombres réels strictement positifs Ci 9 Chy 03 tels que

tneN, o o0< W e,

1A% m = "l sl < eq AT Y,

ol pour le vecteur colonne 1T = (T]i)ieR , on pose Hﬂ“l = zﬁeR {ﬂil‘ (= zieR Ty
si les coordonnées de 1| sont supérieures ou égales a 0), et ou p désigne la
quantité

_log 8!

p = T3§_§_ vérifiant donc 0 < p <1,

34, - Du lemme 32 et du théordme précédent, on déduit alors le théoréme suivant.
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THﬁbREME 34, - Il existe un nombre réel c >0 , tel que

yve F, Yi€R, |ri(V)-§iL(V)|<CL(V)p.

Démonstration. - Nous appliquons la partie (iii) du théordme 33 pour avoir des

constantes ¢ valables pour les vecteurs 1 =7r(x) , o x€ R .

c c
broer o ! Og
Soit maintenant V un élément de F , et V=m (xl) cee T (xs) une décomposi-

tion satisfaisant avx conditions du lemme 32, et soit =n = max{nk 5 k= 1,000y8}

On a, pour tout élément i de R,

S T
et

Iri(ngk(xk)) - & L(ngk(xk))<s cy L(npk(xk))p,s cy cg Bpnk

s n
Compte teru de L(V) = Z£=1 L(w k(xk)) , il vient

s
Iri(V) - & L(v) oy cg Zk:l Gpnk

[ ]

Par ailleurs, on a évidemment, pour tout k=1, .. , 8, L(V) ELHFk(xk) ’
d'or L(V) 2c, 6 . Enfin,

s Py n .
pj 10 pn
218 S0 0 \<-—-—-ep_19 ,

d'ou le résultat.

35, - Le théordme précédent permet alors de montrer, compte tenu du lemme 31, que
s ‘ 7z z —
quel que soit 1'élément v = (vn)nEE. de X, ona
. 1
11mN_m>ﬁ-card{n <N; v, = i} = g ,
cette limite étant d'ailleurs uniforme en Vv . En d'autres termes, la suite u est

uniformément répartie (well-distributed) dans R pour la mesure de probabilité

(gi)iER . Une analyse plus poussée, mais tout & fait analogue, permet méme de mon-
trer la compldte répartition, ce qui peut encore s'énoncer sous la forme suivante,

compte tenu du fait que le flot (X , T) est minimal.

Il
THEOREME 35. - Le flot (X , T) est strictement ergodique.

Remarque 1. — Si m désigne 1'unique mesure de probabilité invariante par T
définie par le théordme 35, on a, avec les notations du paragraphe 2,

vieR, m(xi) =g 3
on vérifie sans peine qu'on a également
vie R, m(yi) =g m(Xl) .

Remarque 2. - Utilisant le résultat précédent, et une modification de 1l'exercice

proposé dans le paragraphe 21, on peut aisément montrer que tout élément v de X
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est déterministe [1] ; en outre, quel que soit 1l'entier s 21 , la suite de terme

z 7 l . . . rd . z .
général ﬁ-Zn<N !vn - vn+sl a une limite qui est bornée inférieurement par une
quantité strictement positive (indépendante de s ). Il résulte d'une remarque fai-
te dans [5] qu'aucun élément v de X n'est presque périodique au sens de
BESICOVITCH.

2. Une interprétation de u au moyen d'un échange d'intervalles.

Dans ce paragraphe, X , T , X. , S, Yi n'auront pas la méme signification que

i
dans les paragraphes précédents.

41, - Soit, en effet, «'= (ai)ieR le vecteur colonne défini par o = 0 et,

pour i>1, o, = 2 ( € ayant la signification du paragraphe. précédent),

1= S5<i 53

et soit X =(0, 1(, X = (g ( si 1<4 ot X, = (o, 10,

r %41
Soit, d'autre part, o la permutation de R définie par o(1) =2, o(2) =4,
o(3) =3, o(4) =1 . T désignera alors la transformation "échange" d'interval=
les [ 2] qui consiste & "découper" X en les intervalles Xi , et & les "replacer"
‘ Iy . . \
dans 1'ordre (Xc(l) » X5(2) *» %5(3) XU(4)) (attention : les notations différent

1égdrement de celles utilisées dans [2]).

De manidre précise, si i€ R et si x€ X, , T associe 4 x 1'élément T(x)

de X vérifiant T(x) = x + a5 ou le vecteur colonne a de coordonnées est

/ 01 11
a = Mg ou M=_1000
-10 01

-1 0 ~-10

a
i
donné par 1'équation matricielle :

Si x € X, désignons comme précédemment par v(x) 1'é1ément i de R véri-

fiant x € Xi . Notre but est alors de montrer le résultat suivant.
T n
THEOREME 41, - ¥ nelN, u, = v(T 0) .

Démonstration.

42. - Comme précédemment, nous allons tout d'abord définir la transformation S
induite par T sur l'intervalle Xl . Remarquons que T conservant la mesure de
Lebesgue sur (0 , 1( , la transformation S est définie en presque tout point de
X, (théordme de récurrence de Poincaré). Nous allons voir qulen fait cette trans-

formation est définie partout.

g , étant vecteur propre de A , vérifie la relation § = A(%-g) . Partons plus
généralement d'un échange d'intervalles Xl » X5 X3 , X4 de longueurs SERXETI-N
avec la méme permutation o , mais ol on suppose seulement que le vecteur § véri-
fie la relation

(42—1) E = AT,
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ou les coordonnées ﬂl g sse ﬂ4 du vecteur colonne 1 sont strictement positi-

ves. Les points @ , «ee & précédemment définis, vérifient donc les équations
. o

= “1 + nz + nB + n4 ’

=20, + 3T, + 2y + 21, ,

= 2T, + 3N, + 3Ty + 27,

£ R
oo

Dénotons par Bl y see 54 la subdivision de Xl par les points
Bl=al=0’ 52=ﬂ1, 83=n1+n29 B4='ﬂl+'ﬂ2+n3;

et cherchons quel est le temps de retour de Bl par exemple dans Xl .
Comme Bl € Kl ’

T51=a1+al=2nl+3n2+4n3+3ﬂ4>0f4-
On a donc TB1 € X, , d'ou
2 B = T8, +a, =T + 2, + 2y + 2T, .

On a donc T2 Bl € X d'ou

2,
T361=T281+a2=n2+T]3+n4,

et par conséquent T3 Bl appartient a X1 , d'ou SB1 = T3 Bl .

Procédant de la méme maniére pour By s BB ’ B4 (i1 est conseillé de faire un
dessin en prenant par exemple ﬂl = nz = n3 = n4 ), on en déduit finalement que, si
on désigne par Yl ’ Y2 , Y3 R Y4 les intervalles (Bl ’ 62( y [82 ’ 83( ’

2
Y, cX, , 107 X, , T3Y1CX1,
TY, < X T2Y <X T3Y <X T4Y cX
2 4 2 2 2 27 2 1°?
TY, <X, , T°Y, X, , T2, c vy cx , 1Py, cx,, 1071, <x
3 "% 3 %3 3" %0 3% 3 ta 3 Mo
2 3 4 s 5
c c c c (el
W, X, , 197, X, Y, X, YK, T X .
En outre, les 18 intervalles ainsi obtenus forment une partition de X , et les
intervalles 72 Y, % T, T6 Y3 , 77 Y4 se succédent sur X, dans 1'ordre
. . mé 5 6 3
suivant ¢ T Y2 sy T Y4 y T Y3 , T Yl .

I1 en résulte que la transformation S sur X, est encore un échange d'interval-

les qui consiste & remettre les intervalles Y, , ..., Y4 dans 1'ordre

Y oo e i 3 L[]
o(1) ? ’ Y6(4) , la permutation étant la méme que pour T
Si b est le vecteur colonne défini par 1l'équation matricielle

(42-2) b = M7
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on a donc, si x€ X; , s(x) = x + b; .

Par ailleurs, soit p 1la fonction de X1 dans R , définie de maniére analogue

& la fonction v de X dans R, c'est-d-dire p(x) =i si x € Yi . I1 résulte

de ce qui précéde que

Sx et vwix) =1, v(Tx) =4, v(T2 X) =

1l

!
n

I

{/p‘(x) =1 =-.=>T3 X

LI
-

w(x)

I
]

sx et wv(x) =1 ’ v(Tx) = 4 ’ v(T2 x)
v(T3x)=4, v(T4x)=2.

4#'1‘5)(

]
W

?

En particulier, si p(x) =1, S(x) =x+ a; + 8,y + ay .
Procédant de la méme manidre pour les autres coordomnées, on obtient 1'équation
matricielle :

(42-3) b = tAa , OU tA est la transposée de A .

Tenant compte des égalités (41), (42-1), (42-2) et (42—3), il vient finalement
(42-4) M7 = CAMAT ,

et cette relation étant valable pour tout vecteur 1 & coordonnées strictement po-
sitives,

(42-5) M= Sava .

Remarque. - On voit aisément que dét(M) = 1 . La relation précédente permet de
retrouver le fait que le polynbme caractéristique de A est réciproque, on a en
effet :

t
(

aét(a - x1) = aét(®a - x1) = aét(ua~! wt - x1) = ast(a~t - xI)
?

dtot aét(a) = aét(a™!) =1 et adt(h - xI) = adt(T - xh) .

43, - Soit x un élément de X e D'aprés ce qu'on a vu, la connaissance de
w(x) entratne celle de (7" x) pour tout n < 7(x) , ou 7(x) est le "temps de

retour" dans Xl .

On montre alors aisément, par récurrence, que la suite (v(T" X))nEN s'obtient 2
* L
partir de la suite (u(T% x))neN par la transformation m définie dans 1'intro-

duction, c'est-a~dire que 1l'on a

(43-1) (v(2™ 2))

* n
= (u(T X))ney_ .

Revenons maintenant & la transformation T définie dans le paragraphe 41 : E
est alors proportionnel & 1T (ce qui implique en particulier gl = 1/0 ), et 1la
transformation S est alors conjuguée de T par 1l'homothétie de rapport 6 .

On a donc

ixex, T(x) = es(-g-) et vw(x) = u,(-g-) .

On en déduit
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(43-2) (v(2" %)) g = (u(sn(%)))neN .

Comparant (43-1) et (43-2) pour x =0 , on en déduit que (v(T" O))nEN est un

¥* z BN . S z . i z N
point fixe pour m , donc égal a u , ce qui achéve la démonstration du théoreme.

Remarque. - On peut définir, comme dans [2], une application de (o ’ 1( dans
l'espace X considéré dans les paragraphes 2 et 3. Le théortme 35 implique alors

que 1'échange d'intervalle T considéré est strictement ergodique.

5. Généralisation.

51. — Nous venons de voir que, par transformation induite, on peut attacher & cer-
tains échanges d'intervalles d'autres échanges d'intervalles. C'est ce résultat que
nous nous proposons maintenant de généraliser en faisant ressortir le lien qui exis-

te entre cette question et celle du développement d'un nombre en fraction continue.

Soit donc s un entier supérieur ou égal & 2, § = (gi)i_ g un vecteur co-
,...’
lonne dont les coordonnées gi sont strictement positives, ¢ une permutation de
1'ensemble {1 , ess , S} « Au triplet (s, €, 0) nous associons un echange d'in-

tervalle T défini sur X = (0, =1 & ( (nous ne supposerons pas Z 1 g

a prlorl) de la manidre suivante : Définissons o = o, a, = §1 9 soe
a = gl + eee + gs—l , et soit (Xl gy o900 93 X ) la partition de X en intervalles
Xl = [al , 02[ ’ X2 = [d2 ’ %[ ? sece XS = [as 9 Zi:l gi[ °

La transformation T consiste alors & tréarranger" les intervalles (Xl,...,XS)

-

dans 1'ordre (X o(1) Xo(z) y oo g XU(S)) , €t on a donc

Fi=1, eeo g S, x € X, =>T(x) = x + ay
ou le vecteur colonne (al)l_ s est donné en fonction de € par 1'équa-
,OO.,
tion matricielle
(51) a’:—'Mg o

La matrice M = (mij) ne dépend que de la permutation ¢ , et est antisymétrique.

En fait, il est aisé de vérifier que
si i=1, ees g8, m. =03 - _ _
H 1 s 7M@) >07H3)
gi 1<<i<jgs, m,. = =M.. =
1 It <10 si o1(i) < a7L(3) .

52, - THEOREME. — Le déterminant de M est égal soit 3 0 soit & 1.

On sait, en effet, que, par un changement convenable de coordonnées sur l'espace

B? , la forme bilinéaire alternée Zi 3 mij X, yj peut se mettre sous la forme :
9

Zk:l (0 Vet = Yert Vi)

ce qui implique d'une part, que dét(11) est toujours égal 20 si s est impair,

et dtautre part, que dans tous les cas dét(M1) est le carré d'un nombre rationnel
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(1a réduction pouvant se faire dans g? ), donc le carré d'un entier puisque M
est & coefficients entiers.

Le théordme précédent est plus précis, et affirme que la réduction peut se faire

dans Es .

Supposons donc dét(M) # 0 , et soient B, =1, B, = %3(1) s oce o
BS = go(l) + eee + gc(s—l) les extrémités des intervalles (Xb(l) 9 ooe Xﬁ(s))
aprés le réarrangement par T .

Définissons de méme 5

s
- -2 -
Us¢1 T Poy1 T Ti=1 Ei - zi:l %3(1) !
et soient p et q les applications suivantes :

p: {1, 40,8} —>1, oo , s} qui & i fait correspondre j de telle

manigre que Bj = T(a&) (c'est-3-dire p = G_l )

qg¢: {2, eves y8+1}—>{2, eee , s+ 1} qui &8 j fait correspondre k de

telle manidre que limx~ak—0 T(x) = Bj .
On a donec,
si ie {1, ¢e0 , s}, Bp(i) =a; + 8y ,
et
si je {2, eeoy 8+ 1}, Bj = (5) * ag(y)-1

Appelons alors chafne toute suite (il y eee s it) telle que
p(i;) =iy, qliy) =13, pliy) =1, , ...
ou au contraire
q(il) =iy, p(12) =i, , q(13) =iy 5 eee s
I1 est clair que 1l'hypothdse dét(M) # O implique qu'il ne peut y avoir de chai-

ne périodique de période impaire. (Sinon il existerait une relation du type

a, + a. + eee + a. = a, + eee + 4,
i, 13 iori1 11—1 13-1 l2r+l_l

(considérer le plus petit indice du 2e membre) et qui est valable quel que soit §

+ a, qui est non triviale

4 coordonnées strictement positives, donc implique une relation non triviale entre

les lignes de la matrice M .)

Par exemple, si s =6 et o permute (1,2,3,4,5,6)en(6,2,5,4 3 1),
on a la chatne périodique p(3) =5, aq(5) =5, p(5) =3, d'oh la relation

83 + ag = a8y + g et le déterminant correspondant est nul.

De manidre plus générale, on voit que, sous 1l'hypothdse dét(M) # 0 , il existe

exactement deux chaines maximales, toutes deux de longueur impaire :
i, = 1, i, = p(l) ’ 13 = q(12) s eee s Ao =S F 1,

Jl =s+ 1 9 32 = Q(Jl) ’ e 9 Jztn_‘_l =1 ’
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et 1'ensemble {il » i3 0 eee ipr_q} v {j2 » Jgp 0 eee s Jotn} est 1l'ensemble

{1, ¢eo 4, s} tout entier.

— — 1 3
Les formules 512 = ail + aiI = aiB + ai3—l y s+« permettent alors d'exprimer

(al y ees 5 Q_ ,) comuwe combinaison linéaire & coefficients entiers des

(ai)i=l,...,s . Comme gl =0y =0y e, gs A il en est de méme de

(gl 9 oee o gs) s et la matrice M est donc inversible dans E? s Ce qui achéve la

s+1

démonstration.

53. - Disons maintenant qu'un triplet (s , o , ) est régulier si la relation

Tko/i=aj avec k>0, i, je {1, +., s}

implique k=1, j=1, i=0(1) . On sait que dans ces conditions, 1'échange
T associé est minimal, et qu'en particulier 1'orbite de tout point est dense dans
X [2].

Remarquons d'autre part, que s , o étant fixés, l'ensemble Q(s o) des €
?
tels que (s , o ’ g) soit régulier est "gros" du point de vue topologique et du
point de vue métrique : son complémentaire dans st est union dénombrable de fer-

més d'intérieur vide, et de mesure de Lebesgue nulle.
Soit maintenant (s , o , go) un triplet régulier ; les quantités

. -n 0 . n 0
qL(x) = inf{n 20 ; Ty X € Xl} , q@(x) = inf{n >0 ; Ty x € Xl}
sont finies & cause de la minimalité pour tout x € Xp .

Posons en particulier, pour i€ {1, ..., s},

(i) .

, 0 0

3 ’ Ve s by ’
Il existe alors un ouvert ww dans 1l'ensemble des él1éments de R a coordonnées

~

strictement positives, tel que go € w et tel que, pour tout €€ w, si T ,

.
i ?

du type

... désignent 1'échange associé, et les points correspondants, une inégalité

Tnozi<’l‘mozj,oﬁ i, def{l, e.,s8}, In| et |ugop,

0
a LN

est vraie si, et seulement si, 1'inégalité correspondante est vraie pour TO, s

En particulier, cp_(ozi) = (p_(o{g) et (p_l_(ozi) = cp+(oz(i)) . (o)
- _\o,
Soient alors Bl =0 < BZ < s0e < BS les points de 1la forme T + (o&)

(i =1 s es+ 5 8) rangés dans 1'ordre croissant. Il existe une pernutation p de
{t, «e. , s} qui ne dépend pas du choix de € dans w et telle que
"(P_(ai)
€ eee . = .
vie {1, » s}, Bo(1) =T (o)

et évidemment p(1) = 1 , puisque qL(al) =0 .

Désignons par (Yl y see o YS) les intervalles (Bl , 82( s ses [BS ’ az( qui

forment donc une partition de X1 « Nous allons montrer qu'il existe une permuta-
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tion T de {1, ..., s} indépendante du choix de § dans telle que la

transformation .induite par T sur X1 , soit 1'échange S des s intervalles
(Y

19 s Ys) selon la permutation T .

Compte tenu du fait que, pour tout n tel que 0 <n < p(1) , T (B (1)) n'ap-
partient pas a Xl , et que il )( n(i)) appartient a Xl , i1 sufflt alors de

montrer que

(a) pour tout n tel que 0 < n< p(d) , T (Y o4 )) est un intervalle ne conte-

nant en son intérieur aucun point de la forme (k=1, eee 5 8) ,

) = ¢ .

(b) si i#3, Tp(i)(Yp(i)) A Tp(j)(Yp(J

En effet, l'extrémité gauche de Y ( ) étant Bp i)’ i1 résultera de (a) d'une
part, que 1l'extrémité gauche de T (Y o(i )) sera T (B (1)) pour tout n < p(i) ,
et donc que, pour n < p(i) , cet intervalle n'aura aucun point commun avec Xl ’
d'autre part, que, pour n = p(i) , il sera entidrement contenu dans Xl (sinon

a. 1lui apvartiendrait). Utilisant alors (b) et le fait que (Y ). forme

2 J=lseeeys

. e . " . pli
une partition de X, , il en résulte bien que (T (Yp(i)))lzl,...,s forme une

partition de Xl R
(a) se démontre par récurrence. La proposition est vraie évidemment pour n =0 .

Supposons-la vraie pour n . Alors, évidemment Tn+l(Yp(i)) est un intervalle.

D'autre part, si R est intérieur a Tn+1(Yp(i)) yalors, pour tout m tel que

OLKm<<n+ 1, o o est intérieur 2 Tn+1—m(Yp(i)) ; en particulier, si

0 ? m ; n+1, 70 o n'appartient pas & X, , done qL(ak) =m+ 1, et
—Il+l . - X I Y . Z_ \

T (qk) = Bp(k) qui, par définition de Yp(i) ne peut &tre intérieur a cet

intervalle.

(b) résulte évidemment de (a), ce qui achdve la démonstration.

54. - Nous allons maintenant préciser la transformation S . Nous désignons par
ﬂi la longueur de l'intervalle Yi ( S est donc 1l'échange associé au triplet
(s, T, M) ), et par N 1la matrice antisymétrique associée ( ¥ ne dépendant que

de T est donc la méme pour tout E dans w ).

On a donc

iie{l, «.,8}, Vtxe¥ , 5(x) =x + by

ou le vecteur colonne b de coordonnées b, est donné par 1'équation

(54-1) b =N .
Définissons alors une matrice A = (aij) en posant
' -1/. n
a5 = card{n ; 0 < n < p(p (;)) , T Yj c Xi} .

TP(P—l(j))(X)

Comme pour x € Yj , S(x) = , on a évidemuent
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Soit encore

b:tAa=tAM€o

Remarquons en outre que, par définition de w , la matrice A est constante sur

W e

Par ailleurs, si € appartient a wn O( o) la transformation T est minima-

s
le, et en particulier 1'ensemble U Tn(XIS est dense dans X . Or cet ensemble

n20

est constitué par la réunion finie des intervalles de la forme

Tan(i), i=l,...,S, OSIl<P(i)-

Un argument analogue & celui utilisé dans la démonstration du (b) du paragraphe
précédent montre que deux quelconques de ces intervalles sont disjoints. Ils for-
ment donc une partition de X . Comme par ailleurs un tel intervalle i Yj a pour

longueur ﬂj y 11 résulte de la définition de A que

soit encore

(54-3) £ = AT

_(P—(ai)
55. - Pour tout i=1, .. , 8, Bp(i) =T (ai) stexprime comme forme

linéaire & coefficients entiers (indépendants du choix de E dans w ) des §i .
Comme =8y =By s eeey Ty=0,= By » il en est de méme des ﬂi . W étant
ouvert, il en résulte que la matrice A est inversible, et que son inverse est a

coefficients entiers, et donc que son déterminant est + 1 .

L'image inverse de 1l'ensemble wn Q(S o) par A est alors ua ensemble dont le
9
complémentaire dans 1l'image inverse de w par A est maigre. Pour tout 1 dans

cette image inverse, on a, en vertu de (54-1), (54-2), (54-3),
NN = CAMAT) .

On en déduit donc 1'égalité matricielle :

(55) N = Pama .

Ce qui montre que les formes bilinéaires assocides a M et N sont équivalentes
(et donc dét N = dét M ), le changement de coordonnée s'effectuant par la matrice
& coefficients entiers A de déterminant + 1 . En d'autres termes, ces formes

. ]
sont équivalentes sur 2 .

Dans le cas particulier ou M =N et ou dét(M) =1 (donc s pair), A est a
un changement de base prés, un élément du groupe symplectique Sp(s ’ Z) , et en
particulier son déterminant est 1 et son polynbme caractéristique réciproque. Dans
le cas général par contre, N n'est pas nécessairement égal & M , et le détermi-~

nant de A peut &tre égal & ~1.

56. - Notons A(T) , s(T) , 7(?) , N(?), T(T) 1es é1éments appclds A , S, T,
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N , N dans les paragraphes précédents, et désignons par (s , 0) 1l'ensemble des
matrices A(T) quand T parcourt 1'ensemble des échanges associés aux triplets
réguliers (s , 0, E) .

by

Soit alors A€ d(s ’ c) , €t T un vecteur & coordonnées strictement positives
tel que le triplet (s , o , AT) soit régulier. Si la matrice A correspond & un

triplet (s , o, go) auxquels sont associées les quantités ag ’ Bg ’ qg ’ qg ’

po ’ pO ’ Tﬁ , tous les nombres de la forme Tg B 0, 1 i=17 ees 5 8,

0 p (1)
0<ngp (i), stexpriment comme combinaisons lindaires & coefficients entiers po-

sitifs en les ﬂg o En outre, 1l'ordre de ces points sur la droite est identique a
1l'ordre lexicographique sur la suite des coefgicients (sauf en ce qui concerne la

comparaison de points de la forme Bi et TP (3 B O( ) ). I1 en résulte que ces
p\J
mémes combinaisons, ou 1l'on remplace les ﬂi par ﬂi , sont dans le méme ordre sur

la droite, et donc que, désignant par T 1la transformation associée au triplet

(s ,0,Am), ona
A(T) = A = A(TO) et N(T) = N(TO) .

En résumé on a donc le résultat suivant.

THEOREHNE, -S5i T est 1'échange associé au triplet régulier (s, 0,8, la

transformation induite par T sur le premier intervalle est un échange d'interval-

le S(T) associé & un triplet (évidemment régulier) (s , 7(T) , W(T)) , et il

existe une matrice A(T) & coefficients entiers positifs et unimodulaire telle

qu'on ait les relations

g =a(r) n(r) ,  w(r) = a(r) m(r) () ,

( Mm(T) et N(T) étant les matrices antisymétriques associdées respectivement 2
T et S(T) ).

Réciproquement, si TO est 1'échange associé au triplet régulier (s, o, go) ’

\

8i T est un vecteur & coordonnées strictement positives tel que le triplet

(s, o, A1) soit régulier, on a, en désignant par T 1'échange associé 3 ce tri-

plet,

N(T) = N(TO) , A(T) = A(TO) .

57« = De ce qui précéde résulte que les ensembles du type
Q(S,c) n {€ = AT 3 Ty >0 pour i=1, «., s}

forment une partition de 0 « Soit alors x = (x.). un vecteur a co-
(S,O') 1 l=l,...,S
ordonnées strictement positives., Intégrant sur Q(S ) (ou, ce qui revient au mé-
s 9
me, sur st ) la fonction € —> exp(- zi:l X §i) , on obtient alors la formule

sommatoire

(57) Yoy x) =20, et(e,0) Yoy Cioy 335 %) -
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58, - Partant d'un échange T , associé & un triplet régulier (s , o, E) , on

peut alors définir une suite d'échanges Tn agssociés aux triplets réguliers

() ()

(s y O en posant
TO=T, O‘(O)=O', g(o)zg
et
T, =5), o(mt1) _ o(r) , g(ml) _ n(e,) .

On a alors évidemment

E'M(Tn) - t(ﬂk<n () m(e) T alr) ,

[

~

M 4(Ty) &

et Tn est la transformation induite par T sur un intervalle convenable X

(n)
1
dont 1l'origine est en O.

Si la suite (Tn) est périodique, on peut alors refaire une théorie tout & fait
analogue & celle faite dans les paragraphes 1, 2, 3 et 4 (1'existence d'une valeur

propre positive avec un vecteur propre associé positif étant assurée par le théord-

me de Perron-Frobenius)

6. Relations avec le développement en fraction continue.

6l. - Soit o 1la permutation de {1 , 2} telle o(1) =2, o(2) =1 . Un tri-
plet (2, o , E) est régulier si, et seulement si, le rapport gl/§2 est irra-

tionnel.,

Soit alors (2, o, £) un tel triplet, et T 1'échange associé. Soit k 1'en—

tier supérieur ou égal & 1 déterminé par la relation

1 51 1
< <_-
k+1 €.+ & k

La transformation induite S(T) par T sur le premier intervalle est encore du

type (2, 0, 1) , et la matrice A(T) est donnde par

(2

Posant u = §l/(§l +Ey), V= nl/(nl + ﬂz) , on voit que u et v sont 1iés
par la relation
u=1/((k+ 1) =v) .

Ltentier k est donc le premier coefficient apparaissant dans le développement

de u en fraction continue du deuxidme type, c'est-a-dire

u = 1/(kl + 1) - 1/(k2 + 1) = 1/(k3 + 1) eee

et avec les notations du paragraphe 58, on a donc



15-16

/ \
i 1 1 )
A(T,) = |
(Tn) \k: -1 k
n n f
La transformation T —> S(T) apparait ainsi comme une généralisation de la
transformation conduisant au développement en fraction continue, les matrices a

coefficients entiers A(Tn) remplacant ici les coefficients du développement ordi-

naire.

62. ~ De ce point de vue, les échanges tels que la suite (Tn) soit périodique
jouent le méme réle que, dans la théorie classique, les nombres quadratiques. En
particulier, 1'échange considéré dans le paragraphe 4 apparait comme 1l'un des plus
simples possibles aprés les échanges de deux intervalles, et le nombre © racine
du polyndme x4 - 7x3 + 13x2 - 7x + 1 apparait comme 1'un des plus "simples" nom-
bres algébriques aprés les nombres quadratiques : on peut s'attendre & ce qu'il vé-
rifie des propriétés particulidres d'approximations ; en fait, 1'étude du temps de
retour sur l'intervalle (0 ’ 1/6n[ permet de donner une suite réguliére d'appro-
ximations malheureusement assez mauvaise. Ce fait est & rapprocher de résultats ob-
tenus par C. PISOT [4].

63. — Le probléme est donc posé de généraliser aux échanges d'intervalles ce qui
a pu &tre fait pour les translations de E/g en utilisant les développements en
fraction continue. En particulier, les majorations, données dans le paragraphe 3,
sont tout 3 fait analogues aux résultats concernant par exemple les intervalles a

restes bornés [3].

Enfin, la formule sommatoire (57) semble indiquer l'existence pour la transforma-
tion T +—>S(T) d'une mesure invariante jouissant de propriétés analogues & cel-

les de la mesure de Gauss.
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