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G2-01

MÉTHODES ÉLÉMENTAIRES EN VUE DU THÉORÈME DE SYLVESTER

par Michel LANGEVIN

Sémina ire DELANGE-P ISOT-POITOU

(Groupe d’étude de ie des nombres)
année=,, T!975/76, n~ 9 p.

1. Méthodes élémentaires et théorème fondamental de s nombres premiers.

On réserve la lettre p aux nombres premiers. Soit 03C0 la fonction définie par

n(n) 11 . Conjecturée par des mathématiciens comme GAUSS (à l’âge de quator-
ze ans ... ), ou, LEGENDRE, l’équivalence n ~n~ ,~ n/log n: ne sera prouvée qu’à la fin

du 19e siècle à l’aide des outils analytiques forges par trente-cinq ans

plus tôt. Une dizaine d’années encore auparavant., CEBICEV avait obtenu, grâce à des

procédés élémentaires, des résultats partiels, notamment l’existence de deux cons-
tantes positives A , B vérifiant, pour tout entier n ~ 2 ,

ainsi, que 1’ inégalité 1

~ ~ 

w ~ 
~ ~ ,

Rappelons les principaux arguments de CEBICEV. D’abnrd, il introduit deux nouvel-

les fonctions, moins naturelles mais plus commodes :

La quantité (nL peut être interprétée simplement : c’est le logarithme du plus

petit commun multiple de 1., 2 , ",~ t n (en abrégé, p.~ p. c. m. ~,1~ ’ 2 ’..~~, n)
qu’on, nota 03BD(n) ).. Il. Qst clair que, pour tout entier n,

v(n + 1 ) = v(n): si n ~pi , v(n + 1 ) = pv(n), si 

S’en déduit aussitôt, en écrivant n + 1 sous la forme d’un produit de puissances
de nombres premiers, l’égalité ( où l’on convient de noter v ( x) pour 

Cette dernière égalité peut être obtenue par la formule, où v d.ésigne la valua-
. p

tion p-adique, vp(n!) = 03A3j1 [np-J] , formule en fait équivalente à (1) puisque

Comme on sait évaluer log n! (formule de Stirling), le problème de l’étude de

j se ramène au problème formel suivant : Résoudre (1 ) L’idée la plus 

ple consiste à envisager Le nombre ~2n~ )/(nî ) 2 dont le logarithme est, d’après



On a donc prouvé l’encadrement :

Plutôt que d’utiliser ia formule- de Stirling, il est plus simple ici de considé-
rer (3nt )/(n!)2 comme le coefficient binômial (2nn) , ce; qui permet d’ écrire

4.~’(2n + 1 ) ~~  (~l)  4~ . 
n

ii vient donc

De (2), on déduit aussitôt

De (3), on déduit d’abord l’existence de L = lim (observer que,
si 2a-1  n  2a , 03C8(n)/n  03C8(2)/n + 2(Log 4)2" ’/n ), réel qui, d’après (3)., est

nécessairement inférieur ou égal à log 4 .

L’existence des limites L 
s 

et L. étant établie, il est clair que Ls  1: L.

(observer que log n ! ,. équivalent à n log n , l’est aussi à 03A3i 03C8(n/i) quand i

reste inférieur à n(log n), "s (puisque la même somme, pour i supérieur ou égal
-JL ;- ,

à n(log n)2 est un 0(n(log n) ~) ) et que cette quantité peut être amenée, pour
tout réel e > (3 , dans l’intervalle (.(L~ - ~’ ~ ’ ~s ~ ~~~in. ~ ~ ~
Autrement dit, si admet une limite pour n infini, ce ne peut être que

1 .

Examinons ma intenant le s liens entre les fonctions n , e ~ ~ * D’abord,. il est

clair que

En particulier

Les égalités L. = lim: 
txn 

infe(n)/n. et L 
s 

sont maintenant

claires.

De la définition de ~(n) , on déduit 1’ inégalité ~(n) ~ et donc



de plus, si x est un réel quelconque vérifiant 0  x  1; ~ on a

Cela établit de même les inégalités

limn~ inf TT(.n) log n/n et L 
s 
= lim. 

n~ 
sup ’ 03C0(n) Log n/n .

On peut décrire plus precisément les liens entre les fonctions n et e . En

effet,

Or, on vérifie aisément que

Soient alors deux réels A , B vérifiant A ~ ~ (n~%n ~ B. pour tout entier n ~

il vient

On en déduit

Comme on vient de le montrer, améliorer l’approximation de n(n) log n/n revient

à améliorer celle de , (n)/n .. On est donc ramené à chercher une meilleure combi-

naison de factorielles que ( en ) . CEBICEV a proposé

C’est encore un coefficient multinomial et donc un entier, mais ce fait ne joue

aucun rôle pour l’instant. En notant que, pour tout entier m et tout réel x ,

= on obtient

où i(j), désigne l’entier 1’ (resp. (3 ) si j divise (,ne divise pas) i ~

Le coefficient est une fonction de i de période 30 dont les tren-

te premières valeurs sont

1~0,0,0,0~-1.,1,0,0,-1.,1~-1.,1,Q,-1,0,1.~1.,-1,0,0,1 ,-1,0,Q,0,-1,1.,-1 .
De l’alternance désarmes positifs et négatifs, on déduit l’encadrement

Comme log n! = n(log r - 1.) + s log C(n) ~ log(21/2 3 ’ /3t 5 1/5 30-1/30 ) ri ,

0,92129  L. 3.  ~.  L 
s 
 ~.~1C~55 ,

En utilisant un meilleur développement limite de .log n’. et l’inégalité



on peut montrer de même l’encadrement

Comme. 1,11835/0,89477 > 5/4 , cela établit 03B8 (5n/4) > il (n), , et donc l’existenee

d’un nombre premier entre n et 5n/4 9 grâce à une table de nombres premiers, on

vérifie aisément que ce dernier point reste acquis dès que n > 24 .
v -

Au moment où CEBICEV faisait de tels calculs] de grandes tables sûres de nombres

premiers n’étaient pas encore dressées 9 elles étaient toutefois suffisantes pour
établir l’inégalité E ~2n), > 6 {,n), (pour 1; )., conjecturée par BERTRAND. De

telles tables parurent bien avant la fin du siècle: (ainsi que des tables de valeurs
des fonctions e et ~ ) (travaux de GRAM et de GLAISHER) permettant dès lors de
voir, par exemple, que 11835. est vraie pour n ~ 2 ~

2. Les t ravaux de SyLvester. 
’

v ~

Au cours des années qui suivirent les travaux de CEBICEV, plusieurs mathémati-

ciens s’attachèrent à rechercher des combinaisons de factorielles plus efficaces

que celles citées :précédemment. Les efforts de SYLVESTER dans cette voie l’amenè-
rent à de substantiels progrès dans l’évaluation de L. i et L 

s 
ainsi que des

quotients 03C8(n)/n , e(n)/n (pour de grands domaines de valeurs de n ) . SYLVESTER

obtint aussi une importante généralisation du résultat de CEBICEV sur la conjecture
de BERTRAND en montrant que le plus grand facteur premier de k entiers consécu-

tifs plus grands que k est strictement supérieur à k. Malheureusement pour leur

auteur, ces résultats furent obtenus moins- de cinq ans avant que HADAMARD et

de LA VALLÉE POUSSIN ne réussissent à surmonter les difficultés d’analyse rendant

alors inexploitable l’héritage de RIEMANN. Les méthodes élémentaires se trouvèrent

dès lors quelque peu rejetées dans l’ombre en dépit des nombreuses recherches de

démonstration non analytique du théorème fondamental des nombres premiers. On sait

qu’il faudra attendre les travaux de SELBERG vers 1950 pour obtenir un teL résultat.

Cependant, parmi les travaux élémentaires intéressants par la qualité des résultats

obtenus comparée avec la simplicité des arguments employés, on peut citer (sans
s’attarder sur les plus connus dus à SCHUR, BREUSCH, ERDOS ... ) ceux de N4GURA [6]
(resp. ROHRBACH. et WEIS [7]) qui a ( ont) prouvé .par la méthode de CEBICEV l’ inéga-
lité Ti(6n/5) > -n (n) (~ ~ l~.n/13 ). > pour 25 (n ~ 11 8) avec une

remarquable économie de calculs, et ceux de HANSON qui a montré l’inégalité

à l’aide du coefficient multinominal (naturel)

où bk est l’entier défini par



sans même utiliser la formule de Stirling explicitement (cf. [3]).

Revenons aux travaux de SYLVESTER. La méthode de CEBICEV a été appliquée au coef-

ficient multinomiaL obtenu en observant que

Plus intéressant ajourd’hui reste le résultat relatif au plus grand facteur pre-

mier d’entiers consécutifs. Soit P(,n) = supp|n p; et posons

SYLVESTER a établi l’inégalité P(n , k) > k ; ce résultat, obtenu à l’aide de

longs calculs a d’abord été retrouvé par SCHUR en 1929, avant d’être démontré plus
brièvement par ERDOS en 1:934 (cf. [1]). En. 1963, MOSER prouve P(n , 1 , 1-k ,

et, dix ans plus tard, HANSON établit P(,n , k) > 3/2 k (cf.. [4.~), (hormis

(n , k) = (2 , 2) , (7 , 2) , (,5~ ~ 5) ).

Signalons aussi un résultat de FAULKÎJER [2] . D’autres résultats ont été 

ment obtenus relativement à P(n , k) à l’aide de puissantes méthodes comme le

grand crible ou la théorie de Baker (ce sont eux qui motivent cette étude histori-

que) (pour une analyse détaillée, voir [~.~).

Comme on va le voir, démontrer l’ inégalité P(n , k) > k (pour n ~ k ) se ra-

mène à obtenir un assez bon encadrement pour n(n), log n/n (en fait, même un bon

majorant peut suffire), et l’intérêt actuel de ce résultat de SYL-
VESIER peut être résumé par le théorème suivant (non énoncé explicitement dans

[ S~ ). :
, ,

THEOREME 1. - Pour tout réel c > 0 , il existe un réel b > 0 et un entier K

tel que les inégalités K. ~ bk ~ n impliquent P(n, k) > ck .

Joint au théorème fondamental des nombres premiers et à un résultat contemporain
dû à STØRMER prcuvant que P(n , 2) tend vers l’infini avec n , ce théorème per-

me t de montrer que, pour tout réel c > 0 , l’inégalité (pour tout couple (n , k)

d’entiers ) P(n , k) > inf(n , ck) est vraie sauf peut-être à un nombre fini

d’exceptions près.

Un autre intérêt des travaux de SYLVESTER est de montrer pourquoi l’on introduit

des coefficients multinomiaux. On attribue généralement à ERDOS et KALMAR la ver-

sion simplifiée suivante des travaux de 

et jointe à une meilleure exploitation des inégalités obtenues (dans le §1:, on

s’est borné à l’encadrement trivial de la somme d’une série numérique alternée) ;
SYLVESTER a ainsi prouvé les inégalités



quantité majorée par log 2n/log p ), d’où

En fait, la méthode de SYLVESTER permet de montrer le résultat suivant (la dé-
monstration est détaillée dans [,5] ). :

THEOREME 2. - Soit 03BD(n , k) le p. p. c. m. de (n + 1’) , (n + 2) , ... , (n + k) ;
al ors~

(,i) divise ~n , k)

(ii). divise ~k)(~)
Ciii) les énoncés (i) .21. (ii) sont les meilleurs possibles.

De ce théorème, on déduit le résultat suivant.

COROLLAIRE.

Ci). p~ p. a. m. (,n , divise + k) ,

(ii) Si k: ~ + k) divise B; (k.) ( ~ . ) .
De ce dernier énoncé, on déduit aisément les inégalités :

3. Une démonstration de l’inégalité P(n , k) > k , (n ~ k) .

Les améliorations et généralisations des résultats précédents relatives à P(n,k)
obtenues par l’auteur font l’objet d’un autre exposé ; on se borne donc ici à mon-

trer comment déduire l’inégalité P(n , k) > k. (avec n ~ k ) des résultats du §1.
On montre également le théorème 1 du §2. Le lemme 1. qui va suivre n’est pas indis-

pensable, mais indique les limites du procédé.

... , n + k ne divise v(k - 1 ~ ,
alors P(n, où p désigne le k-ième nombre premier.

Démonstration. - Soient i fi j deux entiers parmi 1 , 2 , ... , k . Pour tcut

nombre prem ier p , on a



Comme (n + i) ne divise pas ~,a~~ ~- 1~~ , il existe un facteur premier p de

n + i tel que

En associant à i le plus petit facteur premier (par exemple) possédant cette
propriété, on obtient une injection de l’ ensemble (,1. ~ 2 , ..~ , k) dans l’en-

semble des facteurs premiers de (n + 1 ) (n + 2)...(n + k) , ce qui prouve le ré-

sultat annoncé.

COROLLAIRE. - S i n  03BD(k - 1) , P(n, k)  p .
Autrement dit, lorsque k est fixé, l’inégalité n(P(n , k) )  k, est assurée

pour n assez grand. 
’

LEMME 2. - Soit b un réel § 1t , si n  bk alors

Démonstration. - On va montrer que si P(n, k)  p ~ ,. alors Tf(P(n , k) ) satis-

fait à l’inégalité imposée $ cette réserve est sans importance puisque on cherche
à prouver seulement P(n, k) > k (d’ailleurs, le second membre de l’inégalité du

lemme 2 est inférieur à k). Pour tout facteur premier p de (n+1.) (;n+2},..(,n~.~C~ ~
soit i 

P 
le plus petit entier (par exemple} i (1 ~ i  k) tel que

Par conséquent, comme on a supposé P~n , k)  {3 
k t on obtient

Puisque n ~ bk , il vient

Pour alléger les calculs, on abrège dans la suite en Q. En appli-

quant les inégalités de Stirling, on.est à

Il n’y G plus alors â observer que l’ expression

est positive (factoriser (b + 1)k(1 - Q(b + 1 ~i~ conclure.

Remarque. - Le théorème 1 du §2 es t clairement une conséquence du lemme 2.



COROLLAIRE. - ~ n + k 3}. -rr (,P(n , 1:) ) > k/2 .

Si k  8 et si n + k , l’inégalité P(n , k) > le. est réalisée.

3t. - Sj, n = bk ,

Démonstration. - On emploie le théorème 2 du §2. D’une part, divise

03BD(n , k) , d’autre part, 03BD(n , k) divise + k) et, plus précisément, le pro-

duit des nombres premiers p étendu à tous les couples (p, ~.~ vérifiant

En se bornant à la première condition pour i = 1, , et à la seconde pour i > 1 ,
on obtient, grâce à la formule de Stirling,

le résultat annoncé. Dans la suite, on emploie le lemme 3 en majorant 03B8(x)
par 1,1:2 x .

Supposons maintenant k j 24 . Si 1 ~ b ~ 4 , d’après le §1 , il existe alors un

nombre premier entre n et n + + k)/n = 1 + b~~’ > 5/4) et donc

n’est pas vérifiée et donc P(n , k) > k .

Si b > 90, alors, d’après le lemme 2, n(P(n , k) ) ~ k..

Or, d’après le § 1, pour k > 24: ,

Reste à traiter le cas où k ~ 23 . Cela est ramené à un petit nombre de vérifi-

cations par l’emploi du lemme 1 ou du lemme 2.
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