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17e année, 1975/76, n° G1, 5 p. 13 octobre 1975

SUR LE CUBOIDE ENTIER

par Jean LAGRANGE

1. Introduction.

Le probldme de trouver un cubofde (i. e. un parallélépipdde rectangle) dont les
ar8tes, les diagonales des faces et la diagonale intérieure sont mesurées par des
nombres entiers est trés ancien et n'a pas regu de solution. Inversement, on ne

sait pas montrer qu'un tel cuboide n'existe pas.

Soient x , ¥ » 2 les longueurs des ar8tes, u , v » w les longueurs des diago-
nales des faces, t 1la longueur de la diagonale intérieure j; on doit résoudre le

systéme diophantien :
2 2
vy 4z =u", z +x =V 5, X +¥y =w
2 2 2
X +y +2 =t

Si on supprime une condition, les trois problémes obtenus ont chacun une infinité
de solutions.

Probléme I : Les ar8tes et les diagonales des faces sont entidres.

I [y2 + z2 = u2 ’ z2 + x2 = v2 ’ x2 + y2 = w2 .

Probléme II : Les ar8tes, deux des diagonales des faces et la diagonale inté-

risure sont entidres.
2 2 2 2 2 2
y- 4+ 25 =u", z-+ X =V
II 5 5
x“+y +2z2 =%,

Probléme III : Deux des ar&tes, les diagonales des faces et la diagonale inté-
rieure sont entiéres.

Syz +2=u?, z+x°=v2, x°4 v2 = wo
ITT z

2 2 2
X +y +2Z2=1%t".
Les solutions numériques seront toujours écrites sous forme primitive, et seront

classées suivant la longueur de la diagonale intérieure.

Pour les solutions paramétriques, il est plus commode de supposer que les incon-

nues sont des entiers relatifs a l'exception de Z qui doit &tre positif.

Lle tableau ci-aprés donne la plus petite solution numérique de chaque probléme.
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Pb b4 y A t
NT3225
I 44 117 240 0.6
1I 153 | 672 104 697
1T | s20 | s76 | V618849 1105
! = 786 ,7
{

2, le probléme I.

C'est celui qui a été le plus étudié. Les références anciennes se trouvent dans
DICKSON ([2], chap. XIX). KRAITCHIK [ 3] fait une étude trés détaillée de ce probld-

me,

Rappelons simplement que

2 2

(a) si o + 82 =y , une solution du systéme I est :

It

8(4° - v2) » 2z = 4oy
3

X = (1'(452 - '\(2) ’ y

U-=B(4Q'2+'Y2) ’ v

w(88° +42) , W=y

(b) si X , ¥ » 2 est une solution du systdme I, yz , 2x , Xy est une autre

solution.

SPOHN [ 5] montre que (a) ne peut pas fournir de cubofde entier. Par la méme mé-
thode, on peut montrer que la solution fournie & 1'aide de (a) et (b) ne peut pas

fournir de cuboide entier.

LAL et BLUNDON [ 4] donnent 130 solutions numériques. La plus petite solution a

été rappelée dans 1'introduction.

3. Le probléme II.

Le seul travail que nous connaissions est celui de RIGNAUX (Réf. 29 de [ 2], chap.

XIX) qui donne cing solutions paramétriques.
Le résultat suivant semble nouveau.

Soit X,y 323 u,vj; t une solution du systéme II ; une autre solution
est xy puz yxz2; 2zt , zu 3 uv (la vérification est immédiate). Par itération,

on obtient trois autres solutions, a savoir :
yu , 2t y xy 3 uv , yt ; ut.
zt 5 XV o xy 3 xt ,uv; vt.
ZV 3 Xy 3 y2 3 YV 5 2t 3 uv .

Donc les solutions du probléme II se groupent par cing @
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Xpy,z;u’v;t
Xy s Uz 5 x2 3 2zt , Xu 3 uv
Xy s Vz2 9 y2 3 2zt , yv ;3 uv

zt 9 XV 5 Xy xt yuv 3 vt

e

zt » yu 5 x¥

P!

uv 3 ut ,

4, Le probléme III,

Le seul travail que nous connaissions est celui de BROMHEAD [1] qui donne une
solution paramétrique.

Omettant la condition 2 > 0 , le systéme III est équivalent & ¢

x2 + u2 y2 + v2 = t2

X2+y2=W2

IIT!

La solution suivante semble plus simple que celle de BROMHEAD.

Si o° + 58° =y° , une solution du systdme III' est
(X = 4ayp® y = (o + 48208

Ju = 4" - 0% 4° v = (% + 489 (o? - 89
v = 208(a® + 68°) t = (o° + B%) (o + 48°)

La vérification n'offre pas de difficulté ; la condition Z > O est réalisée si
on prend 0 <28< o ou 0< ayz < 283 .

a=1y B=4, y =9 donnent la plus petite solution numérique., La vérifica-
tion a été faite sur un calculateur de bureau (1). La plus petite solution du sys-
téme III' est :

652 = 632 + 162 = 60° + 25° 632 + 602 = g7°

Elle provient aprés simplification par 8 de o = 2

5¢ Solutions numériques du probléme II,

Pour rechercher sur ordinateur un cuboide entier, la méthode consiste a écrire un
grand nombre de solutions d'un des trois problémes, et & regarder si la condition
manquante est satisfaite. Il semble préférable d'utiliser le probléme II car on

peut obtenir plus facilement un grand nombre de solutions.

Pour écrire des solutions du probléme II (comme d'ailleurs du probldme I ou XI)
on utilise le théordme de SPOHN [5].

(1) Programma 602 d'0livetti. En fait c'est & partir de cette solution numérique
que la solution paramétrique a été obtenue.
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Si x sy 92 5su, v sont des entiers tels que y2 + z2 = u2 ’ x2 + z2 =V

%)y ya =1(a%-c?),

il existe des entiers a ., b, ¢ » d tels que xd = a(b2 - C
zd = 2abec .

Preuve, - I1 suffit de prendre a=u+y, b=v+x, ¢=23, et on trouve
d=23b|

Il reste & dcrire la condition x° + y° + z° = t2 qui prend la forme
(a® + p9)(c* + 2% v?) = (at)? .
Nous avons aussi écrit avec 1l'ordinateur I. B, M. 370.168 du CIRCE, plus de 1000

solutions numériques du probléme II. Aucune n'a fourni un cubofde entier. Les pre-

miéres solutions sont rassemblées par groupe de cing dans la table ci-jointe.
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Solutions numériques du probléme II

b4 y z t x { y z t
153 672 104 697 | 1428 2640 1771 3485
520 756 117 925 2880 4301 1932 5525
5331 3360 756 | 3485 6601 8976 4032 | 11849
1665 | 4264 | 6048 | 7585 5460 | 10373 6336 | 13325
2405 | 12852| 8736 | 15725 9792 | 10465 | 12144 | 18785
448 495 840 | 1073 840 1364 3627 3965
264 952 495 | 1105 2464 | 30225 6552 | 31025
264 975 448 1105 34100 92781 7392 99125
7616 | 16095 | 3960 | 18241 12320 | 145197 | 53196 | 155125
32175 | 60088 | 14784 | 69745 || 208488 | 958737 | 76384 | 984113
644 | 2040 333| 2165 819 3740 1680 4181
16095 | 87584 | 45288 | 99905 7293 7476 14960 | 18245
48063 | 281112 | 87584 | 298337 7293 | 16400 3276 18245
93380 | 144189 | 262752 | 313925 72891 | 334480 | 145860 | 372109
229437 | 437920 | 71484 | 499525 || 351204 | 766700 | 153153 | 857105
1092 | 1540| 1881 | 2665 2275 2172 2640 4453
5236 7011 2352 9061 9555 13940 11088 20213
3920 10659 4788 12325 9555 15312 9100 20213
12180 | 25707 | 8624 | 29725 80388 | 89060 | 47775 | 129137
10192 | 24795 | 17556 | 32045 || 1585675 | 2351184 | 1261260 | 3103741
1925 | 2052 1680 | 3277|| 3404 4653| 1680 | 6005
9405 | 10220 8208 | 16133 692580 | 1319901 | 476560 | 1564901
9405 | 10608 7700 | 16133 531440 | 1319901 | 651420 | 1564901
140525 | 157296 | 112860 | 239221 || 2522100 | 3230396 | 3959703 | 5698745
453492 | 458780 | 329175 | 724217 || 3362800 | 7676797 | 5279604 | 9902245
2261 | 2640 252 | 3485 357 6960 1276 7085
468 | 4180 399 | 4225 2915 42841 15312 16165
861 6864 5852 9061 21420 77836 3927 80825
1476 | 8645 | 10032 | 13325 15587 | 84912 4284 | 86437
1365]| 14212 1584 | 14365 .| 94605 i 1808092 496944 | 1877525
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