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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 31-01
(Théorie des nombres) o
#Te année, 1975/76, n° 31, 9 pe. i4 juin 1976

DE NOUVEAUX ENSEMBLES FERWMES DE NOMBRES ALGEBRIQUES

par harie-José BERTIN

L'idée de départ de cette étude est un résultat d'Alain CONNES, exposé au Sémi—
naire Delange-Pisot-Poitou en 1970/71 [3].

CONNES a en effet montré comment ses travaux sur les ordres faibles permettaient
d'obtenir des résultats sur l'ensemble A\ des nombres algébriques réels positifs

dont tout les conjugués ont leur partie réelle strictement négative.

Je me contenteral ici de dégager le résultat, obtenu par CONNES dans la démons-
tration de l'un de ses théorémes, qui ménera a la caractérisation de l'ensemble A,
puis a celle de l'ensemble ¥ des nombres algébriques 6 , © > 1 , ayant tous

leurs conjugués situés dans le disque D 4, ou D={z3; ze€C, lz| < 13

Rappelse = A désigne donc l'ensemble des nombres algébriques réels positifs

dont tous les conjugués ont leur partie réelle strictement négativee.

(0 désigne le domaine simplement eonnexe formé des nombres complexes z a pare

tie réelle strictement positive.

On dira qu'une fraction rationnelle F(x1 g see o xn) appartient & w(xm,...,xd»
si elle est obtenue a partir des X; par itération finie des opérations.

+

(ET ’ FQ) H»-x1‘FT + N F2 avec \; € Q" et El H>'1MF1.‘

CONNES montre alors que, si A appartient a A , i1l existe deux nombres rationnels.

positifs TR AT et un nombre réel u, u>0, tel que A = by * (1Vb2-+u»,
puis que 1l'cn a
(]
u=G() avec G(A) € wlh y 3, *) .
Par suite, on a

1

k=u1;+m=l:()\)‘,

et )\ est racine d'une équation du type z = F(z) , ou F(z) est une fraction

rationnelle a coefficients entierse.

A partir de ce résultat, on peut énoncer zinsi la caractérisation de l'ensemble
A 4 puis Gelle de l'ensemble ¥ .

PROPOSITICN 1.

(1) Soit A wun_nombre algébrique appartenant 3 A « Alors il existe une frac—
tion rationnelle F(z) = A4(z)/Q(z) , ou A(z) et Q(z) sont des polyndmes a
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coefficients entiers possédant les propriétés suivantes :

(a) F(z) est holomorphe dans G ,

(b) F(Q) =q,

(¢) F(Q) est relativement compact dans ¢

et telle que A soit racine de 1l'équation 2z = F(z) .

(ii) Réciproquement, une équation de la forme =z = F(s) , ou F(z) est une fonc-
tion rationnelle de la forme A(z)/Q(z) , ou A(z) et Q(z) sont des polyndmes a

coefficients entiers, possédant les propriétés (a), (b) et (c), possdde une racine

unique A appartenant 3 A .

Les affirmations (i) (a) et (b) se démontrent & partir du résultat de CONNES en

remarquant que les éléments H(z) de w(z , (W2z) , 1) sont holomorphes dans Q ,

et vérifient 1'inclusion H(Q) € Q «
Pour démontrer (i) (c), on remarque que M\ étant racine de

1

z =g+ ;;—:fETZT =F(z) ,

on a dongc
- 1
F(o) «B(a 5 3—)
]
ou B(a , (1/2u2)) désigne la boule fermée de centre a = (“m + (1/u2)', 0) et de
rayon 1/2u2 .
La réciproque (ii) utilise le théordme suivant, conséquence du théoréme de Rouché:

"Soit D wun domaine simplement connexe de C , G wune application holomorphe de

D dans D telle que G(D) soit relativement compact dans D , alors G admet
un point fixe et un seul".

Pour conclure, et montrer que l'unique racine A située dans ( de l'équation
z = F(z) appartient & A , il suffit de remarquer que l'équation z = F(z) ne

peut avoir de racines sur l'axe imaginaire 3 cause de l'inclusion E({) < F(Q) < Qo

obtenue grice aux conditions (a), (b), (c).

Cette caractérisation de l'ensemble A entralne celle de l'ensemble T «

FROPOSITION Z. — Soit 6 un nombre algébrigue eppartenant a ¥ « Alors, il exis-—

te des polyndmes A(Z) et Q{Z) a coefficients entiers rationnels tels que l'on
ait A(0) £0 , A(Z)/Q(Z) holomorphe dans |Z| < ¥ vérifiant |4(2)/Q(Z) |<h1

our |Z| <1 et tels que 1/6 soit l'unique racine de module inférieur 3 1 de
1'équation Z = A(Z)/Q(Z) .

Réciproguement, toute équation de la forme Z = A(Z)/Q(Z) avec A(Z) et Q(2)

polyndmes 3 coefficients entiers vérifiant les conditions précédentes, posséde une
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racine unique 1/6 dens |Z| <1 dont 1'inverse ou 1'opposé de l'inverse appar—~

tient 3 T e

La proposition 2 se déduit de la proposition 1 en utilisant la transformation
conforme z = (1 + 2)/(1 - Z) qui transforme

D={Z; IZI <1} en Q={z; Rez>0}].

Qn: peut alors définir lss familles suivantes de nombres algébriques.

DéFINITION Te = Un nombre algébrique o appartient & la famille zq,h ou g

est un entier, 9>2, h unreel, O<h< 1, sil'ona 6>1% etsi 1/o

est l'unique racine située dans |z| < 1 d'une équation de la forme z = A(z)/Q(z),
ot A(z) et Q(z) sont des polyndmes & coefficients entiers vérifiant A(O) # 0 ,

Q(0) = q entier fixé, A(z)/Q(z) holomorphe s |zl €1 telle que

la(z)/Q(z) | s h <1 sur [z = 1.

Remargues.

1° D'apres la proposition 2, on a

= Uq,h,®2;0<}-1<1 Zq’h [

En effet, si g appartient 3 ¥, 1/86 est racine de z = A(z)/Q(z), « Si 1'on

avait Q(Q) = q< 0, il suffirait de remarquer que 1/6 est également racine de
z = - A(z)/~Q(z) »

Comme A(z)/Q(z) est holomorphe dans |z| ¢ 1, ona, d'aprés le principe du

maximum, |A(0)|/q < 1 , et comme A(O) est entier, cela entraine qQ>2.

2° La fonction f(z) = A(z)/Q(z) , étant holomorphe dans |z | £ 1, et vérifiant
lf(z)l‘g h« 1 sur |z| =1, posséde un développement en série de Taylor conver-
geant dans Izl <1 4 de la forme :

h n
+ U Z 4 eee +U Z + 440

f(z) =u h n

0

Par suite, la fonction
f(z) - u

£.(z) = 2
1" 2 - uy £(2)]

possede les mémes propriétés que la fonction f(z) . On a donc !f1(1/e)‘ 1, et
ceci est équivalent aux inégalités :
57- h
- (/6™ (1 - ug(176)1 < (3/2) =8y < (1571 = u(1/6)] &

L'inécul1fé de droite montre que l'on a u, > O soit A(0) >0, si o appar-
tient & .
Zch

3° L'ensemble 2q h contient en particulier des entiers algébriques, donc des
9
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nombres de Pisot ; mais il contient aussi des nombres appartenant aux divers ensem-—
bles Sk v 1gkgaq-T1, introduits par exemple dans PISOT [7]e

La famille de nombres algébriques zq h posséde certaines propriétés topologi-
9
ques intéressantese

THEOREME 1. - L'engemble des nombres zq L est fermé.
. ?

La démonstration utilise la famille &(q , O) de fractions rationnelles, intro-

duite par PISOT [6], famille compacte pour la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact de |z| <« % o (On désigne par Hq , O) 1'ensemble des fractions
rationnelles ¢(z), = A(2)/Q(z) , ou A(z) et Q(z) sont des polyndmes & coeffi-
cients entiers vérifiant A(0) #0 , Q(O) =q entier fixé, ¢(z) holomorphe

dans |z| <1 et vérifiant |@(;)!<_m sur |z| =1 .)

On peut alors penser a étudier les ensembles dérivés des ensembles Zq h On
. 9
peut montrer que le premier ensemble dérivé (zq h)' n'est pas vide pour h assez
9

grand, que l'ensemble dérivé seconde (zq h)" n'est pas vide pour gq>3 et h
9

assez grand, et plus précisément on démontre le théoréme suivant s

4 IN
THEOREME 2. - Si un nombre algébrique g appartient au n~-iéme ensemble dérivé

)(n)

(zq h de l'ensemble Zq p s alors 1/6 est l'unique racine inférieure 3 1
9 9

d'une équation de la forme z = A(z)/Q(z) , et la valeur moyenne de lA(z)/Q(z)I2
sur |z| =1 est au plus égale 3 he - (n/q4) .

On en déduit aussitdt le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. = Le n-iéme ensemble dérivé de v L est vide pour n > q4 y €
9

ceci quel que soit hy O~ h« 1 a

Citons enfin deux resultats qui ressemblent a des résultats obtenus précédemment
pour les ensembles Sq £1]3e

PROPOSITION 3. — Soit 6 un nombre algébrique de Zq,h tel que 1/p soit raci-
ne de l'éguation z = A(z)/Q(z) , alors, si @ n'est pas racine de la méme équa-
tion, pour tout multiple d4 de q , il existe un nombre réel h' , O h SAh'<'1o
tel que © appartienne & l'ensemble dérivé de

quoh' °

PROPOSITION 4. — Si © est un nombre de Pisot appartenant a Zq n &t pour le-
?

suel on a A(O) =1, alors pour tout multiple q, de q , il existe h' ,

O¢h < h' <1, tel que © appartienne a l'ensemble dérivé de Zq he ®
19
Nous allons maintenant généraliser leos ensembles Zq h et définir des ensembles
9

Gq contenant tous les Zq,n Pour tous les h, Oc¢che 1.
9

7
DEFINITION 2, - Un nombre algébrique © , 6 > 1 , appartient a Gq si 1/6 est
l'unique racine de module inférieur 3 1 d'une 4quation de la forme =z = A(z)/Q(z),

ou A(z) et Q(z) sont des polyndmes 3 coefficients entiers, vérifiant A(C) # O,

Q(0) = q entier >0 f£fixé, A(z)/a(z) holomorphe dans |z| < 1 telle que l'on
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ait [a(2)/Q(2)| g ¥ sur |z =1.

On. peut montrer que :
- Les ensembles Gq contiennent en particulier des nombres de Salem,
- Les ensembles Gq sont fermés.

On remarque, en outre, que la fraction rationnelle £(z) = A(z)/Q(z) introduite
dans la définition d'un nombre algébrique 6 de l'mnsemble T _, est une fonction
de Schur, c'est-a-dire une fonction holomorphe dens Izl <1, bornée par 1 sur
|Z|=1!.

Soit donc f(z) une fonction de Schur dont le développement en série de Taylor

dans |Z| <1 est

f(z) = uq

avec les u, réelse SCHUR a montré qu'étant donné une telle fonction, vérifiant

n
+ U, Z 4+ eee +U Z + oo
1. n

£(0) = W,y avec |u0| <y

on peut former la fongtion
f(z) - Uy

z[1 - Uy £(z)]

et que la fonction fm(z) est une nouvelle fonction de Schure

fm(z) =

Si |uo| =1, alars f(z) est constante.

Plus génémalement, SCHUR a défini par récurrence, la suite de fonctions

fn(z) - er(O)
frl?) =20 -0 £ (0]

Deux cas peuvent alors se présenter :

- ou bien |fi(0)| < 1, pour tout i3> O . La fonction de Schur f(z) est dite de
rang infini,

- ou bien, il existe un entier s > C , tel que lfi(O)I <1 pour 1 ccices et
|fs(0)| = 1 « La fonction de Schur f(z) est dite de rang s

SCHUR a montré qu'une condition nécessaire et suffisante, pour que le fonction
de Schur f£(z) soit de rang s , est qu'il existe deux polyn&mes de degré s ,
Ds(z) et Es(z) premiers entre eux, vérifiant Es(z) = z° Ds(1/z) B Es(z)

ayant tous ses zéros extérieurs au cercle unité =t tels que f£(z) s-Ds(z)/Es(z) .

SCHUR a également montré le theoréeme suivant @

THEORELE Se = Soit f(z) une fonction de Schur de rang s , fini ou infini, dont

le développement en série de Taylor au voisinage de l'origine est

n
f(Z)=uo+u1Z+...+unZ + ooe

1° Il existe pour tout entier n, % <ng s+ 1, un couple unique de polyndmes
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Dn(z) et En(z) s de degré n , premiers entre eux, vérifiant Enﬂp) =1,

En(z) = ——zn'Dn(1/z) ’

En(z) ayant tous ses zéros dans |z| > * , la fraction rationnelle Dn(z)/En(z)
ayant au voisinage de l'origine le développement en série de Taylor

Dn(z)/En(z) = Uy Uy Z 4 eee U n~1 o

A + W Z + ceoe
n— n

2° De méme, il existe, pour tout entier n ,

1 ¢n < s + 1+ 4y un _couple unigue de
polyndmes premiers entre eux, D;(z) et E;(z) y de degré n , vérifiant E;(O)= 1,

n
Bx(2) = 2" DX(1/2)
E*(z) ayant tous ses zéros dans

. lz| > 1, et tels que la fraction rationnelle
D:(z)/E:(z) posséde dans |z| < 1 un developpement

" - n-1 n
Dnﬂz)/E;(z) Ug # Uy 2+ eee +u 2 + w; Z + ees

3° On_a de plus, les jnégalités W< U < w; PQOUT N & S

W, eu, = wé si f(1) =1 et woo=uo < w: si £(1) =-1

' e

4° Les polyndmes Dn(z) ’ En(z) ,,D;(z) . E:(z) vérifient des relations de ré-—
currence $

[ u u - w
(4ea) D_,,(2) = e wn(1 +z) D (z) + o Wn(.1l z) D*(z) ,

u - W
n+l n+1.
(4eb) Do (2) = (14 2) Dy y(z) = BB 2 D, (2)

5% On a enfin la relation

[En(z),+ E;(z)] f(z) - [Dnﬁz) + D;(z)]
02(2) = Gy TR (@)] H@) S () S DE)]

On peut alors montrer le théoréme suivant qui permet une approximation des nom=—

bres 9§ de Qq et la détermination des deux plus grands €éléments de cet ensemblee

7 N\
THEOREME 3. — Soit © un élément de 7~ tel gue 1/8 soit racine de

z = A(z)/Q(z) = 1(z) ,
ou la fonction de Schur f(z)

a le développement en série de Taylor au voisinage

de l'origignzs 3
n
f(z) = Uy + Uy 2 + eee + U2 + oes

Alors, si £(z) est de rang infini,

1° Pour tout entier n, n> 1, les équations z = Dn(z)/Eh(z) s OU les Dn(z)
et En(z) sont les polyndmes définis precédemment, possédent une racine unique T
dans |z| <1, vérifient © <T < 1 et 7210 .
——— — i - 1

n
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De plus, la suite des 1/Tn est décroissante et tend vers © quand n tend

vers 1'infini.

2° I1 existe un entier n

0 (éventuellement infini) tel que, pour tout n > Ny s
les équations z = D;(Z)/E;(z) , Oou les polyndmes D;(z) et E:(z) soht ceux

définis précédemment, possédent une rzcine unique ™ dans |z| < 1+, vérifiant

0<1‘;<1 et 1’/657‘;.

De plus, la suite des 1/73 . définie pour n > ng s est croissante et tend vers

@ guand n tend vers l'infini.

(On a un théoréme analogue si f(z) est de rang fini s o)

On va donner un schéma de démonstration du 1°,

Cette démonstration est basée sur l'interprétation des inégalités s

l£ (1/6)] <% «

(a) On remarque que l'inégalité If (1/6).| « 1 est équivalente a

/o - U,

Tty < 1
et comme /o (7% 4—uo(1/6)) > 0 , ceci est équivalent aux ddux inégalités 3

- 1/6 (0 —u (W) < (W/e) - uy < e (1 - u(1/8)) «
(1) (2)

L'inégalité (2) s'éerit uo(m - (m/ez)) > 0 et entraine Uy >0 e

L'inégalité (1) s'ecrit uo(1/ez) - (2/8) + uy < O « Or le polyndme

g(X) = Uy X - 2X + Uy
posséde une racine unique T dans Izl 1 avec O ¢ Ty < 1 , puisque
g(Q) = uy >0 et g(1) = 2(u0 - 1) ¢0 .
D'ol 1l'existence de la racine 1, vérifiant 1, < 176 »
(b) Ltinégalité |f2(1/6)l < 1 est équivalente aux inégalités s
( D,(1/6) = (1/8) E5(1/6) < O
" bx(1/6) - (1/8) Ex(1/6) > O .
On peut montrer que le polyndme V2(z) = D2(z) -z E2(z) posséde dans |z]| < 1 ,
une rucine unique T, » O 2T, « 1, vérifiant 1, < /6 et Ty < Ty o
(c) De la formule :

(E (1/6) + Ex(1/9)1(1/6) ~ [D (1/8) + Dx(1/6)]
£,(1/6) = cE (75) = h~<1/4>3(f7;) =D, (7/6) = o*(1/e>] ’

on déduit due 1'inégclité |fn(1/e)| < 1 est équivalente zux deux inégalités :
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D (1/8) - (1/6)E_(1/8) < O,

Dx(1/6) - (1/e)EX(/6) > O .

Or le polyndme Vn(Z) = Dn(Z) -z En(z) posséde au plus une rzcine dans |z| » 1,
et 1'9n a en outre

VnQO) =u, >0 et Vn(1} = 2Dn(1) .
Dtaprés la formule (4.a), il vient
W*-1 = Yn
Dn(m) = _— ZDn_1(%) ’
n-1 n-1

et puisque Dn~1(1) a le signe de DT(1) =uy—1%,ona vn(m).< Q.

Par suite, le polyndme Vn(z) posséde une racine unique dans |z| < 1, notée

Th» O<T <1, vérifiant 1 < 1/6 4 car l'on a Dn(T/e) —»(1/9)En(1/9) < 0.

Si 1'on suppose alors Ty < Ty < eee <T < T s On va montrer 1'inégalité

n+1
Thet < The2 *

En effet, la formule (4.b) nous entraine

u - W

n+1 n+1

Vn+2(“n+m) ST 0 = w Thet vn(Tn+1) .
n n
De plus, les inégalites, Ty < Tret ? Vn(O).> 0 et vn(m) < O entrainent

v (

AR
N Tn+1) <0, dou V

n+2(Tn+m) >0,

et par suite Tret < Theo ®

La suite des 1/frn est donc une suite décroissante, minorée par ¢ ; elle conver-
ge alors vers une limite 7 « Il suffit de voir que T =6 « Pour cela, on conside-
re la suite (1/zn)[(Dn(z)/En(z)) - £(z)] de fonctions holomcTphes dans |z| <1
bornéespar 2 sur lzl = 1 . On voit donc gue la suite de fractions rationnelles
Dn(z)/En(Z) converge vers f(z) uniformément sur tout compact de |z| ¢ % « En
prenant un compact contenant les 1 _ 1/t et 1/6 et en passant 3 la limite, on
en déduit que DnQTn)/En(xn) tend vers f(1/1) , lorsque n tend vers l'infini,
d'ou f£(1/1) = 1/t « Comme 1'équatian z = f(z) posséde une racine unique dans

|z| <l goO0ma T =06 .

De ce théoréme, on déduit plusieurs corollairese.

COROLLAIRE 2. - Les €léments de zq p Rour q fix€é et h quelconque, O« h« 1,
- 19
sont tous bornés par g +,\/q;2 -1.

COROLIAIRE 3, - Les plus grands éléments de zq h sont des nombres de Pisot.
]

COROLIAIFE 4, - Les deux plus grands éléments de Eq sont par ordre dicroissant,

la racine supérieure 3 1 de l'éguation z = (1 - gz)/(g - z) , puis le nombre de




31-09
Salem T , racine de l'équation

1+ (-qz-2e-1)z -g
q+2(q-1),z—(2-q)22—z3

- Pour terminer, nous allons indiquer briévement deux directions ou l'on peut gé—
éraliser les nombres de et de T .
n Zchh q .
Tout d'abord, on peut considérer l'ensemble T (2) des nombres algébriques ima-

ginaires ¢ , lel > 1 , dont tous les conjugués autres que l'imaginaire conjugué,

sont de module strictement inférieur &3 1 .
On peut alors deémontrer a partir d'un résultat de CONNES {3], que si © appar-
tient a 21(2L , alors 1/6 et 1/6 sont les seules racines de module stricte-

ment inférieur & 1 , d'une équation de la forme 2% = A(z)/Q(z) «

On peut donc classer les éléments de 55(2) en familles 2; h(2) « On obtient
9
alors un résultat analogue a celui de Kelly concernant les entiers algébriques [5]:

tout nombre imaginaire, limite de nombres de 2; h(2) , appartient a 2; h(2) .
9 9

Enfin, on a une généralisation p-adique des nombres de &

—dans Q

~p

y on obtient des ensembles fermés de nombres algébriques,

- dans VI s+ 2nneau des I-adeéles rationnels, on obtient des sous—enseibles fermés

contenus dans l'ensemble SI introduit par A. DECOMPS [4], et contenus dans les

t
ensembles sgp ) introdutts par F. BERTRANDIAS [2].
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