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QUELQUES PROBLÈMES D’INFORMATIQUE

par Maurice MIGNOTTR

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(,Théorie des nombres)
17e année, 1975/76, n° 30 , 6 p . 31 mai 1976

Nous abordons trois questions d’algorithmique qui peuvent intéresser des mathé-

maticiens "purs" et, en particulier, des arithméticiens.-: puis-
sance entière, la multiplication de deux matrices cariees, la multiplication de po-

lynômes et d’entiers naturels.

I - Calcul de xn

1. Méthodes.

La méthode banale nécessite n - 1 multiplications Un algorithme plus effica-

ce (pour n "grand") consiste à utiliser la formule

est la décomposition binaire, de n ; donc [2 log n] multiplications suffisent

(on utilise ici la notation log x pour le logarithme binaire,
. 

, log x = Log x(Log 2) .

2. A lications.

(a) CaLcul du n-ième terme d’une suite récurrente linéaire. - Soit une suite

récurrente linéaire définie par ses h premiers termes e ~ la condition

Cette condition peut s’écrire, en posant

D’où la formula



précédente montre donc que le calcul de u 
n 

nécessite au plus O(Log n)

opérations.

(b) Fermeture réflexive - transitive d’une relation. - Soit R C E x E , où E

est un ensemble fini de cardinal n, une relation binaire que l’on représentera

par une matrice booléenne encore notée R . La fermeture réflexive de R est

définie par la matrice

(toutes les opérations sont booléennes, en particulier k + = ) , en fait

Le calcul de R ~ est donc possible en effectuant au plus [2 log nj produits

de matrices n x ri ~

(c) Factorisation des polynômes sur un corps fini. - Pour simplifier, nous ne
considèrerons que le cas où le corps fini F est le corps premier F . La métho-

de est due à BERLEKAMP (voir [1]). Soit f un polynôme à coefficients dans F ,
de degré d , sans facteur carré. On considère l’équation

c’est une équation linéaire. Si g est une des solution~ alors

de plus, si g parcourt l’espace des solutions, cette méthode conduit à une fac-

torisation complète de f . L’équation (1) se met sous la forme

où Q est une certaine matrice, calculable en Log p) opérations (dans F) .
La partie la plus coûteuse de l’algorithme est de dét~,niner les valeurs de s

telles que la factorisation (2) ne soit pas triviale. Ces valeurs de s sont les

solutions d’un certain polynôme qui se calcule assez facilement. On aboutit au

problème suivant.

PROBLEME 1;. - Soit P un polynôme de degré d sur F , se factorise com-

ploiement dans F . Combien faut-il d’opérations élémentaires pour déterminer une
~P 

~ ’

racine de P ? (Par opération élémentaire, il f~ut entendre addition, multiplica-
tion ou division dans F ~)

^~P

Pour d = 1 , le problème est trivial : une opération suffit.

Pour d = 2 , la formule traditionnelle exige le calcul d’une racine-carré

(d’un carré). On doit résoudre l’équation, en x, a = x2 . Or, si 4 divise

P - 1 ,



donc 0(Log p) opérations suffisent. Le cas p = li modulo 4 a été traité par

t,3], qui obtient le même résultat (il utilise certaines suites récurrentes

linéaires).

Pour les degrés plus grands, je ne connais pas de meilleur borne que O(p) opéra-
tions dans le cas d’un polynôme générique.

3. La fonction ~2{n) .

La quantité est, par définition, le nombre minimal de multiplications
nécessaires pour effectuer le calcul de xn .

PROBLEME 2. - Etudier la fonction ~2 (n) .

Cette question est traitée en détail dans l’ouvrage de KNUTH L2] , il signale de

nombreux problèmes ouverts concernant le comportement de la fonction ~2{n) .

II . Multip lication de matrices

1. Méthode s.

Soit à calculer C == AB , où A et B sont deux matrices n x n . La méthode

classique nécessite . opérations élémentaires (additions et multiplications).
La méthode de STRASSMAN, exposée en [2], repose sur des formules permettant d’effec-
tuer le produit de deux matrices 2 x 2 qui ne comportent que 7 multiplications
et sont valables pour des variables non commutatives. Elle conduit à un nombre

d’opérations en ( on a log 7 - 2 81 ).

2. Applications.

(a) Evaluation de n polynômes en n points. - Pour obtenir le résultat, il

suffit d’effectuer le produit de deux matrices n x n convenables, donc 

opérations suffisent.

(,b) Produit de matrices booléennes. - Posons :

M(n) = nombre minimal d’opérations (additions et multiplications) nécessaires

pour effectuer le produit de deux matrices n x n quelconques,

B(n) = nombre minimal d’opérations nécessaires pour calculer le produit booléen
de deux matrices n x n quelconques,

C(n) = nombre minimal d’opérations né essaires pour calculer la fermeture transi-

tive réflexive d’une matrice booléenne rr. x n quelconque.

Notons d’abord la relation ~{n)  C(3n) qui résulte de la formule



En sens inverse, le paragraphe I.2(b) donne

C(n) ~ 2 B(n) log n .

On démontre même que l’hypothèse suivante 9 il existe B > 2 tel que l’on: ait

B(2n) ~ )~ B(n) pour tout n g implique la majoration C(n) ~ k B.{n~. ~ ou k est

une certaine constante (k = k (À) , voir [4~j i

Pour calculer le produit booléen de deux matrices booléennes, on peut procéder
ainsi. Soit B = {~ , R} l’ensemble de Boole, et et

~ : N -~ ~i les fonctions définies par

On calcule le produit booléen grâce à la formule

D’où la majoIation B(n)  M(n) .

(c) Calcul de l’inverse d’une matrice~

Les résultats sont analogues. Pour éviter tout ennui, on se limite aux matrices

n x n complexes dont les coefficients engendrent un corps de degré de trdnscen-

dance n2 sur les rationnels. Soit I(n) le nombre minimal d’opérations permet-

tant de calculer l’inverse d’une matrice qui est de ce type.

On a

La seconde de ces inégalités résulte de la formule

3. Problème.

PROBLÈME 3. - E tud ier M( n ) .

On a bien sûr M(n) ~ n~ .



=II. Multip lication de ol et d’entiers.

1. Multi lication de polynômes.

Le calcul dw produit de deux polynômes de degré n par la méthode scolaire néces-

site plus de n 2 opérations. Il existe une méthode plus efficace, la transformée

de Fourier rapide (en anglais F. F. I.). Le principe en est le suivant. Si x~ ,
... ~ x2n sont des points fixés, pour calculer W(X) = U(X) V(X) on procède
ainsi

1 ° calculer U(x.) et V(x.) pour i = a , ... , 2n ;

2° évaluer W(x.) = U(xi) tl(xi) , i = 0 , ... , 2n ;

3° interpoler le polynôme W .

La seconde étape ne nécessite que 0(n) opérations. Nous allons voir qu’avec

un choix judicieux des x. , les étapes 1 ° et 3° ne coûtent que 0(n l.og n). opéra-
~ .

tions. On prend pour points d’ interpolation les x. = 03C91 , où w est une racine

primitive 2r-ième de 1 ’unité (2r > 2n) . Si x = w et y = x2 , pour tout

polynôme Q de degré  2r , on a

où les polynômes Q. et CL ont un degré plus petit que 2 r-1 ~ Si T(m.). désigne
le nombre d’opérations nécessaires pour effectuer le calcul 1° dans le cas de m

points d’interpolation, on a donc la relation

D’ où la majoration T(n) = 0(0 Log n) .

Pour interpoler, il suffit de noter que la transformation 1° est définie par la

matrice

tandis que 3° est d éf iniepar 03A9-1 , où 03A9-1 i - (1/(n + 1)) 03A9 .

Le coût de la troisième étape est donc aussi de C~n Log ri) opérations.

2, Multiplication d’entiers.~~~~’~~%~~,~~’’~~~~~~.~*~~’~~%~B~~~~~t~~~~~~~~t~B~~~%-’

Pour multiplier deux entiers de n chiffres, la méthode classique prend un

temps en 0‘r:ç) i En fait., il pas difficile d’améliorer cette estimation.
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Soient en effet deux nombres u et v comportant 2n chiffres binaires

La formule

montre que le coût T(m) du produit de deux entiers binaires de m chiffres véri-

fie la condition

ce qui implique la majoration T(n) ~ 3cn "~ .
Plus généralement, on peut couper les entiers à multiplier en r morceaux, ce

qui conduit à un coût en 0(m " " ’) $ Ainsi T(n) est. un 0(n ~ ) pout tout

e positif.

Une idée plus efficace consiste à s’inspirer de la F. F. 1’. Si

On considère les polynômes

L’existence possible de retenuespose un sérieux problème. Ce problème a été
..

résolu par STRASSEN et Ils obtiennent un coût en O(n Log n Log Log n) .
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